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“我对这本书非f认可.作者以清晰一致

的方式成功地介绍了主@多视图几何中的主要

技术，包括经典的和现代的⋯⋯我真g地向对

多视图几何中传统和现代技术的理础感兴

趣的人推荐这本书

I计算评论

多视图几何

计算机视觉解决的基本问题是根据若干幅

真实世界景物的图像求得对真实世界景物结构

的重构.解决这个基本问题所采用的技术源于

射影几何和摄影测量学，内容包括摄像机投影

矩阵、基本矩阵和三焦点张量的几何原理及其

代数表示等，并结合实例探讨了上述内容的理

论和计算方法.新版的一个特色是扩展了涵盖

本书中关键思想（它本身已经通过附加的例子

和附录进行了更新）的引言和自第1版以来出

现的重要的新成果.

本书提供了全面的背景资料，读者只要熟

悉线性代数和基本的数值方法就能够理解所用

的射影几何和估计算法，并能直接依据本书来

实现相关算法.

“总的来说，这本书提供了对晦涅概念的

清晰解释，并介绍了使用它们所

_
数学方程.

它以一种易于理解和实现的方式介绍了相关理

论和算法.本书编排怡当，便于参考，并提供

了很好的例子（丰富的例子对理解内容更有帮

助），且在每一章的结尾给出了有用的注释和

练习.本书以其清晰的方法和解释见长，是该领

域研究人员教学和参考的理想工具 M
——BMVA新闻
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本书是专著 Multiple View Geometry in Computer Vision( Second Edition)的中译本 . 给定多幅未标定视图，本

书给出由图像点对应估计多焦点张量（特别是基本矩阵和三焦点张量）和由这些张量恢复摄像机矩阵并实现

射影重构的理论和算法.与原书第 1 版相比，原书第 2 版提供了更有效的搜索和匹配算法.作者提供了综合性

的背景材料，读者只要熟悉线性代数和基本的数值方法就能够理解书中给出的射影几何和算法，并能直接依

据本书来实现有关算法

本书可作为研究生教材，也可供从事计算机视觉的科研人员参考 .
This is a Simplified-Chinese translation of the following title published by Cambridge University Press:
Multiple View Geometry in Computer Vision/By Richard Hartley and Andrew Zisserman/ISBN: 9780521540513
◎ Cambridge University Press 2000 ,2003
This Simplified-Chinese translation for the People’s Republic of China ( excluding Hong Kong, Macau and Tai-

wan ) is published by arrangement with the Press Syndicate of the University of Cambridge , Cambridge , United King-
dom.

◎ Cambridge University Press and China Machine Press 2019
This Simplified-Chinese translation is authorized for sale in the People’s Republic of China ( excluding Hong

Kong , Macau and Taiwan) only. Unauthourised export of this translation is a violation of the Copyright Act. No part of
this publication may be reproduced or distributed by any means , or stored in a database or retrieval system , without
the prior written permission of Cambridge University Press and China Machine Press.

本书由 Cambridge University Press 授权机械工业出版社在中国境内（不包括香港、澳门特别行政区及台湾

地区）出版与发行。未经许可之出口，视为违反著作权法，将受法律之制裁。
unauthorized and illegal.Copies of this book sold without a Cambridge University Press sticker

本书封面贴有 Cambridge University Press 防伪标签，无标签者不得销售。
北京市版权局著作权合同登记图字:01-2018-0654 号。
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中译本序

让计算机具有视觉，科学家与工程师们做出了近40 年的不懈努力 . 应该说，40 年的努

力,进展是显著的，主要有两个方面：

已经形成一些计算视觉的基本理论框架，如20 世纪80年代初形成的以 Marr 为代表的视

觉计算理论(有些学者称之为三维重建框架）和以后出现的基于模型的视觉（ Model Based Vi-sion)、主动视觉( Active Vision)等.现在看来，虽然我们仍然不清楚这些计算理论框架能否最

终成为最理想的计算机视觉系统的基础，但有几点几乎是可以肯定的:一是迄今为止提出的各

种理论框架虽然有方法论上的差异,有些甚至具有科学哲学思想的差异，但并没有本质上的相

互排斥，而是互补的.二是这些已有的视觉系统理论框架可以作为具有一定程度视觉功能的

实用视觉系统的基础.随着计算机性能价格比的指数增长，以现有视觉系统理论框架为基础

的、针对特定任务的实用视觉系统，将会广泛应用于现实生活中.三是与人工智能的其他许多

领域类似，真正的突破要比当初想像的要困难得多.这里，“真正的突破”是指：当我们将当前

的人工智能系统与人相比时，人的智能系统具有更强的通用性、自学习能力、自适应性和对噪

声的鲁棒性.

计算机视觉另一方面的重要进展是，提出了大量的计算方法 . 尤其是20 世纪 90 年代以

来,为适应不同计算理论框架和为改进计算机视觉系统对噪声的鲁棒性，引进了许多数学方法

和与之相对应的计算方法.几乎所有的数学分支，尤其是应用数学分支都要到计算机视觉领

域来一显身手，使许多初学者,甚至进行了多年研究的学者都感到困惑 . 人们不禁要问，难道

我们真需要这么多的复杂数学分支和计算方法来解决计算机视觉问题吗？事实上，这确实反

映了当前的许多数学工具还不能有效解决“更强的通用性、自学习能力、自适应性和对噪声的

鲁棒性”的问题.另一方面，现在的许多数学方法，本质上是相通的. 而我们缺少既对这些方法

都精通，又对计算机视觉中所面临的实际问题有深人理解的理论工作者来对各种方法加以融

会贯通.

在上述视觉计算方法的研究中，基于几何的视觉计算方法，在20世纪90 年代发展到了几

乎完美的程度.本书的作者既是这方面的先驱者，也在本书中做出了很好的总结与系统论述.

基于几何的视觉计算方法,之所以引起很大关注是因为：

(1)计算机视觉的研究目标是使计算机具有通过二维图像认知三维环境信息的能力 � 这

种能力将不仅使机器能感知三维环境中物体的几何信息，包括它的形状、位置、姿态、运动

等，而且能对它们进行识别与理解.事实上,20 世纪 80 年代形成的 Marr 的计算理论框架和

其他计算理论框架中，绝大部分内容都涉及利用几何方法计算环境中的三维物体的形状、位

置、姿态和运动.

(2)如果读者对欧几里德几何和近几百年来提出的各种几何，如本书中提到的射影几何、

仿射几何等有些深人了解的话，应该理解“各种几何的本质是描述几何元素在不同变换群下

m
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的不变量”.由此,使用几何方法，不仅可以由二维图像重建（Reconstruct)三维物体，还可以描

述它们在摄像机变换下的不变量，从而达到识别的目的，也就是说，几何方法，可以贯穿计算视

觉理论框架下的所有部分，有人称之为基于几何的计算机视觉.

(3)20世纪90 年代以来，计算机视觉界将对应于射影几何、仿射几何、欧几里德几何的射

影变换、仿射变换、欧几里德变换系统地引进到视觉计算方法中. 三种变换都构成变换群，而

且，后者为前者的子群，它们所对应的几何不变量，前者为后者的子集.这些性质比较完美地

对应为视觉系统中对物体由粗到细的描述，在一些特定任务的计算机视觉系统中降低了对系

统参数了解的要求（如本书中所描述的不需要对摄像机定标的三维重建），一定条件下提高了

系统对噪声的鲁棒性，而这些确实是许多实用计算机视觉系统极为需要的品质.

本书全面介绍了近10 年来发展的基于几何的计算机视觉计算方法及其数学基础.除了

上述内容外,多摄像机视图几何及其计算方法也非常值得读者关注.这是因为当前计算机的

性能价格比大大提高，使人们有条件在视觉系统中使用更多的摄像机，以利用冗余的信息来换

取系统对噪声的鲁棒性.系统对噪声的鲁棒性一直是实用计算机视觉系统的瓶颈问题，解决

该问题的可能办法是:提高摄像机的分辨率、多摄像机方法和近年来大量引进的统计最优化鲁

棒算法(本书许多章节也有描述).

安徽大学的老师们将本书译成中文，是一件很有益的工作.我曾长期讲授计算机视觉课

程，深感我国工科大学研究生缺乏现代几何的有关知识，对近 10 年来发展的基于几何的计算

机视觉计算方法的本质接受较慢.本书比较系统地介绍了射影几何，在各章节中也注意介绍

有关数学基础，使即使缺少这方面系统知识的工科学生也能接受,应该对我国专门从事计算机

视觉研究的读者有较高的参考价值.本书对从事相关数学领域研究的人士也值得一读，计算

机视觉涉及的数学量大面广，是一个典型的数学工作者可有用武之地的领域.

由于本书是介绍计算机视觉中一个分支的很专业的书，为了使初学者对其背景有一点了

解，我对本书的内容和特点做了上述介绍，以此为中译本序，不一定准确，望读者批评指正.

中国科学院自动化研究所马颂德
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原书序

20世纪60年代，在人工智能领域的带头专家眼里，使计算机具有视觉功能充其量只是属

于暑期学生设计的事 .40 多年以后这一问题仍然没有解决并且似乎还很艰难.计算机视觉这

一领域本身已成为一门与数学和计算机科学都有很强联系的学科，同时它与物理、感知心理学

和神经科学也有一定的联系.

造成任务失败的一种可能的原因是研究者忽略了这样的事实:动物和人类的感知,特别是

视觉感知比当初想象的要复杂得多，也许是因为此所谓的单纯类比造成的苦恼.当然没有理

由要求计算机视觉算法一定要模仿生物，但事实是：
(1)生物视觉工作的方式仍有许多未知的东西，因而难以在计算机上模拟.

(2)企图忽略生物视觉而重新发明一种基于硅片的视觉并没有当初想象的那样容易实现•

除这些负面的评论外,计算机视觉方面的研究者在实践和理论两个方面都已经获得了某

些显著的成功.

在实践方面，举一个例子说明，用计算机视觉技术引导汽车等交通工具在规则道路或崎岖

的地形上行驶已成为可能，并且许多年前就在欧洲、美国和日本演示过.引导车辆需要相当复

杂的实时分析3 维动态景物的能力.今天，汽车制造商已逐步地将其中的某些功能集成到他

们的产品中去.

在理论方面，几何计算机视觉领域已经取得了一些显著的进展.其中包括把从不同视点

观察到的物体表观的变化描述成一个关于物体形状和摄像机参数的函数.如果不是应用相当

复杂的数学技术，是不可能取得这样的成就的.上述数学技术囊括了几何的许多领域,既有古

代的也有现代的.这本书特别对世界中物体的图像间存在的复杂而又美妙的几何关系加以研

究.对这些关系加以分析本身是很重要的，因为提供对视觉表观的解释是科学的目标之一.

同时研究它们的另一个重要原因是对它们的理解将促使应用的范围越来越广.

这本书的两位作者是几何计算机视觉领域的开拓者和专家. 他们在具有挑战的领域取得

了成功，即把理解几何概念所必需的数学知识表达得浅显易懂，把他们以及全世界的其他学者

获得的成果覆盖得很全面，分析了几何与图像测量必含噪声这一事实之间的相互影响,把许多

理论成果表达成算法的形式，从而使它们能够很容易地被转换成计算机代码，并且给出了许多

真实的例子来解释概念，展示了理论的应用范围.

回到使计算机具有视觉功能的初衷，我们也许想知道这种工作是不是在正确的方向上.

我必须让本书的读者来回答这个问题，并且我相信读者会赞同如下的断言:任何一个打算用摄

像机连接计算机的系统设计者都不会忽略这项工作.这可能是在定义使一台计算机具有视觉

功能到底意味着什么这个方向上重要的一步.

Olivier Faugeras
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原书前言

过去十多年里，计算机视觉在多视图几何的理解和建模方向已得到迅速发展 . 理论和实

践已达到成熟的程度，其中十多年前未解决并且经常被认为是无法解决的问题已经有了非常

好的结果.这些任务和算法包括：

(1)给定两幅图像而不附带其他信息，计算图像之间的匹配、产生这些匹配的点的 3D 位

置以及得到这些图像的摄像机.

(2)给定三幅图像并不附带其他信息，类似地计算图像之间点和直线的匹配，以及这些点

和直线的3D 位置和摄像机.

(3)在不需要标定物体的情况下，计算立体装置的对极几何以及三目装置的三焦点几何.

(4)由自然景物的图像序列来计算摄像机的内标定（8卩“在播放中”标定).

这些算法与众不同的特点是它们是未标定的——不必要知道或不必首先计算摄像机的内

参数(例如焦距).

支撑这些算法的基础是一种新的、更完整的关于多幅未标定视图的几何理论的理解:所包

含的参数数目，成像于视图中的点和直线之间的约束，以及由图像对应恢复摄像机和3 维空间

点. 例如，确定一副双眼装置的对极几何仅需要指定7个参数，不需要对摄像机进行标定.这

些参数可以由7个或更多的图像点来对应确定.与此非标定的路线相反，10 年前采用了预先

标定的路线:每个摄像机必须首先用工程上仔细标定的并且已知几何的物体的图像进行标

定.标定涉及确定每一个摄像机的11 个参数，然后由这样两组11 个参数的数据才能计算对

极几何.

该例子说明未标定（射影）方法的重要性——采用适宜的几何表达可使计算中每一阶段

所需要的参数更明晰.这样避免了计算那些对最后结果没有影响的参数，并得到更简单的算

法.同时，在这里需要纠正一种可能的误解.在未标定框架中，实体(例如3 维空间点）通常在

一个准确定义的多义性下恢复,这种多义性并不表示点被不良估计.

更贴近实际来看,通常不可能对摄像机进行一次标定后就永久有效，例如摄像机被移动了

(在移动车上）或内部参数改变了（具有变焦的侦察摄像机）. 进一步说，在某些情况下标定信

息并不能简单得到.想象如下情况:由视频序列计算摄像机的运动，或由归档的胶片构造虚拟

现实的模型，其中运动和内标定信息都是未知的.

在多视图几何方面之所以取得成功是因为我们关于理论理解方面的进展,同时也是由于

由图像估计数学目标的提高.第一个提高是关注了必须在超定系统中最小化的误差——不论

它是代数的、几何的或是统计的;第二个提高是使用了鲁棒估计算法（例如 RANSAC)，使得估

计不受数据中“野值”的影响.同时,这些技术产生强有力的搜索和匹配算法.

可以说许多重构的问题现在已经解决.这些问题包括：

(1)由图像点对应估计多焦点张量，特别是基本矩阵和三焦点张量（四焦点张量还没有得
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到如此多的重视).

(2)从这些张量恢复摄像机矩阵,然后由两幅、三幅和四幅视图实现射影重构.

在其他方面也取得了显著成就，虽然关于这些问题可能还有更多东西需要研究.例如：

(1)应用捆集调整去解决更一般的重构问题.

(2)给定关于摄像机矩阵的最小假定下实现度量（欧氏）重构.

(3)在图像序列中自动检测对应关系并使用多焦点张量关系消除野值和伪匹配.

本书安排:本书分六篇并有七个短附录 . 每篇引入一个新的几何关系：基础知识中的单

应、单视图中的摄像机矩阵、两视图中的基本矩阵、三视图中的三焦点张量和四视图中的四焦

点张量.在每篇中，有一章介绍该几何关系及其性质和应用，而伴随章介绍由图像测量来估计

它的算法.估计算法从简单、节省的方法一直介绍到相信是目前所得到的最佳算法.

第0篇:基础知识:射影几何、变换和估计. 这一篇比起其他篇来说更像是教材. 它介

绍了2维空间和3 维空间射影几何的中心思想（例如理想点和绝对二次曲线）；该几何可以如

何表示、处理和估计;以及该几何如何与计算机视觉中各种目标相关联,例如平面的图像矫正

以消除透射失真.

第1篇:摄像机几何和单视图几何. 这里定义了从3 维空间到图像的透视投影的各种

摄像机模型并对它们进行剖析.介绍了用传统的标定物体技术对它们进行估计,以及由消影

点和消影线进行摄像机标定.

第2篇:两视图几何. 这部分介绍了两摄像机的对极几何、由图像点对应的射影重构、

解决射影多义性的方法、最佳三角测量，以及通过平面实现视图之间的转移.

第3篇:三视图几何. 这里介绍了三个摄像机的三焦点几何，包括由两视图得到的点对

应向第三幅视图的转移，类似地,还有直线对应的转移，由点和直线的对应来计算几何并求取

摄像机矩阵.

第 4篇:/V 视图几何. 本篇有两个目的.第一，它把三视图几何扩展到四视图（一个较

小的扩展），并介绍了可用于 iV 视图的估计方法，例如 Tomasi 和 Kanade 提出的用于由多幅图

像同时计算结构和运动的分解算法.第二，它涵盖了前面章节中已经涉及的一些主题，但通过

强调它们的共性可得到更全面、更一致的理解.所给出的例子包括推导关于对应、自标定和多

义性解等方面的多线性视图约束.

第5篇:附录. 这里进一步给出关于张量、统计、参数估计、线性和矩阵代数、迭代估计、

稀疏矩阵系统的解法和特殊的射影变换等背景材料.
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H 1 $
概论——多视图几何之旅

这章是本书所涵盖的最主要思想的一个概述 .它给出这些主题的一种非正式叙述.精

确、明确的定义，周密的代数和精细编写的估计算法描述将在本书第2章及后面的章节中给

出.在整个概述中，我们一般不给出到后面章节的具体指针.所提到的内容可以通过使用目录

来锁定.

1.1 引言——无处不在的射影几何

我们都熟悉射影变换.当我们观看一幅图时，我们看到的正方形不是正方形，或圆不是

圆.把这些平面物体映射到图上的变换是射影变换的一个例子.

那么，哪种几何性质被射影变换保留？当然，不是形状，因为一个圆看上去可能是一个椭

圆. 也不是长度，因为一个圆的两根垂直的半径被射影变换拉伸了不同的量.角度、距离、距

离比——这些一个都没有被保留，也许看上去一个射影变换保存非常少的几何性质. 然而，一

个被保留的属性是直线度.其实这是关于该映射的最一般的要求，我们可以定义一张平面的

射影变换为平面上保持直线的任何点映射.

为了理解为什么需要射影几何，我们从熟悉的欧氏几何开始.它是描述物体的角度和形

状的几何.欧氏几何造成麻烦的一个主要方面是——为了推理该几何的一些基本概念，我们

需要不断地给出例外，例如直线的交点.两条直线（这里只考虑2维几何）几乎总是交于一个

点，但存在某些直线对并不是如此——那些被我们称为平行的直线对.为了绕开它，一种常见

的语言策略是说平行线交于“无穷远”.然而这并不能完全令人信服，并且这与另一个声明冲

突，即无穷远不存在，只是一个为了理解方便的虚构.我们可以规避这个问题:利用在平行线

相交处添加这些无穷远点来扩充欧氏平面，并通过称它们为“理想点”来解决无穷远的问题.

通过添加这些无穷远点，熟悉的欧氏空间被变换成一种新型的几何体——射影空间.这

是一种非常有用的思维方式，因为我们熟悉欧氏空间的性质，涉及的概念有距离、角度、点、直

线和关联等.射影空间不存在很神秘的东西——它只是欧氏空间的一个扩展，其中两条直线

总相交于一点，虽然有时在无穷远的神秘点上.

坐标在2维欧氏空间中，一个点被表示为有序的实数对(x，y).我们可以给该对加上一

个额外的坐标，给出一个三元组(*,y，l ),我们声称它表示同一个点.这似乎是完全无妨的，

因为我们可以简单地通过加上或删除最后一个坐标而从该点的一种表示转换到另一种表示.

我们现在走到重要的概念阶段,问为什么最后一个坐标需要是1——毕竟其他两个坐标没有这

样的约束.一个坐标三元组(m2)是什么？这里给出一个定义，并称和（2*，2y，2)代
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表同一点，更进一步地，对任何非零值MA*,妗, )也表示同一点.正式的说法是点被表示为

坐标三元组的等价类，其中，当两个三元组相差一个公共倍数时，它们是等价的. 这些被称为

点的齐次坐标. 给定一个坐标三元组(以，紗，A)，我们可以通过除以 A 得到（*，y)而回到原始

坐标.

读者会观察到，虽然(*，y，1)与坐标对(U)代表相同点，但是没有点对应三元组(*,y,o).
如果我们试图除以最后的坐标，将得到点U/o,y/o)，它是无穷大的.这就是无穷远点是如何

产生的.它们是由最后一个坐标为零的齐次坐标表示的点.

一旦我们理解了在2维欧氏空间中如何进行这种操作，通过把点表示为齐次向量将欧氏

空间扩展到射影空间，显然我们可以在任何维中做同样的事情.通过把点表示为齐次向量，欧

氏空间 IR"可以扩展到射影空间 IP".结果证明,2 维射影空间中的无穷远点形成一条线，通常

被称为无穷远直线. 在3 维中，它们形成无穷远平面.

齐次性在经典的欧氏几何中，所有的点都是相同的.不存在特殊的点.整个空间是齐

次的.当加上坐标后，有一点被选出作为原点.然而，重要的是要认识到这仅仅是偶然选择的

特定的坐标系.我们也可以找到坐标化平面的不同途径，其中一个不同点被认定为原点.事

实上,我们可以认为这是欧氏空间中坐标的变化，其中的轴线被移位和旋转到不同的位置. 我

们也许可以换一种方式来思考，认为这是空间本身位移和旋转到一个不同的位置 . 这样产生

的操作被称为欧氏变换.

一个更一般的变换类型是对 IR"施加一个线性变换，接着一个移动空间原点的欧氏变换.

我们也可以认为这是空间的移动、旋转和最终线性拉伸（可能在不同方向上按不同比率拉

伸）.由此产生的变换被称为仿射变换.

无论是欧氏还是仿射变换的结果，无穷远点保持在无穷远.通过这样的变换，这些点以某

种方式(至少作为一个集合)被保持.它们在某种程度上是欧氏或仿射几何中显著的或专门

的内容.

从射影几何的角度，无穷远点与其他点没有任何区别.正如欧氏空间是均匀的，射影空间

也如此.在齐次坐标表示中，无穷远点最后的坐标为零的性质只是坐标系选择的偶然.通过

与欧氏或仿射变换的类比，我们可以定义射影空间的射影变换.欧氏空间IR"的一个线性变换

是用矩阵乘以点的坐标来表示 .同样地，射影空间 IP"的射影变换是一个表示点的齐次坐标

((n +1)维向量）的映射，其中坐标向量被乘以一个非奇异矩阵.在这样的映射下，无穷远点

(最后坐标为零)被映射到其他任意点.无穷远点不被保持.因此，射影空间IP"的射影变换被

表示为齐次坐标的线性变换

X，= H㈣) x(„ + 1 )X

在计算机视觉问题中，射影空间被用作表示真实3 维世界的一种方便途径，把真实3 维世

界扩展到3 维(3D)射影空间. 类似地，为了方便扩展,将通常由世界投影到2维表示形成的

图像看成是处在2维射影空间中. 在现实中，真实世界和它的图像不包含无穷远点，我们需要

特别小心地处理这些虚构的点，即图像中的无穷远直线和世界中的无穷远平面 . 由于这个原

因,虽然我们通常在射影空间中操作，但我们清楚无穷远直线和平面在某种意义上是特殊的.

这违背了纯粹射影几何的精神，但这样做对实际问题有益.一般来说，我们试图用两种途径来

处理,一般情况下,我们把射影空间中所有的点看成是平等的，而在必要时，把空间中的无穷远

平面或图像中的无穷远直线挑岀来.

2
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1.1.1 仿射和欧氏几何

我们已经看到，通过在欧氏空间添加无穷远直线（或平面）可以获得射影空间.我们现在

考虑返回的逆过程.讨论主要涉及2维和3 维射影空间.

仿射几何我们将采取的观点是，射影空间原本是齐次的，没有首选的特定的坐标系.

在这样的空间里，没有平行线的概念，因为平行线（或 3 维情形中的平面）在无穷远相交 . 然

而,在射影空间中，不存在无穷远点的概念——所有的点都是平等的. 我们说平行度不是一个

射影几何概念.谈论它是毫无意义的.

为了使这个概念合理，我们需要选出某条特殊的直线，并指定为无穷远直线. 这就产生了

这样一种情形:虽然所有的点被等价产生，有一些比其他的更为等价.因此，从一张空白的纸

开始，想象它延伸到无穷远,并形成一个射影空间 IP2.我们能看到的只是该空间的一小部分,

看起来很像一块普通欧氏平面 . 现在，让我们在纸上画一条直线，并声称这是无穷远直线.下

一步，我们绘制相交于这条特殊直线的另外两条直线 . 因为它们相交于“无穷远直线”上，我

们定义它们是平行的.这种情形类似于一个人观看一张无穷远平面. 想象拍摄地球上一个非

常平坦地区的一张照片. 在此平面中的无穷远点在图像中显示为地平线. 像铁轨一样的直线

在图像中显示为交于地平线的直线.图像中在地平线上方的点（天空的图像）显然不对应于

世界平面上的点.然而，如果我们想象在摄像机后将相应的光线向后延伸，它将与平面交于摄

像机后面的一个点.因此，图像中的点与世界平面中的点存在一一谢应关系.世界平面中的无

穷远点对应于图像中的一条真实的地平线，而且世界中的平行线对应相交于地平线的直线.

根据我们的观点，世界平面及其图像只是以另一方式观看射影平面加上一条特殊的直线的几

何.射影平面和一条特殊直线组成的几何被称为仿射几何，将一个空间中的特殊直线映射到

另一个空间中的特殊直线的任何射影变换被称为仿射变换.

通过辨认一条特殊直线为“无穷远直线”，我们能够定义在平面中直线的并行性. 不管怎

样，一旦可以定义并行性，某些其他概念也变得合理. 例如，我们可以定义在平行线上两点之

间 区 间 的 相 等 . 例 如，如 果 是 点 并 且 直 线 和 CD 是平行的，那么我们定义两区间

和 CZ)等长，如果直线 /1C和也是平行的.类似地，定义同一直线上的两个区间相等，如

果存在一条平行线上的另一个区间与这两者都相等.
欧氏几何通过在射影平面中区分一条特殊的直线,我们获得平行的概念和伴随它的仿

射几何.仿射几何被视为射影几何的特殊化，其中挑出一条特殊的直线（或平面——取决于维

度），并称其为无穷远直线.

接下来，我们转向欧氏几何，并指出通过在无穷远直线或平面中挑出某些特殊的角色，仿

射几何转变为欧氏几何.为此，我们引人本书中最重要的概念之一:绝对二次曲线.

我们从考虑2维几何开始，并从圆岀发.请注意，圆不是仿射几何的概念，因为平面的任

意拉伸保持无穷远直线，但把圆变成椭圆.因此，仿射几何不区分圆和椭圆.

然而，在欧氏几何中，它们是不同的,并有一个重要的区别.在代数上，椭圆由一个二次方

程描述.因此可预期两个楠圆一般相交于四个点，并且的确如此. 然而很明显，在几何上，两

个不同圆的相交不会超过两点.代数上，我们是在把两条二阶曲线相交,或等价地求解两个二

次方程.我们应该预计得到四个解.问题是，圆有什么特殊性使得它们只相交于两点.

这个问题的答案是当然还存在另外两个解，两个圆相交于另外两个复值的点.我们不用

3
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花很大精力就能找到这两点.

在 齐 次 坐 标 中，一个圆的方程具有形式

( x - aw ) 2 + ( y - bw )2 = r2w2

它表示圆心的齐次坐标为UA#。)7 =UA1)
T
的圆. 可很快验证:点U，y，《0T

=(1，±i,0)T在每

一个这样的圆上.重复这个有趣的事实，每个圆都通过点（1，±;，0)T,因此它们位于任何两个

圆的交点上.因为它们的最后一个坐标是零,这两个点在无穷远直线上 . 根据此显而易见的

理由，它们被称为平面的虚圆点 . 请注意，虽然这两个虚圆点是复值，它们满足一对实方程:

x2
+ j

2 =0；w =0.
这一观察为如何定义欧氏几何给出了提示.通过先挑岀一条无穷远直线，再在这条直线

上挑出被称为虚圆点的两个点，就可由射影几何产生欧氏几何.当然虚圆点是复值点，但大多

数情况下我们对此不太担心.现在，我们可以定义一个圆为通过这两个虚圆点的任意二次曲

线（由二次方程定义的曲线）.请注意，在标准欧氏坐标系中，虚圆点具有坐标（1, ±i,0)T.然

而，在把一个欧氏结构赋给一个射影平面时，我们可以指定任何一条直线和该直线上任何两个

(复值)点为无穷远直线和虚圆点.

作为应用这个观点的一个例子，我们注意到，一条一般的二次曲线可能由平面中的五个任

意点得到，可以通过数一般二次方程M
2
+ 6/ +⋯ +>

2 -0 系数的个数得知.另一方面，一个

圆仅由三个点定义.看待它的另一种方式是它是通过两个特殊点（即虚圆点）及另外三个点

的一条二次曲线，因此如任何其他的二次曲线一样，它需要五个点来唯一地确定.

这应该不是一件意想不到的事，挑选出两个虚圆点的结果使我们获得了整个所熟悉的欧

氏几何. 特别是，诸如角度和长度的比率等概念可以用虚圆点来定义.然而，这些概念更容易

用欧氏平面的某坐标系来定义，如将在后面的章节中所看到的.

3D 欧氏几何我们已看到通过指定一条无穷远直线和一对虚圆点，如何根据射影平面来

定义欧氏平面. 同样的思想可以应用到 3D 几何.同2维情形中一样，我们可仔细观察球面以

及它们如何相交.两个球面相交于一个圆，而不是如代数所说的:两个一般的椭球面（或其他

的二次曲面）相交于一条一般的四次曲线.这一思路导致发现在齐次坐标（X，Y，Z，T)t中所

有的球面与无穷远平面相交于一条方程为 X2
+ Y2

+ Z2 =0,T =0的曲线. 这是无穷远平面上

的一条二次曲线，并且仅由复值的点组成.它被称为绝对二次曲线，并且是本书中的关键几何

实体之一，最特别地是因为它与摄像机标定相关联，正如将在下文中所看到的.

绝对二次曲线只在欧氏坐标系中由上述方程定义.一般我们可以认为 3D 欧氏空间由射

影空间导出，通过挑出一张特定的平面作为无穷远平面，并指定该平面上的一条具体二次曲线

作为绝对二次曲线. 这些实体在射影空间坐标系中可能具有相当普遍的描述.

这里我们不详细介绍如何由绝对二次曲线确定整个 3D 欧氏几何.举个例子就行了.空

间直线的垂直度在仿射几何中不是一个有效的概念,但它属于欧氏几何.直线的垂直度可根

据绝对二次曲线定义如下.延伸直线直到它们在无穷远平面相交，我们得到两个点，并称为这

两条直线的方向. 两条直线的垂直度根据这两个方向与绝对二次曲线的关系来定义.如果这

两个方向关于绝对二次曲线是共轭点，则这两条直线是垂直的（参见图 3.8).共轭点的几何

和代数表示在 2.8.1 节中定义.简要地说，如果绝对二次曲线由一个3 x 3 的 对 称 矩 阵 表

示，方向是点士和屯，那么如果 d}0„ d2 =0,则它们关于I!。共扼. 更一般地，在任意坐标系

中，角度可以用绝对二次曲线来定义，如式(3.23)所表示的那样.

4



m第 i 章概论一多视图几何之旅

1.2 摄像机投影

本书最重要的主题之一是图像的形成过程（即3 维世界的一种2维表示的形成），以及关

于图像中所显示信息的 3D 结构我们可以推断出什么.

从3 维世界降到2维图像是一个投影过程，在此过程中我们失去了一维 .建模这个过程

的常用方式是利用中心投影，由空间中的一个点引出一条从 3D 世界点到空间中的一个固定

点（投影中心）的射线. 这条射线将与空间中被选为图像平面的具体平面相交 . 射线与图像

平面的交点表示该点的图像.如果 3D 结构位于一张平面上，那么维数没有减少.

这个模型符合一个摄像机的简单模型，其中，由世界中一个点发出的光线经过摄像机的镜

头并撞击在胶片或数字设备上，产生该点的图像. 忽略诸如聚焦和透镜厚度等的影响，一个合

理的近似是，所有的光线都通过一个点:透镜的中心.

在把射影几何应用到成像过程中，习惯上把世界建模为一个 3D 射影空间，等于 IR3
加上

无穷远点.类似地，图像模型是 2D 射影平面 IP2.中心投影就是从 IP3到 IP2的一个映射.如

果我们把 IP3
中的点写成齐次坐标（乂,¥7，1')

7
，并设投影中心为原点(0,0,0，1)

1
，那么可以

看到,X,Y 和 Z 固定但 T 不同的所有点（X,Y,Z，T)T
的集合形成通过投影中心点的单根射线，

从而全部被映射到同一点.因此，（X，Y，Z，T)T
最后的坐标与点在什么地方被成像无关.事实

上，图像点是 IP2中的点,具有齐次坐标( X,Y,Z)T.因此,该映射可以由3D 齐次坐标的一个映

射表示,这里由一个具有块结构 P�[I3 x3|03 ]的3 x4 矩阵 P 表示，其中 I3 x3为单位矩阵,03为
3 维零向量. 为允许不同的投影中心以及图像中不同的射影坐标系，事实证明，最一般的成像

投影由一个秩为3 的任意3 x4 矩阵表示,作用于 IP3
中点的齐次坐标，并将其映射到 IP2中的

成像点.这个矩阵 P 被称为摄像机矩阵.

总之，一个射影摄像机关于一个空间点的作用可以用齐次坐标的一个线性映射表示为

f X\
Y

= P3 X 4 zy

\WJ IT
而且,如果所有的点在一张平面上（可以选择此平面为 z =o)，那么该线性映射简化为

r x
= H3 x3 Yy

KWJ
这是一个射影变换.

把摄像机看作点在一个中心投影中，IP3中的点被映射到 IP2中的点，一条射线中所有的

点都通过投影中心被投影到一幅图像中的同一点.基于图像投影的目的，可以认为沿着这条

射线的所有点是等价的.我们可以再进一步，认为通过投影中心的这条射线表示图像点.因

此所有图像点的集合与通过摄像机中心的射线集合是相同的. 如果我们把从(0,0,0,1)7发

出并通过点（X，Y，Z,T)T
的射线用其前三个坐标（X，Y，Z)T

表示，则容易看出，对于任何常数

1&(乂，¥7)
7表示同一射线. 因此射线本身由齐次坐标来表示 .事实上，它们构成了射线的

一个 2D 空间.这组射线本身可以认为是图像空间 IP2的一种表示.在这种图像表示中，最重
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要的是摄像机中心，因为它决定了形成图像的射线集合.表示由同一投影中心的图像形成的

不同摄像机矩阵只反映形成图像的射线集合的不同坐标系. 因此从空间同一点拍摄的两幅图

像是射影等价的.只有当我们开始测量图像中的点时，才需要指定图像的特定坐标系.只有

那时，才有必要指定一个特定的摄像机矩阵.简言之，对视场取模并且暂时忽略它，同一个摄

像机中心获得的所有图像是等价的——它们可以通过射影变换相互映射，而不需要关于 3D
点或摄像机中心位置的任何信息.这些问题在图 1.1 中说明.

t3 - — 像乎面

图 1.1 把摄像机看成点 .（a)图像的形成:图像点 X,是一张平面与射线的交点，射线从

空间点 X,发出并通过摄像机中心 C.(b)如果空间点是共面的，那么世界和图像平面之

间存在一个射影变换 X, .( c)同一摄像机中心的所有图像都由一个射影变换

<=

^^
1关联.比较(b)和（c)——在这两种情形下，平面由通过一个中心的射线相互

映射 .（b)中是一个场景和图像平面之间的映射，（ c)中是两张图像平面之间的映射 .

(d)如果摄像机的中心移动，那么图像一般不由一个射影变换相关联，除非（e)所有的

空间点是共面的.

6
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已标定的摄像机为充分理解图像与世界之间的欧氏关系，有必要表达它们相关的欧氏

几何.如我们已经了解的,3D 世界的欧氏几何的确定借助了在 IP3中指定一个特定的平面为

无穷远平面，并在该平面中指定一条特定的二次曲线 n 作为绝对二次曲线.对于一个

^̂
在无

穷远平面上的摄像机，世界中的无穷远平面一对一地映射到图像平面上.这是因为图像中的

任一点都定义了空间中与无穷远平面交于单个点的一条射线.因此，世界中的无穷远平面并

没有告诉我们关于图像的什么新信息.但是，绝对二次曲线作为无穷远平面上的一条二次曲

线，必须投影到图像中的一条二次曲线. 得到的图像曲线被称为绝对二次曲线的图像，或 IAC
( the Image of the Absolute Conic).如果一幅图像中 IAC 的位置已知，那么我们说摄像机已

标定.

在一个已标定的摄像机中，我们有可能确定从图像中两个点反投影得到的两条射线之间

的角度.我们已经了解到，空间两条直线之间的角度由它们在无穷远平面上相对于绝对二次

曲线在何处相交来确定.在一个已标定的摄像机中，无穷远平面和绝对二次曲线 —对一

地投影到图像平面和 IAC，记为两个图像点和w 之间的射影关系就等于反投影射线与无穷

远平面的交点和 I!。之间的关系.因此，知道了 IAC,可以通过在图像中的直接测量来测量射

线之间的角度. 于是，对一个已标定的摄像机，我们可以测量射线之间的角度,计算由图像块

所表示的视场，或确定图像中的一个椭圆是否反投影到一个圆锥 . 以后，我们会看到它将帮助

我们确定重构场景的欧氏结构.

例 1 . 1 由绘画得到3D 重构

在许多情况下，利用射影几何技术有可能从单幅图像重构场景.没有关于被成像场景的

一些假设，这是做不到的. 典型的技术涉及特征的分析，例如平行线和消影点，以确定场景的

仿射结构,例如为在图像中观察到的平面确定无穷远直线.关于场景中观察的角度知识(或假

设），特别是正交直线或平面，可用于把仿射重构升级到欧氏结构.

这种技术的完全自动化目前还是不可能的.然而，射影几何知识可以内置在一个允许用

户引导的单视图场景重构系统中.

这种技术已被用于重构 3D 纹理映射的图形模型，取自早期大师的绘画 . 开始于文艺复

兴时期的绘画用非常精确的透视产生 .图 1.2中显示了由这种绘画得到的重构.

(b) (c) (d)

图1.2 单视图重构 .（a ) 原始绘画——St. Jerome 在他的书房，1630 年，Hendrick
1649 ) Joseph R. Ritman 的私人收藏，阿姆斯特丹，荷兰 .（b)、（c )、（d )由绘画产生的 3D 模型的视图 . 承蒙

Steenwijck ( 1580-van

Antonio Criminisi提供图.
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1.3 由一幅以上的视图重构

我们现在转向本书的主要论题之 由几幅图像重构一个场景.最简单的情形是两幅

图像，我们将首先考虑. 作为一种数学抽象，我们把讨论限制在仅由点组成的“场景”.

本书中给出的许多算法通常输人的是一组对应点.因此，在两视图情形中，我们考虑两幅

图像中的一组对应 lex;.假定存在某些摄像机矩阵，P 和 P'，以及3 维点集 X;，并按照 PX;=
产生这些图像对应.因此，点 X,投影到两个给定的数据点.然而，摄像机（由投

影矩阵 P 和 P'表示）和点\都未知 . 我们的任务是确定它们.

从开始就要明白：唯一地确定点的位置是不可能的.这是一个一般的多义性，无论给定多

少幅图像，并且即使我们不止有点对应数据，该论断都是成立的.例如，给定一个立方体的几

幅图像,不可能说出它的绝对位置(是位于亚的斯亚贝巴的一个夜总会，还是在大英博物馆），
它的方位（哪一个面朝北）或它的尺度.我们把它表述为:重构最多能达到世界的相似变换 .

然而,事实证明,除非已知这两个摄像机标定的一些知识，重构中的多义性是由一个更一般的

变换类型——射影变换来表示.

产生这种多义性的原因是，对每一点 X,进行一个射影变换（由一个4 x4 矩阵 H 表示），并

将 H 的逆右乘每个摄像机矩阵 P,,所投影的图像点保持不变，从而

这里没有令人信服的理由说点集和摄像机矩阵的一种选择比另一种好 .H 的选择本质上是任

意的，即重构有一个射影多义性,或者说是一种射影重构.

然而,好在这是可能发生的最坏的情况.在相差一个难以避免的射影多义性下，有可能由

两幅视图重构一组点.当然,为了能这样说，我们需要一些条件:必须有足够多的点，至少有七

个点,并且它们不能处在各种适定的临界配置中的任何一个位置上.

由两幅视图重构点集的基本工具是基本矩阵，它表示图像点 x 和 x'(如果它们是同一个

3D 点的图像)所满足的约束.这种约束产生于两视图的摄像机中心、图像点和空间点的共面

性.给定基本矩阵 F，一对匹配点必须满足

(1.1)

X；TFX,. =0
式中，F 是一个秩为2的3 x3 矩阵.这些方程关于矩阵 F 中的元素是线性关系，这意味着，如

果 F 是未知的，那么它可以从一组对应点中计算得到.

一对摄像机矩阵 P 和 P'唯一确定一个基本矩阵 F;反过来，基本矩阵在相差一个 3D 射影

多义性下确定一对摄像机矩阵.因此，基本矩阵囊括了一对摄像机的完整射影几何,而且对

3D 射影变换是不变的.

重构场景的基本矩阵方法非常简单，包括以下步骤：

(1)给定两幅视图的若干对应点基于共面性方程 x；TFXi =0形成关于 F 元素的线

性方程.

(2)求 F，它为线性方程组的解.

(3)根据 9.5 节中给出的简单公式，由 F 计算一对摄像机矩阵.

(4)给定两个摄像机(P，P')和相应的图像点对 X.+ OX;,求投影到给定图像点的 3D 点 X;.
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这种求 X 的方式被称为三角测量.

这里给出的算法仅是一个概要，它的每一部分都在本书中详细研究.算法不应该直接根

据这个简短描述来实现.

1.4 三视图几何

1.3 节讨论了如何可能从两视图的一组点来重构点集和摄像机的相对位置 . 重构可能仅

相差一个空间射影变换，并对摄像机矩阵进行相应的调整.

在本节中，我们考虑三视图的情形.两视图的基本代数实体是基本矩阵，而对于三视图，

这个角色由三焦点张量担当.三焦点张量是一个3 x 3 x3 的数的阵列,关联三视图中的对应

点或直线的坐标. 正如基本矩阵由两个摄像机矩阵确定，并确定到相差一个射影变换,在三视

图中也如此,三焦点张量由三个摄像机矩阵确定，并反过来确定摄像机矩阵，同样相差一个射

影变换.因此，三焦点张量囊括三个摄像机的相关射影几何.

依据在第15 章中解释的理由，通常把一个张量的一些指标写为下标而另一些写为上标 .

这些被称为协变指标和逆变指标.三焦点张量的形式为 71\有两个上标和一个下标.

三视图中的图像实体之间最基本的关系涉及两条直线和一个点之间的对应.我们考虑在

一幅图像中的点 x 和另外两幅图像中的两条直线 1'和 r之 间 的 对 应 这 个 关 系 意 味

着在空间中有一个点 x 映射到第一幅图像中的 x,和另外两幅图像中位于直线 r和 r上的点

X'和 X". 从而，这=幅图像的坐标通过三焦点张量关系来关联：

W ’kTf = 0 (1.2 )

这个关系给出了张量元素之间的一个线性关系.有了足够多的这种对应，就可能线性地求解

张量的元素.幸运的是，我们可以从一组点对应得更多的方程. 事实上，在这种

情形下，我们可以选择通过点 X'和 X"的任何直线 r和 r来生成式（1.2)类型的关系.因为通过

点 X'可以选择两条独立的直线,且通过 X"可得到另外两条，我们可以用这种方式获得四个独

立的方程.用这种方式，总计七组点对应就足够线性地计算三焦点张量 . 也可以利用非线性

方法从最少的六组点对应计算.

然而，这个张量的27 个元素不是独立的，而是由一组所谓的内部约束相关联 .这些

约束相当复杂，但满足此约束的张量可以用不同的方式计算，例如，通过使用六点非线性

法. 基本矩阵（它是两视图张量）也满足内部约束，但只有一个相对简单的约束：元素服

从 detF = 0.

如基本矩阵一样，一旦三焦点张量已知,就有可能从它提取三个摄像机矩阵，从而获得场

景点和直线的一个重构.和以往一样,这种重构在相差一个 3D 射影变换下是唯一的，它是一

个射影重构.

因此，我们可以把两视图的方法推广到三视图 . 使用这种三视图重构方法有两个

优点.

(1)它可能使用直线和点对应的混合来计算射影重构. 而在两视图中，只有点对应可以

使用.

9
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(2)使用三幅视图可提供更大稳定性的重构，并避免在使用两幅视图重构时可能出现的

不稳定配置.

1.5 四视图几何和/1视图重构

基于张量的方法有可能更进一步，并定义一个关联四幅视图中可见实体的四焦点张量 .

但是，这种方法很少被使用，因为计算服从其内部约束的四焦点张量相对困难.尽管如此，它

确实提供了一种非迭代的方法来计算基于四幅视图的一个射影重构. 然而，张量的方法不延

伸到超过四幅视图，因此，基于多于四幅视图的重构变得更难.

从多幅视图重构的许多方法已被提出，我们在本书中考虑其中的一部分.一种方法是使

用三视图或两视图技术逐步地进行场景重构.这种方法可以应用于任何图像序列，但使用时

要注意选择正确的三元组，这种方法通常会成功.

目前有一些可以在特定情况下使用的方法.如果我们能够采用一个被称为仿射摄像机的

更简单的摄像机模型，重构任务将变得更容易. 只要摄像机到场景的距离相对于场景前后之

间的深度差足够大，这种摄像机模型是透射投影的一个合理近似.如果一组点在所有的《视

图中都被一个仿射摄像机看见，那么一个著名的算法——分解算法，即利用奇异值分解一步就

可以同时计算场景结构和特定的摄像机模型. 该算法非常可靠并且实现简单.它的主要困难

在于使用仿射摄像机模型,而不是一个完整的射影模型，并且要求所有的点在所有的视图中都

可见‘
这种方法已被扩展到射影摄像机，用于一个被称为射影分解的方法 . 虽然这种方法一般

是符合要求的，但不能被证明在所有情况下都收敛到正确解.此外，它也需要所有的点在所有

的图像中都可见.

视图重构的其他方法包含了各种假设，如世界中的四个共面点在所有视图中可见，或者

有六个或七个点在序列的所有图像中可见的知识.适用于特定运动序列的方法，如直线运动、

平面运动或单轴（转盘）运动也已被开发.

针对一般重构问题，起支配作用的一套方法是捆集调整 . 这是一种迭代方法，它试图用一

个非线性模型来匹配测得的数据（点对应）. 捆集调整的优点是它是一个非常广义的方法，可

以应用于广泛的重构和优化问题. 这种方法可以得到问题的最大似然解，对于不准确的图像

测量，就模型而言，在某种意义上这是一个最优解.

不幸的是，捆集调整是一个迭代过程，不能保证从任意初始点出发都能收敛到最优解 .

关于重构方法的大量研究在寻求容易计算的非最优的解，可以作为捆集调整的初始点 � 重

构的首选技术一般是一个初始化步骤后跟着一个捆集调整. 通常的印象是捆集调整必然速

度慢.而事实是，当仔细执行时，它相当有效.本书中的一个长篇附录将涉及捆集调整的有效

n

方法.

使用 n 视图重构技术，有可能从相当长的图像序列中自动地进行重构 . 图 1.3 给出一个

例子，显示了从700帧图像的一个重构.
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(b)

图 1 . 3 重构 .（a)由手持摄影机在牛津的一条街上漫步所获得的700帧序列图像

中的7帧.（b)(c)重构点云和摄影机路径的两幅视图.承蒙 David Capel 和 2d3
(www.2d3.com)提供图.

1 . 6 转移

我们已经讨论了一组图像的 3D 重构.射影几何的另一个应用是转移：给定一个点在一

幅(或多幅）图像中的位置，确定它在该组的所有其他图像中将会出现在何处 . 要做到这一

点，我们必须首先利用（例如）一组辅助点对应建立摄像机之间的关系.鉴于重构是可能的，

概念上的转移很简单.例如,假设点在两幅视图中被辨认U 和 V )，我们希望知道它在第三幅

中的位置 x",那么可以按下面的步骤计算：

11
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(1)从其他点对应 ，计算三视图的摄像机矩阵 p，p'，p".
(2)利用 P 和 P'，根据三角测量由 x 和 X'得到 3D 点 X.
(3)用 x〃= P"X 投影 3D 点到第三幅视图.

这个过程只需要射影信息.另一种方法是使用多视图张量（基本矩阵和三焦点张量）来

直接转移点，而不需要一个显式的3D 重构.这两种方法都有各自的优势.

假设摄像机围绕它的中心旋转,或者所有关注的场景点都在一张平面上 .那么适当的多

视图关系是图像之间的平面射影变换.在这种情形下，仅在一幅图像中看到的点可以转移到

其他任何图像.

1.7 欧氏重构

到目前为止，我们已考虑了场景重构或转移,针对的是由一组未标定摄像机所拍摄的图

像.对于这些摄像机，一些重要的参数，如焦距、图像的几何中心（主点）以及可能还有的图像

中像素的宽高比，都是未知的. 如果已知每个摄像机的完整标定,那么有可能消除重构场景的

一些多义性.

到目前为止，我们已经讨论了射影重构，这是在没有关于摄像机标定或场景信息的条件下

所有可能做的.射影重构对于许多目的来说是不够的,如应用到计算机图形，因为它所涉及的

模型失真，对习惯于观看欧氏世界的人来说是古怪的. 例如，射影变换导致的一个简单物体的

失真如图 1.4 所示.利用射影重构技术，没有办法在图 1.4 中对任何一个可能的马克杯形状

做出抉择，一个射影重构算法可能给出图中显示的任何一个重构，与给出其他的有相同的可

能.甚至更严重失真的模型会从射影重构产生.

was
图 1.4 射影多义性:一个马克杯在 Z 方向 3D 射影变换下的重构（真实形状显示在中心）.
显示了五个射影失真程度不同的马克杯例子.这些形状与原始的相比有很大不同.

为了获得一个使物体具有正确（欧氏）形状的重构模型,有必要确定摄像机的标定.不难

看出,它足以确定场景欧氏结构.正如我们已经了解到的，确定世界的欧氏结构等价于指定无

穷远平面和绝对二次曲线.事实上，因为绝对二次曲线位于一张平面上，即无穷远平面上，只

要找到在空间中的绝对二次曲线就足够了.现在，假设我们已经使用标定的摄像机计算了世

界的一个射影重构.根据定义，这意味着在每幅图像中 IAC 是已知的，记它在第；幅图像中为

0>,.每个的反投影是空间中的一个圆锥，绝对二次曲线必须位于所有圆锥的交上 . 两个圆

锥一般交于一条四次曲线,但鉴于它们必须交于一条二次曲线，这条曲线必然分成两条二次曲

线. 因此，从两幅图像的绝对二次曲线的重构不是唯一的——而是一般有两种可能的解. 然

而，由三幅或更多幅图像，圆锥的交一般是唯一的 . 由此绝对二次曲线被确定,并用它确定场

12
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景的欧氏结构.

当然，如果场景的欧氏结构已知，那么绝对二次曲线的位置也已知.在这种情形中，我们

可以将其反投影到每一幅图像中，产生每幅图像中的 IAC,并由此来标定摄像机.因此摄像机

标定的知识等价于能够确定场景的欧氏结构.

1 . 8 自标定

如果没有关于摄像机标定的任何信息,做得比射影重构更好是不可能的.跨任意数目的

视图的特征对应集中没有任何信息可以帮助我们找到绝对二次曲线的图像，或等价地获得摄

像机标定.然而，如果我们知道关于摄像机标定的一点信息，那么我们也许能够确定绝对二次

曲线的位置.

例如,假设已知由图像序列重构场景中使用的每一个摄像机的标定都相同.我们的意思

如下.在每幅图像中定义一个坐标系，在其中我们已测量了用于射影重构的对应特征的图像

坐标.假设在所有这些图像坐标系中，IAC 是相同的,只是它位于哪里是未知的. 我们希望由

这个信息计算绝对二次曲线的位置.

寻找绝对二次曲线的一种方法是假设 IAC 在一幅图像中的位置；根据假设，它在其

他图像中的位置将是相同的. 每条二次曲线的反投影将是空间中的一个圆锥.如果三个

圆锥都交于单条二次曲线，那么它必然是与重构相一致的绝对二次曲线位置的一个可能

的解.

请注意，这只是一个概念上的描述 .IAC 是只包含复值点的一条二次曲线，其反投影将是

一个复值的圆锥 . 然而，代数上问题更容易处理. 虽然它是复值，IAC 可能由一个实二次型描

述（由一个实对称矩阵表示）. 反投影圆锥也由一个实二次型表示.对 IAC 的某些值，三个反

投影圆锥将在空间交于一条二次曲线.

一般情况下，给定具有相同标定的三个摄像机，就可能确定绝对二次曲线，进而确定摄像

机的标定.然而，虽然针对它已经提出了多种方法，这仍然是一个相当困难的问题.

已知无穷远平面自标定的一种方法是分步进行，首先确定它所在的平面.这相当于辨

认世界中的无穷远平面，并由此来确定世界的仿射几何.在第二步中，定位该平面上的绝对二

次曲线，以确定空间的欧氏几何.假设知道无穷远平面，那么可以由图像序列中的每一幅图像

反投影一个假设的 IAC，并把得到的圆锥与无穷远平面相交.如果 IAC 被正确选择，相交的曲

线是绝对二次曲线.因此，由每一对图像得到一个条件:反投影圆锥交于无穷平面上的同一条

二次曲线.其结果是给出一个关于表示 IAC 的矩阵的元素的线性约束.由一组线性方程，我

们可以确定 IAC，进而确定绝对二次曲线.因此,一旦无穷远平面已被辨认，自标定是比较简

单的.无穷远平面本身的辨认实质上更困难.

给定图像中正方形像素的自标定如果摄像机部分被标定,那么有可能从一个射影重构

出发得到完全标定. 借助 IAC 表示，我们可以用关于摄像机标定的非常小的条件来实现 . 一

个有趣的例子是关于摄像机的正方形像素约束 . 这意味着在每幅图像中已知一个欧氏坐标

系�在这种情形下，位于世界无穷远平面上的绝对二次曲线必然与图像平面交于它的两个虚圆

点.平面中的虚圆点是绝对二次曲线与该平面相交的两个点.通过图像平面的虚圆点的反投
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影射线必与绝对二次曲线相交. 因此，具有正方形像素的每一幅图像确定了两条必与绝对二

次曲线相交的射线.给定 a 幅图像，自标定任务就变成了确定一条与空间中的 2a 条射线相交

的空间二次曲线(绝对二次曲线）. 等效的几何情景是一组射线与一张平面相交，并要求这组

交点位于一条二次曲线上.通过一个简单的参数计数我们可发现，只有有限数量的二次曲线

与八条先前描述的射线在空间中相交.因此，由四幅图像可以确定标定，虽然是确定到有限数

量的可能性.

1 . 9 收获 I :3D图形模型

我们已经介绍了由图像序列计算真实图形模型所需的所有要素 . 根据图像之间的点匹

配，有可能先实现点集的一个射影重构，并在所选的射影坐标系中确定摄像机的运动.

假设关于获取图像序列的摄像机的标定有某些限制，那么使用自标定技术可以标定摄像

机，并且随后可将场景变换到其真正的欧氏结构.

知道场景的射影结构，有可能找到有关图像对的对极几何，这把为了进一步匹配的

对应搜索限制到一条直线上 幅图像中的一个点定义了另一幅图像中的一条直线，

其对应点（目前还未知）必然在它上面 . 事实上，对合适的场景，有可能进行图像之间的

一个稠密点匹配，并创建成像场景的稠密 3D 模型 . 它采用了三角化形状模型，随后由所

提供的图像加上明暗或纹理映射，并用于生成新的视图 . 这个过程的步骤如图 1.5 和

图 1.6所示.

(b)

图 1.5 (a)比利时 Leuven 市政厅的11 幅高分辨率图像（3000 x 2000 像
素）中的3 幅 .（ b)由图像集计算得到的欧氏重构的三幅视图，显示了 11

个摄像机的位置和点云.
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图 1 . 6 稠密重构 . 这些是由图 1.5 的摄像机和图像的计算结果 .（ a)未加纹理和

(b)加纹理的全场景重构 .（c)未加纹理和（d)加纹理的特写区域,显示了（ b)中的白

色矩形区域 .（e)未加纹理和( f)加纹理的特写区域，显示了（d)中的白色矩形区域.

稠密表面由[ strecha-02]中介绍的三视图立体算法计算 . 承蒙 Christoph Strecha,
Frank Verbiest,Luc Van Gool 提供图.

l.io 收获 n:视频增强

我们在这个概述的最后给出重构方法到计算机图形学的另一个应用.自动重构技术最近

已经被广泛应用于影视产业中,作为在真实视频序列中添加人造图形对象的一种手段.摄像

机运动的计算机分析正在取代以前用于正确对齐人造嵌人对象的手工方法.

在一个视频序列中逼真地嵌人人造对象最重要的是计算摄像机的正确运动.除非摄像机

运动被正确确定,不然不可能产生正确的并与背景视频看上去一致的图形模型视图序列 . 一

般来说，这里重要的只是摄像机的运动，我们不需要重构场景，因为它已存在于现有的视频中，

15



_
计算机视觉中的多视图几何

并且也不需要在视频中产生可见场景的新视图.唯一的要求是能够生成图形模型的正确透射

视图.
计算摄像机在欧氏坐标系中的运动是很重要的.仅仅知道摄像机的射影运动是不够的.

这是因为一个欧氏物体被放置在场景中.除非已知这个图形对象和摄像机在相同的坐标系

中，不然相对于感知到的现有视频中的场景结构，嵌人对象生成的视图将是失真的.

一旦摄像机的正确运动和它的标定已知，嵌人对象可以逼真地绘制到场景中.如果从帧

到帧的摄像机标定的变化被正确确定,那么摄像机可以在序列中改变焦距（变焦）. 甚至主点

也可在序列裁剪的过程中变化.

在将绘制的模型嵌入到视频中时，如果它位于所有现有场景的前面,那么任务是相对简单

的. 否则可能出现遮挡，其中场景可能遮挡部分模型. 视频增强的一个例子如图 1.7 所示.

图 1.7 增强的视频.动画机器人被嵌入到场景中，并利用图 1.3 所计算的摄像机来

绘制 .（a ) ~ ( c )由序列中取出原始帧 .（d 》〃（ f)增强后的图像帧 . 承蒙 2d3
(www.2d3.com)提供图.
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I 计算机视觉中的多视图几何

本 篇 大 纲

本篇的四章为本书后续章节将要用到的表示、术语和记号打基础.射影几何的思想和表

示法是多视图几何分析的核心. 例如，使用了齐次坐标就能用线性矩阵方程来表示非线性映

射(例如透视投影）；而且可以很自然地表示无穷远点，避免了取极限的麻烦.

第2章引人2维空间（以下简称 2D)的射影变换.这些变换发生在用透视摄像机对平面

摄影的时候.该章偏重于入门介绍并为3 维空间（以下简称 3D)几何铺路.大多数的概念在

2D 中比 3D 中更容易理解和可视化.本章介绍射影变换，包括它的特殊情况:仿射和相似变

换;并把注意力主要集中在从透视图像中恢复仿射性质（例如平行线）和度量性质（例如直线

之间的角度）.

第3章覆盖 3D 的射影几何.该几何的推导方式与 2D 非常相似，当然，由于增加了维数

出现了新的性质. 这里，主要的新几何是无穷远平面和绝对二次曲线.

第4章介绍由图像测量进行几何估计，这是本书的主要论题之一.我们以用点对应来估

计射影变换为例来说明算法的要素和目的，这些算法将在整本书中被采用.其中的重要问题

是:一个代价函数应该最小化什么，比如是代数的或是几何的或是统计的测量，该问题将长篇

地加以介绍.本章还将介绍鲁棒估计的思想，以及这样的技术在变换的自动估计中的应用.

第5章介绍如何评价估计算法的结果.特别是如何计算估计的协方差.
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第2章

2D 射影几何与变换

本章主要介绍理解本书内容所必需的几何概念和记号.某些概念是大家相当熟悉的，例

如消影点的形成和二次曲线的表示，而其余的却比较深奥，例如用虚圆点去消除图像中的射影

失真.这些概念在平面(2D)中比较容易理解，因为在 2D 中它们比较容易在书中可视化.以

后本书所涉及的 3D 几何的内容就是平面情形的直接推广.

具体地说，本章涵盖平面的射影变换几何.这些变换对平面被透视摄像机成像时所产生

的几何失真进行建模 . 在透视成像下,某些几何性质被保留，例如保线性（直线被影像为直

线），而有的则不被保留，例如平行线一般不被影像为平行线.射影几何对这类成像建模并提

供适于计算的数学表达.

我们先介绍在齐次标记下点、直线和二次曲线的表示，以及在射影变换下这些几何实体如

何映射.接着介绍无穷远直线和虚圆点，并证明它们控制了平面的仿射和度量性质.然后，给

出矫正平面的算法,这些算法实现了由图像来计算仿射和度量性质. 最后，我们介绍射影变换

下的不动点.

2.1 平面几何

任何学习过初等数学的人都熟悉平面几何的基本概念 . 事实上，甚至因为这些概念已成

为我们日常生活的部分经验，总以为它们理所当然地成立.在初等水平上，几何研究的是点和

直线以及它们的关系.

按纯传统论者的观点，几何研究应该坚持“几何的”或与坐标无关的观点.在这种方法

中，定理的叙述和证明仅使用几何的公理而不使用代数.经典的欧氏方法就是其中的一个例

子.然而，自笛卡儿之后，人们认识到几何可以代数化，并且几何理论的确可以用代数的观点

来推导.在本书中，我们将使用混合的方法，有时用几何的而有时用代数的方法.在代数方法

中,几何实体用坐标和代数实体描述.例如，一个点等同于某坐标基下的一个向量;一条直线

也等同于一个向量;而一段圆锥截线（或简称二次曲线）用一个对称矩阵表示 .事实上，至少

是为了语言上的方便，我们经常采用这样的等价表示,即向量就是点，对称矩阵就是二次曲线.

在几何中采用代数方法的显著优点是:这种方法导出的结果更容易产生算法以及实际的计算

方法.计算和算法是本书主要关注的，它证明使用代数方法是合理的.

2.2 2D 射影平面

众所周知,平面上的一点可以用 IR2
中的一对坐标Q，;K)来表示.因此，通常 IR2

等同于一
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张平面.把 IR2
看作一个向量空间时，坐标对U，y)是向量，也就是说点等同于向量 .本节将

引入平面上点和直线的齐次表示.

行和列向置此后，我们将考虑向量空间之间的线性映射并把这样的映射表示成矩阵 .

在通常方式下，一个矩阵和一个向量的积是另一个向量，它就是该映射下的像. 由此引出

列”和“行”向量的区别，因为矩阵可以被列向量右乘或被行向量左乘，在不加说明时，几何实

体用列向量表示.粗体符号如 x 总表示列向量，它的转置是行向量 xT.按此约定，平面上的点

将表示为列向量h，;r)T
，而不是它的转置:行向量U,y).我们记 X 二 U，y)

T
，该方程的两边都

是列向量.

2.2.1 点与直线

直线的齐次表示平面上的一条直线用形如 a x + b y + c =0 的方程表示，a，6 和 C的不同

值给出不同的直线.因此，一条直线也可以用向量（a,6，C)
T
表示.直线和向量（a，6，C)

T
不是

一一对应的，因为对任何非零常数直线 a* + 6y + C =0和直线（h)* +(W)y +( fc) =0 相

同.因此，对任何非零t向量(a，6，C)
T
和 A(a，6，C)

T
表示同一直线.事实上，我们视这两个只

相差一个全局缩放因子的向量是等价的.这种等价关系下的向量等价类被称为齐次向量.任

何具体向量（a,6，C)
T是所属等价类的一个代表 .IR3 -(0,0,0)T中的向量等价类的集合组成

射影空间 IP2.记号 -(0,0,0)T
表示将不与任何直线对应的向量(0,0,0)T

排除在外.

点的齐次表示点 x =(*，y)T
在直线丨=(a，6,C)

T
上的充要条件是似 +妙 + c =0.可用向

量内积形式将它表示为(*，7,1)(

^
,6，<；)

7
=(

^
1)1 =0;即通过增加一个最后坐标“1”，将

IR2
中的点（hy)

T表示为3 维向量.注意对任何非零 & 和直线1,方程(心，紗,A)1 =0 当且仅当

(

^
,1)1 =0.因而，可自然地把 A 取不同非零值所构成的向量集（&,知，A )T

看作 IR2中点

(*，y)
T
的一种表示.因此，与直线一样，点也可用齐次向量表示 . 一个点的任何齐次向量的表

示形式为 x = ( X l ,x2 ,x3 ) T
，并表示 IR2

中的点 ,X2/ X3 )t. 于是,点作为齐次向量同样也是

IP2
的元素.

我们得到一个确定点在直线上的简单方程，即

结论 2 . 1 点 x 在直线1上当且仅当 XT1 =0.
注意表达式 XTI 正是两向量 X 和1的内积或标量积，即 XTI = lTx = x l 一般，我们更喜欢采用

转置记号1TX，但偶尔也用一

^
“ 来表示内积.注意区分一

^
点的齐次坐标 X =(A，*2，*3)

T
(它

是3 维向量）和非齐次坐标(*，；K)T(它是2维向量）.

自由度（do£) 显然，为了指定一个点必须提供两个值，即它的* 和 y 坐标. 同样,一条直

线由两个参数指定（两个独立的比率|a：6：cl ),因而有两个自由度.例如，在非齐次表示中，

这两个参数可以取为直线的梯度和 y 轴上的截距.

直线的交点给定两直线丨=U,6,C)
T
和1'=(

^
'，6',<；')

7
，我们希望求它们的交点.定义

向量 x =1 x 1',这里 x 表示向量积或叉积.由三重纯量积等式丨•（IxH = 1'• (1 x 1') =0 可

推出 lTX = rTx =0.因此，如果把 x 视为一个点，则 x 同时在两条直线1和 1'上，因而是这两条

直线的交点.这表明：

结论2.2 两直线丨和 1'的交点是点 x =1 x 1'.
注意:两直线交点的表示之所以这样简洁，是因为采用了直线和点的齐次向量表示.

例 2.3 考虑一个简单问题:求直线 x = i m y = l 的交点�直线 ;c =1 等价于 - lx +1 =0,
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故有齐次表示1 =( -1,0,1)T. 直线 y = i 等价于 - i y +1 =0,因此给出齐次表示 r = (o, -1,
1)

T.由结论2.2得到交点为

k
0

0
它正是所要求的非齐次点（1,1)T.

点的连线过两点 X 和 X'的直线的表示式可完全类似地导出.定义直线 1 = X X X'后不难

验证点 X 和 X'都在 1上.因此

结论2.4 过两点 X 和

^
的直线是 l =x x x'.

2.2.2 理想点与无穷远直线

平行线的交点考察两直线似 +6r +C =0和似 +6y + C
，
=0.它们可分别用向量丨=(a，6，c)T

和 1'= U，6，C')
T
表示，其中它们的前两个坐标都是一样的.用结论 2.2不难算出这两条直线

的交点为1 x l'=(c'- c)(6,-�，0)7，忽略标量因子(/ -0，得到点（6,-a,0)T.

现在,如果我们试图求这一点的非齐次表示，就会得到（6/0，- a/0)T,这毫无意义，除了

解释为该交点具有无穷大坐标.一般地，具有齐次坐标U,y，0)T
的点不与 I R2中任何有限点

对应.这一观察与通常平行线交于无穷远的思想相吻合.

例2.S 考察两直线

^
=1 和 * =2.这两条直线平行，因而交于“无穷远”.利用齐次记号

将它们表示为丨=( -1，0，1)T
和 l'=( -1,0,2)T

，再由结论 2.2求得其交点为

f 0\
0

-1 0 2 1«
这是 y 轴方向上的无穷远点.

理想点与无穷远直线当*3#0时，齐次向量 x =b w3 )
T对应 I R2

中的有限点. 我们可

以把最后坐标为 =0的点加人 I R2,所扩展的空间是所有齐次3维向量的集合，称为射影空间

IP2.最后坐标为4 =0的点称为理想点,或无穷远点.所有理想点的集合可以写成

并由比率 A:%指定一个具体的点.注意该点集在由向量1�=(0,0，1)
7表示的一条直线（即

无穷远直线）上.事实上，我们可以验证(0,0,1)( A ,*2,0 ) T
=0.

由结论2.2 推出直线 l =(a,6,c)T与1�交于理想点（6,- a，0)T(因为（6,- a,0)1=0).
任何一条与丨平行的直线 r =(a,6，c')T也交1�于同样的理想点（6,- a，0)T，与 c'的取值无

关.在非齐次表示下，（6,
_
�)

7
是与该直线相切的向量，与该直线的法线U,6)

T
相正交，因而

它代表该直线的方向.当直线的方向改变时，理想点（6,- a，0)
T
沿而变化 . 基于这些理

由，无穷远直线可以看作平面上所有直线方向的集合.

注意引入无穷远点的概念如何使点与直线相交的性质得到了简化. 在射影平面 I P2中，我

们可以不加思索地说任意两条相异直线都相交于一点,而任意两个相异的点都在一条直线上.
但在标准欧氏几何 I R2中却不成立，其中平行线就构成一个特例.

研究 I P2的几何称为射影几何. 在无坐标的纯几何研究中,射影几何的无穷远点（理想

点）和普通点没有任何区别.但在本书中，为了要达到的目的，有时将区别理想点和非理想点.
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因此，无穷远直线有时被看成射影空间中的一条特殊直线.

射影平面的模型一种有益的方法是将 IP2
看作 IR3

中一种射线的集合.该集合的所有向量

W ，*2，*3)
T
当 A 变化时形成过原点的射线.这条射线可以看作 IP2中的一个点.在此模型中,IP2

中的直线是过原点的平面.可以验证两相异的射线共处于一张平面上，而任何两张相异平面相

交于一条射线.这类似于两个相异的点唯一确定一条直线，而两条直线总相交于一点.
点和直线可以通过利用平面 =1 与这些射线和平面相交来得到 . 如图 2.1 所示，表示

理想点的射线和表示的平面都与平面％=1 平行.

对偶在关于直线和点的性质的陈述中，读

者也许已经注意到点和直线的作用可以怎样互换.

特别是，关于直线和点的基本关联方程式 lTx =0 是

对称的，因为 lTx =0 意味着 xTl =0，其中直线和点

的位置互相交换了.类似地，两直线相交和一直

线过两点的结论 2.2 和结论 2.4 本质上是相同

的，只是把点和直线的作用进行互换.由此得到

一般原理，即如下的对偶原理：

结论2.6 对偶原理 .2维射影几何中的任何

定理都有一个相应的对偶定理，它可以通过互换

原定理中点和直线的作用而导出.

在应用该原理时，关联的概念也必须做适当图 2.1 射影平面的模型.IP2
的点和直线分

的转换. 例如，过两点的直线与过两直线的点（即别表示为 IR3
中过原点的射线和平面.

^
2平

两线的交点）对偶.

注意:一旦原定理已被证明，就没有必要再去

证明它的对偶.对偶定理的证明不过是原定理证明的对偶.

2.2.3 二次曲线与对偶二次曲线

面中的直线表示理想点，而力*2平面表示 L .

二次曲线由平面上的二阶方程描述.在欧氏几何中，二次曲线有三种主要类型:双曲线、

椭圆和抛物线（后面将定义的所谓的退化二次曲线除外）. 在经典理论中，这三类二次曲线是

由不同方向的平面与圆锥相交所产生的截线（退化的二次曲线由过锥顶的平面产生）.但是我

们将了解到，在 2D 射影几何中所有非退化的二次曲线在射影变换下都等价•

在非齐次坐标中，二次曲线的方程是

ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f =0
即一个二阶多项式.通过替代;c^xt / x3 ,y h^x2 / x3

u
齐次化”得到

ax\ + bxxx2 + cx\ + dxix3 + ex2x3 + fx\ =0 ( 2.1 )
或表示为矩阵形式

xTCx =0 ( 2.2 )
其中，二次曲线系数矩阵 C 为

6/2 d/21
(2.3)6/2C = e/2

ld/2 e/2 /」
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注意二次曲线的系数矩阵是对称的.它与点和直线的齐次表示一样，重要的仅仅是矩阵元素

的比率，因为用一个非零标量乘 C 不会影响上面的方程.因此,C 是一条二次曲线的齐次表

示.二次曲线有五个自由度,可以视为比率U:卜c:d:e:/!或等价地视为对称矩阵的六个元素

减去一个比例因子.

五点定义一条二次曲线假定我们希望计算过点集 x;的二次曲线. 在二次曲线被唯一确

定之前，我们可以指定多少个点？我们打算用一个确定二次曲线的算法构造性地回答这个问

题.根据式(2.1)可知，每一点 X,为二次曲线的系数提供一个约束，因为如果二次曲线过 ,r,)T,
便有

ax2
t + bxiyi + cy[ + dxi + eyi +/=0

该约束可以写为

l )c =0

其中，(：=((1,6,(；,

^
,6/)

7
是表示二次曲线0的一个6维向量.

把由五点提供的约束堆积起来,得到

X J i Xi J i

「4 无1 J\
y\X 2J2 X 2 J l

X l y\ (2.4)c =0

^
373

^
3 JZ

y\^474 X4 74

- X 5 y\ 尤5 r5x5 y5

因而二次曲线是这个 5 x6 矩阵的零向量.它表明一条二次曲线由一般位置的五点唯一确定

(相差一个尺度因子). 这种通过求零空间来拟合一个几何实体（或关系）的方法今后将经常

在本书的计算章节中采用.

二次曲线的切线在齐次坐标下，过二次曲线上点 x 的切线1有特别简单的形式：

结论2.7 与二次曲线 C 相切于点 x 的直线1由 l =Cx 确定.

证明因为1\=\70\ =0，所以直线丨=01过兄如果1仅与二次曲线交于一点，那么它

就是切线，我们的证明也就完成了.否则，假定1与该二次曲线还交于另一点 y，则有 yTCy = o
和 xTCy = lTy =0.由此推出（x +ay)TC( x +ay) =0 对所有《都成立，这表明连接 x 和 y 的整

条直线1 = Cx 都在该二次曲线 C 上，因而 C 是退化的（见下文）.
对偶二次曲线上面定义的二次曲线 C 更确切地应称为点二次曲线，因为它定义的是关

于点的方程.给出了 IP2的对偶结论2.6以后，理所当然应该有一个由关于直线的方程定义的

二次曲线.这种对偶（或线）二次曲线也由一个 3 x 3 矩阵表示,我们把它记为 C
'二次曲线

C 的切线1满足 1T(T 1 =0. 其中（T 表示 C 的伴随矩阵（伴随矩阵在附录4 的 A4.2 节中定

义）.对一个非奇异对称矩阵 C 有 C * =Cq(相差一尺度因子）.

当 C 为满秩时，对偶二次曲线方程可直接推导：由结论 2.7,过 C 上点 x 的切线是1 = Cx.
反之，直线1切于 C 的点 x是因为 x 满足 xTCx =0,我 们 得 到 =
mrO,最后一步由{

^^
(

^
得到月为匸是对称的.

对偶二次曲线也称二次曲线包络，其理由在图 2.2 中给予说明.对偶二次曲线有五个自

由度.与点二次曲线相类似，一般位置上的五条直线定义一条对偶二次曲线.
退化二次曲线如果矩阵 C 是非满秩的，那么该二次曲线称作退化二次曲线.退化的点
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⑻ (b)

图2.2 (8)满足/以=0的点*在一条点二次曲线上.（b)满足1TC�丨=0的直线

1是点二次曲线 C 的切线.二次曲线 C 是直线1的包络.

二次曲线包含两条直线（秩2)或一条重线（秩1).

C = lmT +mlT
由两条直线1和m 组成.1上的点满足 lTx =0,从而在二次曲线上,因为 xTCx =( xTl)(mTx) +
(xTm)( lTx) =0.类似地，满足 mTx =0的点也满足 xTCx =0.矩阵 C 是秩为2的对称矩阵 .

它的零向量为 x = lxm，这是1和 m 的交点•

退化的线二次曲线包含两点（秩2)，或一个重点（秩 1).例如，线二次曲线 C

_
= xyT + yxT

的秩为2,并由通过点 x 或 y 的直线所组成.注意对非可逆矩阵而言，（C‘）4

/C.

2.3 射影变换

Felix Klein 在其名著“ Erlangen Program”[ Klein-39]中提出的几何观点是:几何研究的是

在变换群下保持不变的性质.根据他的观点,2D 射影几何研究的是关于射影平面 IP2
在所谓

射影映射的变换群下保持不变的性质.

射影映射是把 IP2的点（即齐次3 维向量）映射到 IP2
的点的一种可逆映射，它把直线映射

到直线.更精确地说：
定义 2.9 射影映射是 IP2

到它自身的一种满足下列条件的可逆映射三点 Xl ,x2，x3*
线当且仅当 A( Xl)>(*2)，fc(x3 )也共线•

射影映射组成一个群，因为射影映射的逆以及两个射影映射的复合也是射影映射.射影

映射也称为保线变换(一个有益的名字），或射影变换或单应（homography)，它们是同义术语.

在定义 2.9 中，射影映射用点线关联的几何概念来定义，它与坐标无关.基于下列定理，

我们也可得到射影映射的等价的代数定义.

定理2.10 映射MP2—IP2是射影映射的充要条件是:存在一个3 x 3 非奇异矩阵 H,使
得 IP2的任何一个用向量 x 表示的点都满足 A( x) = Hx.

为了解释这个定理,我们用3 维齐次向量 x 来表示 IP2中的点，而用 Hx 来表示齐次坐标

的线性映射.该定理断言任何射影映射都以这种齐次坐标的线性变换出现，反之，任何这样的

映射是射影映射.我们不在这里全面地证明该定理.我们仅打算证明齐次坐标的任何可逆线
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性变换是射影映射.

证明令\1，*2和乂3在同一直线1上 .因此 =0，i =l,⋯,3.令 H 为非奇异 3 x 3 矩

阵.可以证明rH'Hx-O.因此，点1

^
都在直线 ITT1上，因而该变换保持共线性•

其逆命题是每一射影映射都以这种方式出现，但相当难证明.

根据这个定理，可以给出射影变换(或保线变换）的另一种定义.

定义 2.11 射影变换.一个平面射影变换是关于3 维齐次向量的一种线性变换，并可以

用一个非奇异 3 x3 矩阵表示为

X'l ^ ^11 ^12 ^13 ( X \ '
h2l h22 h23

*3 J \_ h3i h32 /i33儿*3 /

4 (2.5)*2

或更简洁地表示为 X'=Hx.
注意:该方程中的矩阵 H乘以任意一个非零尺度因子不会使射影变换改变.因此我们说

H是一个齐次矩阵，因为与点的齐次表示一样，有意义的仅仅是矩阵元素的比率.在 H 的九

个元素中有八个独立比率，因此一个射影变换有八个自由度.

射影变换将每个图形投影为射影等价的图形，保持所有的射影性质不变.在图 2.1 的射

线模型中，一个射影变换就是 IR3
的一个线性变换.

平面之间的映射图2.3 中给出应用定理 2.10 的一个例子.沿过一个公共点（投影中

心）的射线的投影定义了从一张平面到另一张平面的一个映射.显然这种点到点的映射保

持直线不变，其中一张平面上的直线被映射到另一张平面上的直线 . 如果在每一张平面上

建立坐标系并且采用齐次坐标表示点，那么中心投影映射可以用 x'= Hx 表示，其中 H 是

3 x3非奇异矩阵.实际上，如果在两张平面上建立的两个坐标系都是欧氏（直角）坐标系，

那么这种由中心投影定义的映射比一般射影变换有更多的约束.我们称它为透视映射而不

是完全的射影映射，它可由一个六自由度的变换来表示 . 我们将在 A7.4 节中再次讨论透

视映射.

图 2.3 中心投彩把一张平面的点映射为另一张平面的点.考虑通过投影中心并与

两平面 JI和 7!'相交的平面，不难看出这个投影也把直线映射为直线.因为直线被映射

为直线，所以中心投影是射影变换，并可用齐次坐标的线性变换 f = HX 表示.
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例2.12 消除平面透视图像的射影失真.
在透视成像下形状会失真.例如，虽然原有的窗户是矩形，但图 2.4a 的图像中的窗户不

是矩形.场景平面上的平行线在图像上一般不平行，而是会聚到一个有限远点 . 我们已经知

道平面(或部分平面）的中心投影的图像与原平面通过射影变换相关联，因而该图像是原场景

的一种射影失真.通过求该射影变换的逆变换并把它应用于图像就有可能“撤销”该射影变

换.结果将是一幅新的合成图像，其中在此平面上的物体将显示其正确的几何形状.我们用

图 2.4a 所示大楼的前墙对此做解释.注意因为地面和大楼的前墙不在同一平面上，所以用于

矫正大楼前墙的射影变换必然与用于地面的射影变换不一样.

图2.4 消除透视失真.（a)带有透视失真的原始图像一窗户的上下边线显然会聚（即延长后

相交）于一个有限点.（b)合成得到的前墙正视图.墙的图像(a)与墙的真实几何通过一个射影

变换相关联.通过将成像的四个窗户角点映射到适当大小的矩形顶点计算得到逆变换.四组

点对应确定了这个变换.再将该变换作用于整幅图像.注意图像中的地面部分出现进一步的

射影失真. 这同样可以通过一个射影变换加以消除.

我们将在第4章详细讨论由点到点的对应来求射影变换的计算 .现在，我们仅简洁地给

出一种计算该变换的方法.首先选择世界平面与图像相对应的部分.按图 2.3 所示选择图像

平面的2D 局部坐标以及场景的世界坐标.令世界与图像平面上的一对匹配点 x 和 x'的非齐

次坐标分别为(*，7)和(*'，/). 这里我们采用点的非齐次坐标而不是齐次坐标，因为从图像

和世界平面中测量可以直接得到的是这些非齐次坐标.式(2.5)的射影变换可以写成如下非

齐次形式：

一
hux + hl 2 y + h13 t

^

x'2 _ h21 x + k22” h23
~

*3
~ h31 x + h32 y + h33

f 7 ~ X 3
~ h31 x + h32 y + h3}

x'

一组点对应可以提供关于 H 元素的两个方程，把它乘出后得到

x'(h3lx + h32 y + h33 ) =hux + hl2 y + hl3

y'(h3lx + hi2 y + h33) = h2lx + h22 y + h23

这些方程关于 H 的元素是线性的.四组点对应提供八个这种关于 H 元素的线性方程,并足以

解出 H(仅相差一不重要的乘法因子).唯一的限制是这四点必须在“一般位置”上，即要求没

有三个点共线.用该方法计算变换 H 并求它的逆，然后作用于整幅图像，便可消除所选平面

的射影失真效应.其结果如图 2.4b 所示.

针对这个例子，我们给出三点说明:第一，用这种方法计算矫正变换 H 不需要知道摄像机
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参数或平面位置的任何信息;第二，为消除射影失真，并非总需要知道四个点的坐标:2.7 节将

介绍另一种方法，它需要更少但不同类型的信息;第三,高级的（和推荐的）计算射影变换的方

法将在第 4章中阐述.

射影变换是重要的映射，与世界平面的透视成像相比较，它能表示更多的情形.图 2.5 中

给出了其他几个例子，我们将在本书后续篇章中对其中的每种情形做更详尽的讨论.

(a)

图 2.5 出现在透视图像中的几个射影变换( x'=Hx)例子 .（a)由一张世界平面诱导的两幅图像之间的射

影变换（两个射影变换的复合是射影变换）；O)摄像机中心相同的两幅图像之间的射影变换（即一个摄像机

绕其中心旋转或改变其焦距h( c)—张平面（大楼后墙）的图像和其阴影在另一张平面（地平面）上的图像

之间的射影变换.承蒙 Luc Van Gool 提供图（c).

2.3.1 直线与二次曲线的变换

直线的变换定理2.10的证明指出:如果点 x;在直线1上，那么经过射影变换后的点<=
HXi在直线 r = H

_
Ti 上.因为 rTxhri

^
Hx

^
o,点和直线的关联被保留.这给出关于直线

的变换规则：

在点变换 X' = Hx 下,直线变换为

r = H
_ TI

我们也可以换一种写法 rTifir 1.注意直线和点变换的基本差别.点变换依据 H，而直线

(视为行向量）变换则依据 H
'这可以用术语“协变”或“逆变”做解释. 我们称点变换为逆

变而线变换为协变 . 这种区别将在第 15 章讨论张量时重新提到，并在附录 1 中全面地给予

( 2.6 )

解释
_
二次曲线的变换在点变换*'= 11*下,式(2.2)变为

xTCx = X
,T[ H -' ] TCH -1 X

,

= X
,TH'TCH'1 X

,

它是一种二次型 xfTC'x'，其中 C

^
H

^
CH - 1.由此得到二次曲线变换的规则：

结论 2.13 在点变换 x'= Hx 下，二次曲线 C 变换为 C'= H
_ TCH

_
1.

因 IT 1出现在方程中，故可以称二次曲线变换为协变.对偶二次曲线的变换规则可用类

似的方式导出，即

结论 2.14 在点变换 x'= Hx 下，对偶二次曲线 CT 变换为 CT'= H(T Ht.
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2.4 变换的层次

我们将在本节介绍射影变换的重要特殊情形以及它们的几何性质 .2.3 节中已经指出射

影变换组成一个群.该群被称为射影线性群，我们将会看到这些特殊情形都是该群的子群.

nxn 可逆实矩阵所构成的群就是 n 维（实的）一般线性群，或 Gi( n ). 为得到射影线性

群，把相差纯量因子的矩阵都视为等同，这给出 PL( n ) ( 它是 GL( n )的商群).平面射影变换情

形中,n =3.
PL( 3)的重要子群包括仿射群和欧氏群，仿射群是由 Pi(3)的最后一行为(0,0，1)的矩阵

组成的子群;欧氏群是仿射群的子群,其中左上角的2 x2矩阵是正交的.当左上角的2 x2矩

阵的行列式为 1 时称为定向欧氏群.

我们将介绍这些变换，从最特殊的等距变换开始，并逐步推广，直到射影变换.由此定义

了变换的一个层次.图2.6 给出这个层次中各种变换的失真效果.

WW

(b)⑻

图 2.6 在中心投影下出现的失真.平铺地板的图像 .（a)相似变换：圆

被影像为圆.方砖被影像为正方形 . 平行或垂直的线在图像中有相同的

相对定向 .（b)仿射：圆被影像为椭圆.世界中的垂直线不再被影像为垂

直线.但是，在世界中的方砖的平行边在图像中仍平行.（c)射影：平行世

界线被影像为会聚线.离摄像机近的方砖的图像比远的大.

某些有趣的变换不是群，例如透视映射（因为两个透视映射的复合是射影映射而不是透

射映射).这方面的内容在 A7.4 节中讨论.

不变量描述变换的另一种代数方法是把变换视为作用于点或曲线坐标的矩阵，利用保

持不变的元素或量即所谓的不变置来描述. 一个几何配置的（标量）不变量是该配置的函数,

其值在某具体的变换下不变.例如，两点间的距离在欧氏变换（平移和旋转）下不变，但在相

似变换（即平移、旋转和均匀缩放）下则不然.因此，距离是欧氏不变量但不是相似不变量 .

两线间的夹角既是欧氏不变量也是相似不变量.

2 . 4.1 类 I :等距变换

等距变换是平面 IR2的变换，它保持欧氏距离不变（ iso = —样，metric = 度量）.一个等距

变换可表示为
" ecosO - sin0 t x ~

£rsin0 cos0
f x r\ fx\

y
o o
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式中， ± 1.如果 s = l，那么该等距变换是保向的，并且也是欧氏变换（平移和旋转的复

合）.如果 -1，那么该等距变换是逆向的. 例如由对角矩阵 diag( -1，1,1)表示的反射与

欧氏变换的复合.

欧氏变换是刚体的运动模型.到目前为止，它们是实用中最重要的等距变换,我们将集中

研究它们.然而，逆向等距变换在结构恢复时常会出现多义性.

平面欧氏变换可以用更简洁的分块形式写为

X’ = H e X = [0RT ll (2.7)

式中，R 是2 x2旋转矩阵（满足 RTR = RRT = I 的正交矩阵），t 是2维平移向量，而0是2维零

向量 . 特殊情形是纯旋转（当 t =0时）和纯平移（当 R = I 时). 欧氏变换也称为位移
_

平面欧氏变换有三个自由度:旋转占一个，平移占两个.因此，为确定该变换必须说明三

个参量.该变换可以由两组点对应来计算.

不变置其不变量是人们熟知的，例如:长度（两点间的距离）、角度（两直线的夹角）和

面积.

群和定向如果等距变换左上角的2 x2矩阵的行列式为 1，它是保向的.保向的等距变

换形成一个群，但逆向的不是.这种区别对于下面的相似和仿射变换同样如此.

2 . 4.2 类 n:相似变换

相似变换是一个等距变换与一个均匀缩放的复合 . 当欧氏变换与缩放复合（即没有反

射）时，相似变换的矩阵表示为
" scosO - ssind tx ~

5sin0 scosff

( x ( x\
( 2 . 8 )y

o o
可以用更简洁的分块形式写成

r ^R t i
(2.9)

式中，标量 s 表示均匀缩放.相似变换也称等形变换,因为它保持“形状”（形式).一个平面相

似变换有四个自由度，比欧氏变换多一个缩放自由度.相似变换可由两组点对应算出.

不变量在对附加的缩放自由度做适当规定之后，它的不变量可以由欧氏不变量推出.

直线的夹角不受旋转、平移或均匀缩放的影响，因而是相似不变量.特别是平行线映射为平行

线.两点间的长度不是相似不变量，但两长度的比率是不变量，因为其缩放因子相互抵消.同

样地，面积的比率是不变量，也因为缩放因子（的二次方)被抵消.

度置结构在关于重构的讨论中（第10章）常用的一个术语是度量.所谓度量结构就是

确定到只相差一个相似变换的结构.

2 . 4.3 类III:仿射变换

仿射变换是一个非奇异线性变换与一个平移变换的复合.它的矩阵表示为
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~ an an 太
、

y' = «21 «22 ty y ( 2.10 )
L 0 0

或分块形式

A t
X，= HAX = ( 2.11 )

0T 1

式中,A 是一个2 x2非奇异矩阵.平面仿射变换有六个自由度，对应于六个矩阵元素 .变换

可以由三组点对应来计算.

理解仿射变换中线性成分 A 的几何效应的一个有益方法是把它看作两个基本变换,即旋

转和非均匀缩放的复合.仿射矩阵 A 总能分解为

A = R ( 0) R( - <#> ) DR( <#>)
式中，R(0)和 R(4»)分别表示转角为0和的旋转，而 D 为对角矩阵：

A, 0

( 2. 12 )

[D = 0 A 2

这个分解式由 3¥0(人4.4 节直接得到:八 =110¥
7
=(1

^
7
)(¥0¥

7
) = R(0)( R( - 令）DR( </>)),

因为 U 和 V 是正交矩阵.

因此,仿射矩阵 A 被看成是一个旋转(小）；加上在（已旋转）的％ 和7方向分别进行按比例

因子久1和人2的缩放;再加上一个回转（ -0)和最后一个旋转（幻的复合变换.与相似变换相

比,“新”几何仅仅是非均匀缩放.它使仿射变换比相似变换多了两个自由度:缩放方向的角

度4> 和缩放参数比率 A,：A2.仿射变换的本质是在一个特定角的两个垂直方向上进行缩放.

图 2.7 给出两个示意性例子.

旋转 形变

⑻ (b)

图 2.7 平面仿射变换产生的失真.（a)旋转 R(0).(b)形变 R( - 少）

DR(<M.注意形变中缩放方向是正交的.

不变量因仿射变换包含非均匀缩放，故长度比率和直线夹角等相似不变量在仿射变换

下不再保留.三个重要仿射不变量是：

(1)平行线考査两条平行线.它们交于某无穷远点(

^
，*2,0)

7. 在仿射变换下，该点被

映射到另一个无穷远点. 因此，平行线被映射到仍然交于无穷远的直线，因此变换后仍然

平行.

(2)平行线段的长度比直线段的长度缩放仅与该线段方向和缩放方向之间的夹角有
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关.假定该线段与正交缩放方向*轴的夹角为 a,那 么 缩 放 大 小 + A〗Sin2a.因为该

缩放因子对所有同向的直线是一样的,所以在平行线段的比率中被消去.

(3)面积比可以通过分解式(2.12)直接得到该不变性 . 旋转和平移不影响面积，起作

用的仅仅是按 /

^
和人2的缩放 . 其效果是面积被缩放了 A,A2倍,它等于 cletA.因此，任何形状

的面积都被缩放了 cletA 倍，而该缩放因子在面积比中被消去.我们将会看到这一性质对于射

影变换不成立.

根据 detA 是正或负，仿射变换分别称为保向的或逆向的.因 detA = A,A2，该性质仅与缩

放的符号有关.

2.4.4 类IV:射影变换

射影变换已在式(2.5)中定义.它是齐次坐标的一般非奇异线性变换. 它推广了仿射变

换，是非齐次坐标的一般非奇异线性变换和一个平移的复合.我们已了解射影变换的作用

(2.3 节).这里，我们考虑其分块形式— I] (2.13)

式中，向量 v = ( Vl ,v2 )\这个矩阵有9个元素但只有它们的比率是有意义的，因此该变换由 8

个参数确定.注意并不是总有可能通过缩放矩阵而使得《取1,因为 r 可能是零.两平面之间

的射影变换可由四组点对应算出，但其中属于同一平面的三点必须不共线.如图 2.4 所示.

与仿射变换有所不同，在 IP2
中不能区分保向和逆向射影变换. 我们将在2.6 节中回到这

个问题.

不变置最基本的射影不变量是四个共线点的交比:直线上长度的比率在仿射变换下保

持不变，但在射影变换下并非如此.然而直线上长度的交比是射影不变量.我们将在 2.5 节

讨论这个不变量的性质.

2.4.5 总结与比较

仿射变换(6dof)介于相似变换（4dof)和射影变换（8dof)之间 . 仿射变换推广了相似变

换，使得夹角不再保持不变,造成物体形状在变换后产生歪斜.另一方面，仿射变换对平面的

作用是均匀的:对于一给定的仿射变换，平面上任何地方的物体（比如说一个正方形）的面积

缩放因子 detA 都是一样的;变换后直线的定向仅取决于它原来的方向，而与它在平面上的位

置无关.与此相反，对于一个给定的射影变换，面积的缩放随位置而改变（例如，在透视变换

下，平面上较远的正方形比较近的正方形的图像小，如图2.6 所示）；并且变换后直线的定向同

时取决于原直线的定向和位置(不过，在后面的 8.6 节中将会看到直线的消影点仅取决于直线

的定向，而与其位置无关）.

射影变换与仿射变换的根本区别在于射影变换中向量 v 不是零.由它引起射影变换的非

线性效应.把理想点(

^
，*2,0)

T
在仿射和射影变换下的映射做一个对比. 首先看仿射变换

=WlA t
(2.14)太20T 1

0 0
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再看，射影变换

=K:)A t
(2.15)*2

0卜1 +»2*2
在第一种情形下,理想点仍然为理想点(在无穷远处).在第二种情形下,理想点被映射到有限

点.正是因为具有这种能力,射影变换能对消影点建模.

2.4.6 射影变换的分解

射影变换可以分解为一串变换链的复合，链中的每个矩阵比它前面一个矩阵所表示的变

换层次更高.

:]七：]H = HSHAHP (2.16)

式中，A = sRK + tvT为非奇异矩阵，而 K 是满足 detK = l 的归一化上三角矩阵.如果#0上述

分解是有效的，而如果 * 取正值，它是唯一的.

每一个矩阵 HS,Ha,1

^
都是那种类型的一个变换的“精髓”（如下标 S，A，P 所指示).考察

例2.12中对平面的透视图像进行矫正的过程:HP(2dof)移动无穷远直线;HA(2dof)影响仿射

性质，而不移动无穷远直线;最后,Hs是一般的相似变换(4dof)，它不影响仿射及射影性质.变

换 HP是一种约束透射变换，在 A7.3 节中介绍.

例 2.1S 射影变换
'1.707 0.586 1.0'

2.707 8.242 2.0

. 1.0 2.0 1.0.

H =

可以分解为

-2cos45° -2sin45° lirO.5 1 0'

2sin45° 2cos45° 2 0 2 0 0 1 0

. 0 0 1
当我们的目标只是确定部分变换时，可以应用这样的分解.例如，如果我们需要从平面的射影

图像中测量长度比，那么仅需要确定(矫正)到相似变换.我们将在2.7 节回过来讨论这种方法.

取式(2.16)中 H 的逆得到 IT 1 =H；1HA-1HS 1.因为 Hp

'
H;1和 H，仍然分别是射影、仿

射和相似变换，一个一般的射影变换也可以分解为以下形式：

「1 0 01
H =

0 0 2

= [mH = HPHAHS (2.17)

注意，K，R，t 和 v 的实际值将不同于式(2.16)中的值.

2.4.7 不变量的数目

一个自然的问题是:在一个特定的变换下，一个给定的几何配置的不变量的数目是多少？
首先术语“数目”需要进一步精确化,如果一个量是不变量,例如欧氏变换下的长度，那么关于

这个量的任何函数也是不变量.因而，我们要寻求一个与函数无关的不变量计数法则.通过
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考虑为形成不变量必须消去的变换参数的数目，可以导出：

结论 2.16 与泛函无关的不变量数等于或大于配置的自由度数减去变换的自由度数.
例如，由一般位置上的四点所组成的配置有 8 个自由度（每点2 个），从而有4 个相似,2

个仿射和零个射影不变量，因为这些变换分别有4、6 和 8 个自由度.

表 2.1 归纳了2D 变换群以及它们的不变性质. 在表中低层的变换是它高层变换的特殊

化.表中低层的变换继承其高层变换的不变量.

矩 阵 失 真群 不 变 性 质

~ ^11 ^12 ^13
"

^21 ^22 ^23

- 九31

^
32 厶33 -

共点，共线，接触的阶:相交（1 阶接触）；相

切(2阶接触）；拐点（与直线3 阶接触）；切线

不连续性和歧点.交比（长度比的比）.

射影

8dof

平行，面积比，共线或平行线的长度比（例

如中点），向量的线性组合（例如形心）.无穷

远直线 L

°11 al2 h
仿射

®21 ®226dof
L 0 0 1 J

- 5rn srI2 t x -
sr2\ sr22 ty

相似
长度比，夹角 . 虚圆点 I,J(见2.7.3 节）

4dof
0 0 1 J

" rll r12 K ~
欧氏

长度，面积r21 r22 l y3dof
L 0 0 1 J

表 2.1 常见平面变换的几何不变性质 • A = [%]是 2 x2的可逆矩阵，R =[% ]是 2D 旋转矩阵，（ 4)
7
是

2D 平移向量.失真列给出变换对正方形所产生的典型效应.表中处于更高层的变换可以产生比它低层的变

换的所有效应.它们的范围从欧氏（其中仅有平移和旋转）到射影（其中正方形被变换成任意四边形（假定没

有三点共线））.

2.5 1D 射影几何

直线的射影几何 IP1
的推导方法与平面的几乎一样 . 直线上的点 * 用齐次坐标表示为

( ，巧）
T，而*2 =0的点是该直线的理想点. 我们将用记号 i表示2维向量（

^
,*2)

T.直线的

射影变换由一个2 x2的齐次矩阵来表示：
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r = H2 X 2 X

它有 3 个自由度，即矩阵的四个元素减去一个全局缩放因子.直线的射影变换可以由 3 组对

应点来确定.

交 比 交 比 是 IP1
的基本射影不变量.给定 4 个点&,交比定义为

I x, x2 I I X3 X4 ICross ( x, , x2 ,x3 , x4 ) — ~r="I X1 X3 I I x2x4 I
式中，

| x,x | = det[ *' Jl|
关于交比的一些注释如下：

(1)交比的值与各点t所用的具体齐次表示无关，因为分子和分母的缩放因子相互抵消.

(2)如果每点&都是有限点，并在齐次表示中均选择*2 = 1，那么|H|就表示由<到 &
的带符号的距离.

(3)如果点中有一个是理想点，交比的定义仍然有效.

(4)在直线的任何射影变换下，交比的值不变:如果 = H2 x ，则

Cross(g，$，i3’，g ) = Cross ( x, , x2 , x3 , x4 ) (2.18)
以上四点的证明留作习题.也可以说成是:交比不依赖于直线的射影坐标系.

图2.8 说明了若干具有相同交比的直线之间的射影变换.

图 2.8 直线之间的射影变换.图中有四组四个共线点. 每组与其他组都

通过直线到直线的射影变换相关联 .因为在透射下交比是不变量，所以图

中所有组的交比具有相同值.

在平面射影变换下，平面上的任何直线都诱导出一个 1D 射影变换.

共点线共点线配置是直线上共线点的对偶.这意味着平面上的共点线也有几何 IP1 .

特别是，任何四条共点线都有一个确定的交比，如图 2.9a 所示.

请注意图 2.9b 可以看成是把平面 IP2中的点投影到 1 维图像的表示.特别是，如果 c 表

示摄像机中心，而直线1表示像直线（像平面的1D 情况），那么点 +是点\在图像中的投影.点

t的交比刻画四个像点的射影配置.注意， 四个像点的射影配置而言,像直线的实际位置是

无关紧要的——不同像直线的选择都给出射影等价的像点配置.

共点线的射影几何对理解第9章中对极线的射影几何非常重要.
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图2.9 共点直线.（a)四条共点线1;交直线1于四点t 这些直线的交比对平面

射 影 变 换 来 说 是 不 变 量 .它 的 值 由 点 的 交 比 给 出
_
( b)共面

点

'
被过中心 c 的投影成像到一条直线I上（也在该平面上）.像点5,的交比对

像直线I的位置来说是不变量.

2.6 射影平面的拓扑

本节简要地介绍一下 IP2
的拓扑.它并非是理解本书以后内容所必需的.

我们已经知道射影平面 IP2可以视为全体齐次 3 维向量的集合.这种类型的向量 * =
(々 ， ，巧）7可以通过乘以一个非零因子使得4 +4 +4 = 1 来归一化.这样的点在 IR3的单

位球面上. 但在 IP2中，任何向量 x 和 - x 表示同一点，因为它们只相差一个乘数因子 - 1. 因

此，IR3
的单位球面 S3和射影平面 IP2

之间存在二对一的对应.射影平面可以设想成一单位球

面，其中符号相反的点视为等同.在此表示中，IP2
上的直线被模型化为单位球面上的大圆（符

号相反的正对点仍等同）.可以验证，球上任何两不同的（非正对）点恰好在一大圆上，任何两

大圆相交于一点（因为正对点等同）.

按拓扑学的语言，球面 S2
是 IP2

的 2 -叶复盖空间.从而 IP2
不是单连通的，即在 IP2

中存

在环，不能在 IP2
内收缩到一点.更专业化地说,IP2

的基本群是阶为 2的循环群.

在把射影平面看作正对点等同的球面的模型中，可以把球面 S2
的下半球拿掉，因为下半

球的点与其在上半球的正对点一样.在这种情形下,IP2
可以由上半球面构成并认为在赤道上

正对点等同.因 S2的上半球拓扑等价于一个圆盘，所以 IP2就是一个圆盘，并且边缘上正对点

被视为等同或粘在一起.这在物理上是不可能的.通过给圆盘粘边界来构造拓扑空间是拓扑

学常用的方法，并且事实上，任何2维流形都可用这种方法来构造，如图2.10所示.

射影平面 IP2
的一个显著特点是不可定向，这意味着不可能定义在整个表面上保持一致的

局部定向（例如由一对有向坐标轴来表示).图 2.11 对此给予了说明，即证明射影平面包含一

条逆向的路径.

IP1
的拓扑类似地，1 维射影直线可以等同于1 维球面4(即圆）且正对点视为等同.如

果去掉可由上半圆复制的下半圆，那么上半圆便拓扑等价于一直线段.因此 IP1拓扑等价于一

条将两端视为等同的直线段，即一个圆，S1.
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.

‘
八八 A:. v

(b)⑻ (c) (d)

图2.10 表面的拓扑.把正方形纸片（拓扑等价于圆盘）的边相粘接可以构成通常的曲面. 在每

种情形中，将正方形中有相同箭头的两边粘在一起并保持箭头的方向一致.我们得到（a)球面,

( b)环面,（c)Klein 瓶,（d)射影平面.只有球面和环面可用带箭头的纸真正实现.球面和环面是

可定向的,但射影平面和 Klein 瓶则不然.

图2.11 曲面的定向.一个坐标系（图中用 L 表示）可以沿曲面上一条路径迁移并最终回到

它的出发点.（a)表示一个射影平面.坐标系（由一对轴表示）沿给出的路径回到出发点时被

反向了，因为正方形的边界上视为等同的两个对点有一条轴的方向调转了.这样的路径称为

逆向路径，含有逆向路径的曲面称为不可定向的 .（b)给出一个熟知的例子:麦比乌斯带，它

由反向粘接长方形的两对边而得到.（M.C.Escher's Moebius Strip II [ Red Ants],1963© 2000

Cordon Art B.V.- Baam - Holland.版权所有).可以验证，绕麦比乌斯带的路径是反向的.

2.7 从图像恢复仿射和度量性质

我们回到例2.12的射影矫正的例子，其目的是消除平面透视图像中的射影失真，使得原

始平面的相似性质（角度、长度比）可以被测量. 在该例中，通过指定平面上 4 个参考点的位

置(共8个自由度），并显式地算出映射参考点到其图像的变换，射影失真被完全消除.事实

上，它超定了该几何——射影变换仅比相似变换多4 个自由度，因此，为确定度量性质仅需要

指定4个自由度(不是8).在射影变换中，这4 个自由度给出与几何对像相关联的“物理本

质”:无穷远直线 U(2dof)，和I上的两个虚圆点（2dof).这种关联性用于该问题的推理通常

比分解链式(2.16)中具体矩阵的描述更直观，虽然它们是等价描述.

下文将证明一旦1�的图像被指定，射影失真便可消除,而一旦虚圆点被指定，仿射失真也

可消除. 然后余下的只是相似失真.
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2.7.1 无穷远直线

在射影变换下，理想点可以映射为有限点式(2.15)，因而被映射为有限直线.但如果

是仿射变换不会被映射为有限直线，即仍留在无穷远处 .显然，可直接由直线的变换

式(2.6)推出：

广0〉广0、
1: 0 0

其逆命题也是正确的，即仿射变换是保持1�不变的最一般的线性变换，并可证明如下 . 我们

要求一个无穷远点（例如 X =(1,0，0)
T
)被映射为一个无穷远点.这就需要 /

^
=0.同理 /132 =

0,所以该变换是仿射变换.概括起来：

结论 2.17 在射影变换H下，无穷远直线为不动直线当且仅当 H是仿射变换.

然而,在仿射变换下丄不是点点不动的:式(2.14)表明在仿射变换下上的一点（理想

点）被映射为L上的一点，但它不是原来的点，除非 AU，*2 )
T
= )

T.现在可以证明辨

认就能恢复仿射性质（平行、面积比）.

2.7.2 由图像恢复仿射性质

在平面的图像中，一旦无穷远直线的图像得到辨认，就有可能在原平面上进行仿射测量.

例如，如果两条直线的图像相交于的像上，则可认定这两条直线在原平面上平行.这是因

为在欧氏平面中平行线相交在1�上，又因射影变换保持交点不变,经过射影变换之后直线仍

然交于1�的像上.类似地，一旦1�被辨认，直线上的长度比率便可由像平面中该直线上确定

长度的三个点以及该直线与U的交点（它提供交比的第四点）的交比来计算，等等.

然而，一个转弯不大却更适合于计算机算法的途径是，直接将已辨认的变换到其规范

位置1�=(0,0，1)
T.把实现该变换的（射影）矩阵应用于图像中的每一点以达到对图像进行

仿射矫正的目的，即变换之后，仿射测量可以直接在矫正过的图像中进行.这个基本思想在

图 2.12中加以说明.

图 2.12 仿射矫正.射影变换将1�从欧氏平面巧的⑺/

^
厂映射到平面巧的有限直

线 I.如果构造一个射影变换把1映射回(0,0，1)T,那么根据结论2.17,从第一张到第

三张平面的变换必定是仿射变换，因为1�的标准位置被保持.这意味着第一张平面的

仿射性质可以从第三平面上测量，即第三张平面是第一张平面的一个仿射变换.
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如果无穷远直线的像是丨=(HZ3 )
T,假定 /3/0,那么把1映射回1�=(0,0，1)T的一个

合适的射影点变换是

1 0 01
H = HA 0 0 (2.19)

U 4 U
式中,HA可取为任何仿射变换（H 的最后一行是 r ). 可以验证在直线变换式（2.6)下，

H -T( Z1 ,Z2,/,)T =(0,0,1)T =10O .
例2.18 仿射矫正

在平面的透视图像中，世界平面的无穷远直线被成像为平面的消影线 . 第 8 章中将对它

做更详细的讨论.如图2.13 所示，消影线1可以由平行线的影像的交点来计算 .然后用射影

形变式(2.19)对图像进行矫正，使1映射到它的规范位置 =(0,0,1)
T.

⑻⑻

(C)

图 2.13 通过消彩线实现仿射矫正.成像于（a)中的平面的消影线在（C)中

用两组平行线的像的交点计算 .此后，图像（a)经过射影变形生成仿射矫正

图像（ b). 仿射矫正过的图像中平行线的像现在是平行的.但是，夹角并不是

它们在世界平面上的真实值，因为它们被仿射变形了.见图 2.17.

该例表明仿射性质可以通过指定一条直线(2dof)来恢复.这等价于仅仅指定变换分解链

式(2.16)中的射影成分.反过来，如果已知仿射性质，可以用它们来确定无穷远点和直线.这

在下面的例子中说明.

例2.19 由长度比率计算消影点

给定一条直线上有已知长度比的两条线段，便可以确定该直线上的无穷远点 . 典型的情

况是已辨认图像中直线上的三个点 a',b'，匕假定 a，b，c是世界直线上对应的共线点，且长度

比 d(a，b):d( b,c) = a:6已知（这里 c?( x，y)是点 x 和 y 之间的欧氏距离）.有可能利用交比

找到消影点,其过程如下：
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(1)在图像中量出距离比，<i( a',b'):d(b'，c') =a'：b'.

(2)在直线 <a，b,c>上建立坐标系，点 a，b，c的坐标分别为 0,a，a + 6.为计算方便，把

这些点表示为齐次2维向量(0，l )
T
，（a,l)T*(a + 6，l )

T. 类似地，令 a',b',c'有坐标0〆，

^ + 6'，并且它们同样可表为齐次向量.

(3)相对于这些坐标系，计算使 a

^
a',b 的 ID射影变换 H2 x2.

(4)在变换 H2 x2下无穷远点的像（坐标为（1，0)
T
)是直线 <a'，b',c'>的消影点.

用这种方式计算消影点的例子如图 2.14 所示.

a

图2.14 用直线上等距比来确定无穷远点的两个例子.所采用的线段

显示为由点划定的细的和粗的白线.这种结构确定了平面的消影线.
与图 2.13c做比较.

例2.20 由长度比确定消影点的几何作图

图 2.14 中给出的消影点也可以用纯几何作图的方法得到，步骤如下：

(1)给定:图像中三个共线点 a'，b'，c'，它们对应于线段比为 a:6 的世界共线点.

(2)过 a'画任意直线 1(不与直线

a'c'重叠），并标注点 a = a'，b，c使线段

<ab> ,<be>的长度比为 a:6.

(3)连接

^
和《:'并交于0.

(4)过 o 作平行于 1 的直线，交直

线aY于消影点 V'.
该作图过程在图 2.15 中说明.

2.7.3 虚圆点及其对偶

图2.15 已知长度比，确定一条直线上无穷远点的像的

几何作图法.细节在正文中给出.
在任何相似变换下，1�上有两个不

动点.它们是虚圆点（也称绝对点）I和

J，其标准坐标是

1 0
这一对虚圆点是复共扼理想点. 它们在保向相似变换下不变:
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V = HSI
- ssinff t x ~'5COS0

ssind scosO

1�0 0

类似地，可以给出 J 的证明.一个反射变换使I和 J 交换.逆命题也成立，即如果虚圆点在一

个线性变换下不动，那么该线性变换必是相似变换，其证明留作练习.概括起来有：
结论2.21 在射影变换 H 下,虚圆点I和 J 为不动点当且仅当 H 为相似变换.

“虚圆点”的命名起源于每一圆周交于虚圆点.为了证明这一点，由二次曲线方程

式(2.1)出发. 在二次曲线为圆时有 且 6 =0.则a -c
x ] + x\ + dxyX 3 + ex2x3 + fx\ =0

式中，a 取为 1.该二次曲线交1�于（理想)点(*3 =0),即
x] + xl =0

解得1=(1乂0 ) T
，J =(1，- i，0)T

，即任何圆都交 L 于虚圆点. 在欧氏几何中我们知道一个

圆由三个点指定.虚圆点引出另一种计算.圆可以用由五个点定义的一般二次曲线的公式，

即式(2.4)来计算，它的五个点是三个点加上两个虚圆点.

2.7.5 节将证明辨认虚圆点（等价地辨认它们的对偶，见下文）能够恢复相似性质（角度、

长度比).代数上，虚圆点是欧氏几何中将两个正交方向（1，0,0)
T
和（0，1,0)

T
合并到一个复

共辄实体中，即

I =( l，0,0)T
+ i(0，l，0 ) T

因此，不足为奇，一旦虚圆点被辨认,正交性和其他的度量性质就可以被确定.

与虚圆点对偶的二次曲线二次曲线

C:=UT + JIT
与虚圆点对偶.C：：是由这两个虚圆点构成的退化（秩为 2)的线二次曲线（见 2.2.3 节）.在欧

氏坐标系下写为

(2.20 )

「1 0 01
C：= t ( 1 ~ i 0) + - t'(1 i 0)= 0 0

L0 0 0」
类似于虚圆点的不动性质，二次曲线 C：：在相似变换下不变.在某变换下，二次曲线的矩阵如

果不变(相差一常数），则称该二次曲线在此变换下不变.因为 Cl 是对偶二次曲线，它的变换

遵循结论 2.14(C *' = HC » HT),可以验证在点变换 x'=Hsx下,
C：' = HSC:H卜C:

loj 0

其逆命题也成立，从而得到

结论2.22 对偶二次曲线 C：：在射影变换 H 下不变当且仅当 H 是相似变换.

在任何射影框架下，C：：所具有的一些性质：

( l )C：：有4 个自由度:3 x 3 齐次对称矩阵有5 个自由度,但约束 detC：-0 减去一个自
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由度.

(2)1是以的零向量.由定义易知，虚圆点在1。上，即 IT1。= JT1.=0,从而

C；l.=(UT + JIt )L = I(JTL ) + J( ITI.) =0
2.7.4 射影平面上的夹角

在欧氏几何中，两条直线之间的夹角由它们法线的点乘来计算.直线 1 =(

^
，/2，/3 )

7
和

= { mx ,m2 ,m, ) J
的法线分别平行于( 4)

T
和(m,,m2 )

T
，其夹角为

lxmx + l2m2 ( 2.21 )COS0 =
/(巧 + Wj)

这个表达式的问题是1和 m 的前两个分量在射影变换下没有确定的变换性质（它们不是张量），

因此在经过平面仿射或射影变换后，式(2.21)不能被使用.然而，类似于式（2.21)并在射影

变换下不变的公式为

lTC:m (2. 22 )COS0 = y( lTC:l)(mTC:m)

式中，C:是虚圆点的对偶二次曲线 . 不言而喻，在欧氏坐标系下，式（2.22)被简化为

式(2.21).利用点变换 *'= 114 下直线和对偶二次曲线的变换规则（1'= 11
_
71(式 2.6)和

(C = HC：：HT(结论2.14)),可以证明式(2.12)在射影变换下不变.例如，分子变换为

r C^ m r̂ H ' H C I^H
同样可以证明齐次对象的缩放因子在分子和分母之间相互抵消.因此式(2.22)的确在射影

框架下不变.所证明的结果概括为

结论2.23 —旦在射影平面上辨认出二次曲线 CI ，就可以用式(2.22)来测量欧氏角.

作为它的推论有

结论2.24 如果 lTC：：m =0,则直线 1和 m 正交.

几何上，如果1和 m 满足 rCm =0,则称这两条直线关于二次曲线 C：：共轭(见2.8.1 节).

长度比一旦 C：：被辨认，长度比同样可以被测量.考察图 2.16 中顶点为 3，1>，<：的三角

形.根据标准的三角形正弦定理，长度比为 d( b，C):(i( a，C) =仏�

^
邮,其中 <f( x，y)表示点

x,y 之间的欧氏距离.在 C:已辨认的射影框架下，按式(2.22).cosafq cosyS 可由 r = a'x b'，
m'= c'xa'和 n'= b'xc'计算出来.因此,可由射影映射后的点来确定 sina 和 sin

^
S,进而确定

比率

=1TC:

图 2.16 长度比.一旦 CI 被辨认，欧氏长度比 d(b,c):d(a,c)可以

由射影失真图中测量出来.详见正文.
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2.7.5 由图像恢复度量性质

用完全类似于2.7.2节和图2.12中通过辨认1�来恢复仿射性质的途径，把虚圆点变换到它

们的标准位置，就可以由平面的图像恢复度量性质.假定图像中的虚圆点已被辨认，并且图像已

由射影变换 H 矫正,使虚圆点的图像映到它们在 L上的标准位置（（1，± i,0)T
).由结论2.21 可

知，世界平面和矫正图像之间的变换是相似变换，因为它是保持虚圆点不变的射影变换.

用 C〕进行度量矫正对偶二次曲线(：„：几乎包含了实现度量矫正所需的全部信息. 它能

确定射影变换中的仿射和射影成分，而只留下相似失真 . 这一点可以由它在射影下的变换得

到证明. 如果点变换是 x'= Hx,其中 x 是欧氏坐标系而 V是射影坐标，C：：按结论2.14(C”=
HC * HT)进行变换.利用 H 的分解链式(2.17)可推出：

C：' = { HPHAHS)C；(HPHAHS ) T
=( HPHA)(HsC：Hj)(H

^
Hj)

=(HPHA)C：(HlHj)
KKT KKTV

(2.23)

VTKKT VTKKTV.

显然射影成分( v )和仿射成分（K )可以直接由 C：：的像确定，但（因为根据结论 2. 22,C：：在相

似变换下不变)相似成分不能确定.因而

结论 2.25 —旦在射影平面上辨认出二次曲线 Cl ，就可将射影失真矫正到相差一个相

似变换.

实际上，利用 SVD( A4.4 节），可以直接从图像中已辨认的 C='获得所需的矫正单应变换;

先将 C:'的 SVD 写为

1 0 0'

= u 0 1 0 UT
.0 0 0.

然后通过查对式(2.23)，求得相差一个相似变换的矫正射影变换为 H =u.
下面两个例子给出 C：：可在图像中被辨认，从而获得度量矫正的典型情形.

例2.26 度量矫正I
假定一幅图像已经过仿射矫正（如例 2.18 ) ，那么为了确定度量矫正，需要两个约束来确

定虚圆点的两个自由度.这两个约束可以由世界平面上两个直角的影像来获得.

假设已经过仿射矫正的图像中的直线 r和 m'与世界平面上的一对垂直线1 和 m 对应 .

由结论 2. 24 得 r'crm ^ =0,并利用式( 2. 23)且让 v =0 得
、

rKKT 0i
㈣)[ 0T 0] m2 = 0

它是关于 2 x 2 矩阵 S = KKT的线性约束.矩阵 S = KKT是对称矩阵并有三个独立元素，因而有

两个自由度（因为全局的比例因子无关紧要).正交条件简化为方程(

^
A)S(m;， ) T

=0,并
可重写为

( l [ m[ , l [ rri2 + Z X =0
式中，s = A )

T
是 S 的 3 维向量形式.两个这样的正交直线对就能提供两个约束，并可
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以联合起来给出以 s 为零向量的2 x 3 矩阵.这样，在相差一个比例因子的情况下获得 S,并进

一步获得 K(利用 Cholesky 分解法，见 A4.2.1 节).图 2.17 给出一个例子，它在已进行过仿射

矫正的图 2.13 上用两组正交直线对进行度量矫正.

⑻ (b)

图2.17 通过正交直线进行度置矫正 I.对仿射图像进行度量矫正的仿射变换可以从正交

直线的图像中计算得到 •( a)在仿射矫正过的图像（图 2.13)上，两个（非平行）直线对被认

定为对应于世界平面上的正交直线.（b)度量矫正图像.注意在度量矫正过的图像中，所有

在世界中正交的直线是正交的，世界正方形的长宽比为1,而世界圆是圆的.

另外，度量矫正所需的两个约束可以通过一个圆的影像或两个已知的长度比来得到 � 对

于圆的情形,其像在仿射矫正过的图像中是椭圆，该椭圆和（已知）1�的交点直接决定被影像

的虚圆点.

在下面的例子中，二次曲线 C：：可以用另一种方法直接在一幅透视图像中加以确定，而不

用首先辨认1�.

例2.27 度量矫正 n
这里我们从平面的原有透视图像(不像例2.26 中用仿射矫正过的图像)人手.假定直线1

和 m 是世界平面上两条正交直线的图像;则按结论2.24,1TC；m =0,然后用与式(2.4)(约束

二次曲线使之过一点）类似的方式,这里提供关于 C：：元素的一个线性约束，BP
( llml + l2 ml ) / 2 9 l2m2 , ( hm3 + ) / 2 , ( l2m3 + l3m2 ) / 2 ,l3m3 ) c =0

式中，c =(a，6,c，d,e >/)TSC：：的二次曲线矩阵式(2.3)的6维向量形式.五个这样的约束联

合起来，便形成一个5 x6矩阵，使得 c 和 CI作为其零向量而求得.这表明 C：：可以由世界平

面上五个正交直线对的图像线性地加以确定 . 图 2.18 给出以这种直线对约束进行度量矫正

的一个例子.

⑻ (b)

图2.18 通过正交直线进行度量矫正 n.( a)用图中显示的五个正交直线对在透视

图像平面(建筑物的前墙)上确定二次曲线二次曲线 C：：确定虚圆点，并等价于

图像度量矫正( b)所需的射影变换.图（a)与图 2.4 是同一幅透视图像，其中透视

失真通过确定四个图像点的世界位置而消除.
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分层法注意:在例2.27 中，仿射和射影失真是通过确定 C：：一次性给予确定的.而前面

的例 2. 26则先消除射影失真，然后消除仿射失真.这种两步法称为分层法.类似的方法适用

于 3D 情形，并用于第 10章的3D 重构和第 19章的自标定,它们用于由 3D 射影重构获得度量

重构时.

2.8 二次曲线的其他性质

现在介绍点、直线和二次曲线之间的一种被称为配极的重要几何关系.这种（正交性表

示）关系的应用将在第8章中给出.

2.8.1 极点一极线关系

点 x 和二次曲线 C 定义一条直线 l = Cx.l 称为 x 关于 C 的极线，而点 X 是1关于 C 的

极点.
• 点 x 关于二次曲线 C 的极线 l = Cx 与 C 交于两点 . C 的过这两点的两条切线相交

于 X.

这个关系在图2.19 中给予说明.

证明考察C 上的一点 y.C 的过 y 的切线是Cy.
若满足 xTCy =0,则 x 就在此切线上.利用 C 的对称

性，条件 xTCy =(Cx ) Ty =0 表明点 y 在极线 Cx 上.

因此，极线 Cx 交二次曲线于 y,x 在过 y 的切线上.

在 x 趋近二次曲线的过程中，切线变得越来越接

近共线，且它们与二次曲线上的接触点也变得越来越

靠近. 在极限情形下,x 将在 C 上，其极线与 C 有二

阶接触点 X，于是得到

• 如果点 x 在 C 上，则其极线就是二次曲线过 x
点的切线.

见结论 2.7.

例2.28 半径为 r，中心为 x 轴上点;c = a处的圆

的方程为(* - a)2 +/ 并用二次曲线矩阵表示为

图2.19 极点一极线关系.直线 1 = Cx 是

点 x 关于二次曲线 C 的极线，而点 x = C MI
是1关于 C 的极点 .x 的极线与二次曲线

相交于 x 到二次曲线的切线的切点.如果

y 在1上，则 yTi = yTCx = o. 满足 /cx = o
的点 X 和 y 共扼.

0
0 0C =

0 a2 -r2 J
原点的极线由1 =C(0,0，1 ) T

=( - a，0，a2 - r2 )T给定.这是在 x = ( a2 - r2 ) /a 处的竖直线.

如果 r =a，原点在圆周上.在这种情况下，其极线是 y 轴并与圆周相切.

显然，二次曲线诱导了 IP2中点与直线之间的一个映射.这个映射具有射影结构，因为它

仅仅涉及相交和相切这两种在射影变换下不变的性质.点和直线之间的射影变换称为对射

(不幸的是此名字还有许多别的用处）.

定义2.29 对射是 IP2的点到 IP2的直线的可逆映射.它由一个3 x3非奇异矩阵 A 表示

为1 =Ax.
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对射提供了对偶化点与直线关系的一种系统方法.对射不要求一定要用对称矩阵表示，

但因为在这里我们讨论二次曲线,只限于考虑对称的对射.
• 共轭点如果点 y 在极线 l =Cx 上，则 yTl = yTCx =0. 满足 /Cx 二0 的任何两点 x , y

称为关于二次曲线 C 共轭.

共轭关系是对称的：
• 如果 x 在 y 的极线上，那么 y 也在 x 的极线上.

这一点很简单，因为二次曲线的矩阵是对称的——如果 xTCy =0,则 x 在 y 的极线上，而

且如果 yTCx =0,则 y 在 x 的极线上 .因为 xTCy = yTCx，如果其中一边为零，则另一边也为

零.同时，如果 1T(T m =0,则存在一个关于直线1和 m 的对偶共轭关系.

2.8.2 二次曲线的分类

本节介绍二次曲线的射影和仿射分类.

二次曲线的射影标准形式因为 C 是对称矩阵，所以有实特征值并可分解为乘积 C =
UTDU(见 A4.2 节），其中 U 是正交矩阵，而 D 是对角矩阵.以射影变换 U 作用于二次曲线 C,
则 C 被变换成另一条二次曲线 c

^
irTcir 1

= U -TUTDUU -'= D.这表明任何二次曲线都射

影等价于一个由对角矩阵表示的二次曲线.令1)=出吨(々 4 ,印 其 中4 = * 1 或 0,
且 4 >0,则 Z)可以写为

D = diag( ,

^
2,

^
3)Tdiag(«1,fi-2.«3)diag(si ，s2，s3)

式中乂 =木.注意 diag( i,,i2 , «3 ) T
= diag(s! , s2 ,s3).现在用变换 diagh，s2，s3 )再进行一次变

换，二次曲线 D 被变为具有矩阵 diag(

^
，

^
，S3 )的二次曲线，其中 ± 1 或 0.可以用置换

矩阵进一步变换，以保证值4 =1 出现在值 A = - 1 之前,而后者又在值< 之前 . 最后如

果有必要，可以乘以 -1,以保证+1 至少和 - 1 一样多.现在可以列举各种类型的二次曲线，

并如表 2.2所示•

二次曲线类型对角线 方 程

x2 + J2 + w2 =0

文
2 +〆- M；2 =0

X2 +Y1 =0

假二次曲线一无实点(1 ,1 ,1 )

圆

单个实点(0,0,1 ) T

两条直线戈=

一条直线 x =o计两次

(1 ,1 ,0)

(1, -1,0)

(1 ,0 ,0)

x2 - / =0

表 2.2 点二次曲线的射影分类.任何平面二次曲线都射影等价于表中给出的一种类型.对某 i有 & =0的

那些二次曲线是退化的二次曲线，它可以用秩小于3的矩阵表示.本表的二次曲线类型栏中仅介绍二次曲线

的实点一例如复二次曲线/ +〆=0由一对直线 ±沙组成.

二次曲线的仿射分类众所周知,在欧氏几何中，（非退化或正常）二次曲线可以分为双

曲线、椭圆和拋物线.如上文所示，在射影几何中这三种类型的二次曲线都射影等价于圆�然

而在仿射几何中,上述欧氏分类仍有效，因为它仅取决于1�与二次曲线的关系.这三种类型

的二次曲线与 U的关系在图2.20中给出了说明.
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lco

TaT (C)

图 2.20 点二次曲线的仿射分类.二次曲线是( a )椭圆，（b)抛物线，（c )双曲线;分别取

决于它们与 1«( a)无实交点,（b)相切(2点接触），（c)有2个实交点.在仿射变换下 ,1»

是不动直线而且交点保持不变.因此，这种分类在仿射变换下不变.

2.9 不动点与直线

由和虚圆点的例子，我们已经看到点和直线在射影变换下可能是不动的.本节将对该

思想做更彻底的研究.

这里，将源平面和目标平面视为等同（一样），这样可把点 X 映射到点/的变换在同一坐

标系中进行.关键思想是变换的一个特征向置对应一个不动点，因为对于特征值 X 及其对应

的特征向量 e 有

He = \e
而 e 和 Xe 表示同一点.通常在计算机视觉应用中,特征向量和特征值具有物理的或几何的重

要意义.

一个 3 x 3 矩阵有三个特征值，如果特征值互不相同，则一个平面射影变换最多有三个不

动点.因为在此情形中特征方程是三次方程，特征值及其相对应的特征向量中有一个或三个

是实的.类似的推导可以用于不动直线，它对应于 HT的特征向量，因为直线的变换式(2.6)为
r = H Ti.

不动点和不动直线之间的关系如图 2.21 所示.注意直线的不动是集合不动，不是点点不

动，即该直线上的一点被映射到该直线上的另一点，这两点一般不相同.这并不难理解:平面

射影变换诱导直线上的一个 1D 射影变换 .1D 射影变换以一个 2 x 2 的齐次矩阵表示（见 2. 5
节). 对应于该2 x2矩阵的两个特征向量,ID 射影变换有两个不动点,这些不动点是 2D 射影

变换的不动点.

进一步的特殊性涉及重特征值的情况.假定两个特征值（如 A3 )相等，而对应于人2 =、存在两个不同的特征向量(e2，e3 ).那么包含特征向量

^
和

^
的直线将是点点不动的，即它

是由不动点构成的直线.假定 x =ae2 +批，则有

Hx =\2ae2 + \.2

^
e3 = X2x

即过两退化特征向量的直线上的点都映射到自己（仅仅相差一个比例因子).另一种可能是人2 =
人3，但只有一个对应的特征向量.在这种情形下，特征向量的代数维数为2,而几何维数为 1.其

不动点少了一个(2 个而不是 3 个).重特征值的各种情形将在附录 7 中做进一步讨论.
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图 2. 21 平面射影变换的不动点和直线.这里有三个不动点和过这些点的三条不动直

线.不动直线和不动点可能是复值.从代数的角度来说，不动点是点变换U'= Hx)的特征

向量 e,，而不动直线是线变换（T = H
_ T1)的特征向量. 注意,不动直线不是点点不动:在

变换下，直线上的一点被映射为其上另一点,只有不动点才被映射到自身.

我们现在来查看2.4 节介绍的射影变换子群的分层中的不动点和直线.仿射变换以及更

特殊的变换具有两个特征向量，它们都是理想点(*3 =0)并且对应于左上角2 x 2 矩阵的特征

向量.第三个特征向量通常是有限的.

欧氏矩阵两个不动理想点是虚圆点 I，J 组成的复共轭对，相对应的特征值是|/，卜，，

这里0是旋转角.对应于特征值 1 的第三个特征向量，称为极点.这个欧氏变换等价于绕该

点转0角的纯旋转并且没有平移.

一种特殊的情形是纯平移（即 0 =0).这时特征值三重退化.无穷远直线是点点不动，且

有一束过点a

^
o)1■

的不动直线，该点对应于平移方向.因此平行于 t 的直线是不动的.这

是约束透视变换的一个例子（见 A7.3 节）.

相 似 矩 阵 两 个 不 动 理 想 点 仍 是 虚 圆 点.特 征 值 是 相 似 变 换 的 作 用 可 以

理解为绕它的有限不动点的旋转和取 s 为因子的均匀缩放.注意虚圆点的特征值仍然表征旋

转角•

仿射矩阵两个不动理想点可以是实的或复共轭的，但在任何一种情形下,过这些点的不

动直线1�=(0,0，1)
T
是实的.

2.10 结束语

2.10.1 文献

关于平面射影几何的一些浅显的介绍在 Miindy 和 Zisserman [ MUndy-92]的附录中给出，

它是为计算机视觉研究者而写的. 更正规的介绍在 Semple 和 Kneebone [Semple-79]中给出，

但[Springer-64]更容易读懂.

关于恢复像平面的仿射和度量场景性质的工作有:Collins 和 Beveridge [ Collins-93]用消

影线由卫星图像恢复仿射性质，而 Liebowitz 和 Zisserman [ Liebowitz-98]利用平面上的诸如直

角的度量信息来恢复度量几何.

2.10.2 注释与练习

(1)仿射变换

(a)证明仿射变换能把圆映射为椭圆，但不能把椭圆映射为双曲线或抛物线.
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(b)证明在仿射变换下平行的两条线段的长度比不变，而不平行线段的长度比则不然.

(2)射影变换证明存在使以原点为中心的单位圆不动（作为集合不动）的一种三参数族

的射影变换，即以原点为中心的单位圆被映射到以原点为中心的单位圆（提示，用结论2.13 来

计算变换).这个族的几何解释是什么？

(3)各向同性证明两条直线在相似变换下具有一个不变量;两条直线和两点在射影变

换下具有一个不变量.在这两种情形下，自由度的计算法则（结论 2.16)的等式情形不成立.

证明对于这两种情形，相应的变换不能完全被确定，虽然它能够部分被确定.

(4)不变置用点、直线和二次曲线的变换规则证明：

(a)两条直线 ,12及不在其上的两点 x,，x2有不变量

( 1[X, ) ( 12TX2 )_
(1卜2)也）

(见前一问题）

( b)二次曲线 C 和一般位置上的两点 Xl，七有不变量

U[Cx2 )2

( x^CxJCxJCx；, )
(c)证明测量夹角的射影不变表达式(2.22)等价于 Laguerre 关于虚圆点交比的射影不变

量表达式（见[Springer-64]).
(5)交比证明在直线的射影变换下，四个共线点的交比不变式(2.18).提示:首先把直

线上两点的变换写成$= X;H2 x2i;和S；=\yH2 x2x.,这里的等式不相差比例因子，然后由行列式

性质证明丨玄 =\;\

^
2 )<2|x,x;.|，并由此继续.另一种推导方法在[Semple-79]中给出•

(6)配极图2.19中给出了椭圆外一点 x 的极线的几何作图. 给出当点在椭圆内时极线

的几何作图. 提示:选择过 x 的任意直线. 该直线的极点是 x 极线上的一点.
'

(7)二次曲线如果选择二次曲线的矩阵 C 的符号，使得其两个特征值是正的，一个特征

值是负的,那么可以根据 xTCx 的符号来区分内部点和外部点:如果 xTCx 分别为负/零/正，则

x 就分别在二次曲线的内部/上/外部.可以以圆0 =出&8(1 ,1，-1)为例来理解.在射影变换

下，内在性是不变量，虽然当一个椭圆被变换为一条双曲线时要小心解释(见图 2.20).

(8)对偶二次曲线证明矩阵[1] )<
(：[1] )< 表示秩为 2 的对偶二次曲线，它由直线 1 与

(点）二次曲线 C 的两个交点组成.（记号[1] >< 在(44.5 节）中定义.）

(9)特殊射影变换假定一个场景平面上的点由一条直线的反射相联系，例如具有双边

对称的平面物体.证明该平面透视图像的点由满足 H2
=I的射影变换 H 相关联.进一步证明

在 H 下有一条不动点组成的直线，它对应于反射直线的影像，并且 H 有一个不在此直线上的

特征向量，它是该反射方向的消影点（H 是一个平面调和透射，见 A7.2节）.

现在，假定点由有限旋转对称相关联:例如在一个六边形螺栓头上的点就有这种关系.证

明在这种情形下 H" =1，这里 n 是该旋转对称的阶(六边形为6)，H 的特征值确定旋转角，而对

应于实特征值的特征向量是旋转对称中心的像.
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第3章

3D 射影几何与变换

本章介绍3维射影空间 IP3 的性质和基本要素.其中的许多内容是第2章中所介绍的射

影平面的直接推广. 例如，在 IP3 中,3维欧氏空间用无穷远平面上的理想点集加以扩展 •

t类似于 IP2中的 1«.平行线以及现在平行平面相交在上.不言而喻，齐次坐标再一次起

了重要的作用，这里所有的维数都增加了1.但是，由于维数增加，一些额外的性质也随之出现.

例如，在射影平面上两条直线总是相交，但它们不一定在3 维空间中相交.

在阅读本章之前，读者应该熟悉第2章中的概念和记号，我们将不重述前一章中大量的

内容，而把注意力集中于两者的差别以及由于多了1 维而增加的几何性质.

3.1 点和射影变换

3D 空间中的点 X 用齐次坐标表示为一个4 维向量 .具体地说，齐次向量

\,乂4)
7
并且乂4/0 表示 IR3中非齐次坐标为(X，Y,Z)T

的点，其中

X =X,/X4, Y = X2/X4 , Z = X3/X4

例如，（X,Y，Z)T
的一种齐次表示是 X =( X，Y，Z,1)T

，X4 =0的齐次点表示无穷远点.

IP3 上的射影变换是由非奇异4 x4矩阵 X'=HX 表示的线性变换，作用于齐次4维向量.变换

矩阵 H 是齐次的并有15个自由度.矩阵的16个元素扣去了一个全局尺度就是它的自由度数.

与平面射影变换的情况一样，该映射是保线变换（直线被映射到直线），它保留诸如直线

与平面的交点等关联关系以及接触的阶.

3.2 平面、直线和二次曲面的表示和变换

在 IP3 中,点和平面对偶，它们的表示和推导均与 IP2中点-线对偶类似.在 IP3
中直线自

对偶.

3.2.1 平面

在 3D 空间中，平面可以写成

(3.1)7itX + TI2 Y + n3 Z + 7i4 =0

显然，这个等式乘以一个非零标量仍然成立，所以只有平面方程系数的三对独立的比率

{Tt,:712:1V It4}是有意义的.因此，在3D 空间中一张平面有3 个自由度.平面的齐次表示是4

维向量 71 =( 71!，7t2,7I3 ,7l4 )
T _
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用代换 X H^X,/X4 , Y ĥ X2/X4 , Z ĥ x3/x4#次化式 ( 3. 1)得到

71,X, + 7^X2 + 7t3 X3 + Jt4X4 =0
或更简洁地写成

nTX =0 (3.2)

它表示点 X 在平面 11上.

�的前3 个分量对应于欧氏几何中平面的法线——用非齐次记号，式（3.2)就变成 3D 向

量形式下熟知的平面方程:n.文 + </ =0,其 中 ，文 =( X，Y,Z)T,X4 = 1 而心

. 按此记号 d/ IIn||是原点到平面的距离.

联合与关联关系在 IP3
中，平面和点和直线之间存在许多几何关系.例如：

(1)平面可由一般位置的三个点或一条直线与一个点的联合来唯一确定（一般位置指三

点不共线或在后一种情形下点不在直线上）.

(2)两张不同的平面相交于唯一的直线.

(3)三张不同的平面相交于唯一的点•

这些关系有其代数表示，我们现在就来推导点和平面的表示 .含有直线关系的代数表示

不再象 IP2 中用3D 向量代数表示那样简单（例如1

入直线的表示.

三点确定一个平面设三点 X,�都在平面 JC上 . 那么每点满足式(3.2)，从而

1,2,3.将这些方程叠成一个矩阵得到

y)，所以我们将延迟到 3.2.2 节才引= x X

■ x['
X ] n = 0

- Xj.
(3.3)

因为一般位置上的三点 X,，X2，\线性无关，所以由它们作为行组成的 3 x4 矩阵的秩为 3.由

这些点所定义的平面n作为它的 1 维（右)零空间被唯一的确定（相差一个常数因子).如果矩

阵的秩为2,则零空间是2维的,那么这些点是共线的，并定义了以共线点组成的直线为轴的

一个平面束.

在 IP2中，点与线对偶，过两点 x,y 的直线1可以类似地用求以 xT和 yT为行组成的2 x3 矩

阵的零空间而获得.当然也可以由向量代数直接得到一个更便利的公式 l =xxy.在 IP3中，

类似的表示式由行列式和余子式的性质得到.

我们从矩阵 M =[X，X,,X2，X3 ]开始，它由一般位置的点 X 和确定平面n的三点 X,.组成.

当 X 在 JI上时，行列式 det M =0，因为 X 可以表示为 X,.,i = l ,2 ,3 的线性组合� 按 X 列展开行

列式，得到

det M = X|Z)234 — X2Z)134 + X3D124 — X4D123

式中為,是由 4 x 3 矩阵[X,，X2，X3 ]中第用行组成的行列式.因为n上的点满足 det M = 0,
我们可以求出平面系数而得到

W = (^234 > -^134，乃124，
_ Dl23 ) T ( 3.4 )

它就是方程式(3.3)的解向量（零空间）.

例3.1 假设确定平面的三个点是
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X2 X 3XX, = x2 = X3 =

其中戈 =(X，Y，Z)T.则
Y, Y2 Y3

Z, z2 Z3 = Z,- Z3 Z2 - Z3 Z3 = ( ( X , - X3 ) x ( X2 - X 3 ) )
Y,- Y3 Y2 - Y3 Y3

^234 =
00

同理可得其他分量，即得

( X, - X3 ) X ( X2 - X3 )
N

- X j( X , x X2 )
y

这是欧氏向量几何中熟悉的结果，例如，平面的法线由（ X, - X3 ) x ( X2 - 文
3 )来计算.

三平面确定一点我们的推导对偶于三点确定一个平面的情形 . 三个平面 A的交点 X
可通过求以三张平面为行的 3 x 4 矩阵的（右)零空间直接计算出来：

nj X 二0 ( 3 . 5 )

- TLj -
类似于式( 3 . 4 ) , X 的一个直接解可以用行列式的 3 x 3 子矩阵表示，而数值解的计算由算法

A5. 1 获得.

下面两个结论是对应的 2D 情形的直接类推.

射影变换在点变换 X' = H X 下，平面变换为

平面上的点的参数表示 . 在平面 i t上的点 X 可以写成

X = M x
其中4 x 3 矩阵 M 的列生成 TTT的秩为 3 的零空间，即 JITM =0T

，而 3D 向量 x(它是射影平面 IP2

的点）给出平面 JI上点的参数表示.当然，M 不是唯一的.设平面是

^
(

^
，心一/且

^
非零,

那么 MT可以写成 MT = [ p | l i x 3 ]$* p =( - 6/a，-c/a , - d/ a ) 1.
这种参数化表示就是 IP2

中的直线1在 3D 中的类推，在那里1被定义为它的2D 零空间的

线性组合:如 x = Ma + Ab ,其中 lTa = lTb = 0.

3 . 2. 2 直线

两点的连线或两平面的相交定义一条直线.在 3D 空间中，直线有 4 个自由度. 一种令人

信服的计算直线的自由度的方法如下:如图 3.1 所示，把直线看作是由它与两正交平面的相交

来定义，其中每张平面上的交点由两个参数来确定，所以一条直线共有4 个自由度.

3D 空间中的直线表示相当难处理，因为 4 个自由度的对象应该用 5 维齐次向量表示.但

问题是 5 维齐次向量与表示点和平面的 4 维向量很难同时在数学表示中使用.为了克服这种

困难,有若干种直线的表示法提出，而它们的区别在于数学复杂性不同.我们仅考察其中三种

表示.每一种情况表示都提供定义直线的机制:两点的连接和对偶描述（其中直线由两平面相

( 3 . 6 )

( 3 . 7 )
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交定义），以及这两种定义之间的映射. 这些表

示也能计算连接和关联关系，例如求直线与平面

的交点.

/
I . 零空间与生成子空间表示这种表示

以直观的几何概念为基础，即直线是共线点束

(单参数族)并由其中任意两点来确定.类似地，

直线是平面束的轴并且由其中的任意两平面的

交线来确定.在这两种情况中，具体的点和平面

并不重要(事实上两点有6个自由度而且用两个4

维向量表示——参数用得太多）.把直线表示成

两向量的生成子空间，就可从数学上掌握这个概 IP3中的一条直线共有4 个自由度.

念.假定A 和B 是两个不重合的空间点.那么连

接这两点的直线由一个2 x4矩阵 W 的行的生成子空间表示，W 是由 AT和 BT为行组成的矩阵

图 3.1 —条直线可以由它与两正交平面的交

点来确定. 每个交点有 2个自由度，这说明在

AT
W = BT

那么

( 1) WT的生成子空间是在直线 A A +/iB 上的点束.

(2)W 的2维右零空间生成子空间是以直线为轴的平面束.

显然,在直线上的另外两点 A'7和B'T
产生的矩阵 W'和 W 有相同的生成子空间，因此该

生成子空间（从而直线的表示）与定义它的具体点无关.

为证明零空间性质，假定 P 和 Q 组成零空间的一组基.那么 WP =0,进而 AtP = BtP =
0,因此P是包含点 A 和 B 的平面. 同理,Q 是包含点 A 和B 的另一平面.这样一来，A 和 B
同时在(线性无关的）平面P 和 Q 上，因而由 W 确定的直线是平面交线.而以该直线为轴的

平面束的任何平面由生成子空间 A 'P +^Q 给出.

类似地，一条直线的对偶表示是两平面 P,Q 的交线，该直线表示为以 PT和 QT为行组成

的一个2 x 4 矩阵 W *

PT
W * = QT

(的行空间）的生成子空间来表示,VT具有性质：

(1)W'T
的生成子空间是以该直线为轴的平面束 A'P +YQ.

(2)\T的2维零空间的生成子空间是该直线上的点束.

这两种表示以 W * WT = WW * T
=02 x2相联系，其中02><2是2 x 2零矩阵.

例3.2 X 轴被表示成

0 0 0 1
1 0 0 0

其中点 A 和B 分别是原点和 X 方向的理想点，平面P 和 Q 分别是 XY 和 XZ 平面.

连接和关联关系同样可以由零空间计算得到.

( 1)包含点 X 和直线 W 的平面n可以由下面矩阵的零空间得到

w =
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W
M = XT

如果 M 的零空间是2维的，则 X 在 W 上，否则 M JC =0.

(2)由直线 W 与平面n的交点定义的点 X 可以通过求下列矩阵

W *[M = nT
的零空间得到.如果 M 的零空间是2维的，则直线 W 在n上，否则 MX =0.

这些性质几乎可以由观察得到.例如，第一个性质等价于三点确定一张平面，见式(3.3).

生成子空间表示在实际的数值实现中很有用，其中的零空间可以简单地用 SVD 算法来计

算（见 A4.4 节），几乎所有的矩阵软件包都有该算法.同样，该表示在估计问题中有用，在超

参数化的估计问题中，该表示通常也不会有问题(见4.5 节的讨论）.

n.Pliicker 矩阵这里一条直线由 4 x 4 反对称齐次矩阵表示 .具体地说，连接两点 A
和 B 的直线由矩阵 L 表示，其元素为

或用向量的记号等价地表示为

L = ABT - BA (3.8)

L 的若干主要性质如下：
(1)L 的秩为2. 它的2维零空间由以该直线为轴的平面束生成（事实上 L\TT =0，其中0

是一 4 x 2 零矩阵）.

( 2)该表示具有描述一条直线所需要的4 个自由度.计算如下:反对称矩阵有6 个独立的

非零元素,但仅有 5 个比率是有意义的，进一步因为 d e t L = 0，所以其元素还满足一个（二次）
约束（见下文).因而净自由度数是4.

(3)关系 L = ABT - BAT是 I P2
中直线1的向量积公式 l = x x y 向 4 维空间的推广，其中确

定直线的两点 x,y 都由 3D 向量表示.

(4 )矩阵 L 与用来定义它的点 A , B 无关，因为如果用该直线上不同的点 C = A +/iB 代替

B 时，那么得到的矩阵是

L = ACT - CAT = A( AT +/iBT ) - ( A +/iB ) AT = ABT - BAT = L
(5)在点变换 X'=HX 下，矩阵变换为 L'=HLHT,即它是一个价为2的张量(见附录1).

例3.3 根据式(3.8)，X 轴表示成

roi o o o -r
o o o o
o o o o
.1 0 0 0 .

0 0
(1 0 0 0)- (0 0 0 1 ) =L = 0 0

L o J
其中 A，B 分别为原点和 X 方向的理想点（如上例一样）.

由两平面 P，Q 的交线确定的直线的对偶 Plucker 表示1/为

L * = PQT -QPT
并与 L 有相似的性质.在点变换 X'= HX 下，矩阵1/变换为 L” = H -TI/ H

'矩阵1/可以

由 L 通过简单的重写规则得到

(3.9)
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^12：^13：^14：^23：^42：^34 = ^34：^42：^23：^14：^13：^12 (3.10)

其对应规则非常简单:对偶和原来的分量的指标合在一起总包含所有的数码 i 1，2,3，4!，因而

如果原来的指标是 i/,那么对偶的指标是11,2,3,4 )中除去后的那些数. 例如12 h

^
34.

连接和关联性质用这些记号能表示得相当好：

(1)由点 X 和直线 L 联合而确定的平面为

n = L * X
并且1/ X =0 当且仅当 X 在 L 上.

(2)由直线 L 和平面 it相交而确定的点为

X = L n
并且 Ln =0当且仅当 L 在 n上 •

两（或更多)条直线 L,，4，⋯的性质可以由矩阵 M =[1,4，⋯]的零空间获得.例如如

果这些直线共面，那么 MT有一个1 维零空间对应于这些直线所在的平面*.

例3.4 X 轴与平面 X =1 的交点* X = L it给出
'0 0 0 -
0 0 0 0
0 0 0 0
.1 0 0 0 .

0 0x = 0 0

它的非齐次点为(X，Y，Z) T
=(1，0,0)

T.

ffl.Plucker 直线坐标 Plucker 直线坐标是 4 x 4 反对称 Plucker 矩阵 L(式（3.8))的六

个非零元素，即

L — ! ^12 > ^13 > ^14 > ^23 > 42 » ^34 I (3.11 )

它是6维齐次向量，因而是 IP5
的元素 . 因为 detL =0,其坐标满足方程

(3.12)
只有当6维向量 Z：满足式(3.12)时，它才对应于一条 3D 空间的直线.该约束的几何解释是

IP3中的直线定义了 IP5中一个（余维数为 1)的曲面，它称为 Klein 二次曲面，之所以称为二次

曲面是因为式(3.12)的项是 Plucker 直线坐标的二次函数.

假定两条直线�，2：分别由连接 A，B 和连接又,�而产生.这些直线相交的充要条件是四

点共面.即是 det[A，B，又，<] =0.可以证明此行列式可展开为

det[A，B，A，B] = +’i2’34“13
,

42 +

^
13 ^42 +

,
14
,

23 +

^
14 ^23

= ( £ l i: l )

Z12 Z34 + /13/42 + ^1443

(3.13)

因为 Plucker 坐标与用来定义它们的具体点无关，双线性乘积（ Z：I 2：I )也与推导时所用的点

无关而仅取决于直线�和 2：.这样就有

结论3.S 两条直线 Z：和 2：共面（因而相交）的充要条件是 ) =0.
这个双线性乘积在许多有用的公式中出现：

(1)如果（乙丨公丨）=0,则6维向量仅表示 IP3中一条直线.这不过是重述上面的 Klein
二次约束，见式(3.12).

(2)假定两条直线 /：,2：分别是平面 P，Q 和tG 的交线，那么

( >C | £ l ) = d e t[P,Q,P,Q]
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同样，两直线相交当且仅当 I £ 1 ) -0.(3)如果�是两平面 P，Q 的交线，2：是两点 A,B 的连线，那么

( C \ C ) = ( P T A ) ( Q T B ) - ( Q T A ) ( P T B )
PlUcker 坐标在代数推导中起作用.在第 8章中，它们将被用来定义 3D 空间直线到它的

图像的映射.

( 3 . 1 4 )

3.2.3 二次曲面与对偶二次曲面

IP3
中,二次曲面是由下列方程定义的曲面

XTQX = O (3 . 1 5 )
式中，Q 是一个4 x4的对称矩阵.矩阵 Q 和它定义的二次曲面经常不加区别，我们将简单地

使用二次曲面 Q 的说法.

二次曲面的许多性质直接承接 2. 2. 3 节中的二次曲线的性质.这里重点介绍若干性质

如下

( 1 )一个二次曲面有 9 个自由度.它们对应于 4 x 4 对称矩阵的 1 0 个独立元素再因为全

局尺度的原因减去一个自由度.

( 2 ) —般位置上的 9 个点确定一个二次曲面.

( 3 ) 如果矩阵 Q 是奇异的，那么二次曲面是退化的，并可以由较少的点来确定.

( 4 )二次曲面定义了点和平面之间的一种配极，类似于二次曲线在点和直线之间定义的

配极（见 2 . 8. 1 节). 平面 i i = Q X 称为是 X 关于 Q 的极平面. 在 Q 为非奇异且 X 在二次曲面

之外时，极平面由过 X 且与 Q 相切的射线组成的锥与 Q 相接触的点来定义. 如果 X 在 Q 上，

那么 Q X 是 Q 在点 X 的切平面.

(5)平面n与二次曲面 Q 的交线是二次曲线 C.计算该二次曲线可能是棘手的，因为它要

求为平面建立坐标系. 式(3.7)提到一个平面的坐标系可以由 n的补空间来定义即 X = Mx.
如果 XtQX = XTMTQMX =0,则在 JI上的点也在 Q 上 . 这些点也在一条二次曲线 C 上，因为令

C = MTQMAXTCX =0.
( 6)在点变换 X' = H X 下,（点）二次曲面变换为

Q , = H T Q H _

二次曲面的对偶仍然是二次曲面. 对偶二次曲面为平面上的方程:点二次曲面 Q 的切平

面n满足 n T <r n = 0 ,其中 Q‘是 Q 的伴随矩阵，如果 Q 可逆，则为 Q'在点变换 X f = H X
下，对偶二次曲面变换为

( 3, 1 6 )

=HQ * HT
对偶二次曲面的成像的代数比点二次曲面的简单得多.这方面内容将在第 8 章中详细

(3.17)

介绍.

3.2.4 二次曲面的分类

因为表示二次曲面的矩阵 Q 是对称的，它可以分解为 Q = UTDU，这里 U 是实正交矩阵而

D 是实对角矩阵.进一步地，通过将 U 的行向量做适当的变尺度可得 Q = HTDH，其中 D 的对

角线元素为0,1 或 -1.我们可更进一步地保证 D 的零元素出现在对角线的最后，而 +1 出现
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在最前.现在用0代替(3 =1

^
011等价于用矩阵11 进行了射影变换（见式(3.16)).因此在射

影等价的意义下，我们可以假定二次曲面可以由有这种简单形式的矩阵 D 表示.

对角矩阵 D 的符号差，记为(7(D)，定义为 D 中+1 的个数与 - 1 的个数的差值.通过定

义 cr(Q) = CT(D)，符号差的定义可以扩展到任意实对称矩阵，使得 Q = HTDH，其中 H 是实矩

阵. 可以证明符号差是良定的，与 H 的具体选择无关.因为表示一个二次曲面的矩阵可以相

差符号来定义，我们可以假定其符号差是非负的.于是二次曲面的射影类型由它的秩和符号

差唯一确定.这样我们就能列举二次曲面的不同射影等价类.

由对角矩阵(

^
(私屯乜心所表示的二次曲面对应于满足方程

^^
2 +d2Y 2 + d3Z2 =

0的点集.我们可以令 T =1 得出二次曲面上的非无穷远点的方程.参看表 3.1.二次曲面的

例子在图 3.2 ~图 3.4 中给出.

秩 对 角 线 方 程 实 现

X2 +Y2 +Z2 +1 =0
X2 + Y2 +Z2 = I
X2 + Y2 =Z2 +1

(1,1,1,1) 无实点

球面(1 ,1 ,1 , -1)

单叶双曲面(1 ,1 , -1 , -1)

X2 + Y2 +Z2 =0
X2 +Y2 =Z2

(1 ,1,1,0)
( 1,1, -1 ,0)

一点(0,0,0，1)

过原点的圆锥

X2 + Y2 =0

X2 =Y2

一直线( Z 轴）

两平面 X = ± Y
(1 ,1 ,0 ,0 )

(1 , -1 ,0 ,0)

X2 =0 平面 x =o(1,0,0,0)

表 3.1 点二次曲面的分类

图 3.2 非直纹二次曲面.这里给出了球面、椭球面、双叶双曲面和拋物面的

图.它们全是射影等价的.

直纹二次曲面二次曲面分为两类——直纹和非直纹二次曲面.直纹二次曲面是包含直

线的二次曲面.更具体一点讲，如图 3.3 所示，非退化的直纹二次曲面（单叶双曲面）包含两

个称为母线的直线族.关于直纹二次曲面的性质参看[SemPle79].
最有趣的二次曲面是秩为4的两种二次曲面.注意这两种二次曲面甚至在它们的拓扑类

型上也不同.符号差为2的二次曲面(球面）（很显然）拓扑等价于一个球面. 另一方面，单叶
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图 3.3 直纹二次曲面. 这里给出单叶双曲面的两个例子.这些曲面分别由方

程 X2
+ Y2

= Z2
+1 和 XY = Z 给出，并且是射影等价的. 注意这两个曲面由两组

不相交直线组成而且其中一组的每根直线与另一组的每根直线相交.这里给出

的两条二次曲线是射影（虽然不是仿射）等价的.

图3.4 退化二次曲面.这里给出两种最重要的退化的二次曲面:锥面和两平面.这两种二次

曲面都是直纹的.表示此锥面的矩阵的秩为 3,其零向量表示锥面的结点.表示两（非重合）

平面的矩阵秩为2,其秩为2的零空间的两个生成向量是平面交线上的两个点.

双曲面却非拓扑等价（同伦）于一个球面. 事实上，它拓扑等价于环面（拓扑等价于 S1 x S1
).

这显然说明两者不是射影等价的.

3.3 三次绕线

三次绕线可以看成 2D 二次曲线的 3D 类推（虽然从另一个角度说，它是二次曲面,是二次

曲线的 3D 类推）.
2 维射影平面上的一条二次曲线可以描述成由下列方程给出的一条参数曲线描述：

沒 + Cl^O

沒 + ®23^
沒 + ^330

f x i
A (3.18)ex2

e2

式中，A 是非奇异 3 x 3 矩阵.
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类似地，一条三次绕线定义为 IP3中的一条曲线，它的参数形式如下
<a\\ + «i2^ +«13^ + a1403
a21 + a220 + a2302 + «24^
a31 + a320 + a3302 + a3403
、a41 + aA2d +a43

^
+a4403

( M
X、A

6
(3.19)&X3

103
式中，A 是非奇异4 x4 矩阵.

三次绕线可能不为读者熟知，所以图 3.5 给出了该曲线的几种不同视图

线是相当好（光滑）的空间曲线.
事实上，三次绕

图3.5 三次绕线( t3 ,t2,t)T
的几种不同视图 .曲线加厚成管子以

增强可视效果.

三次绕线的性质令 c 为一条非奇异三次绕线.那么 C 不整个地包含在 IP3
的任何一

张平面内；而是与一般平面有三个不同的交点.一条三次绕线有12 个自由度（矩阵 A 有 15

个，减去3 是因为参数 0的 1D 射影变换，它保持曲线不变）.要求该曲线过点 X,给 c 加了

两个约束，因为 X = A(1，0，02，03 )T
给出三个独立的比率，但一旦 0被消去仅有两个约束 .

因此，过一般位置的六点有唯一的三次绕线 c.最后，所有非退化的三次绕线都是射影等价

的. 这一结论显然来自定义式(3.19):射影变换 A
_
]
将 c 映为标准形式 c( ff' ) = ( 1 ,0' ,0' 2 ,

f 3
)

T,既然所有的三次绕线都可以映射到这条曲线，所以得出结论:所有的三次绕线都是射

影等价的.

三次绕线的各种特殊情形的分类，例如一条二次曲线和重合线，在[Semple79]中给出.在

两视图几何中，三次绕线产生视在视野单像区（见第9 章），而且在定义摄像机投影矩阵的退

化集时担负重要角色（见第22章）.

3.4 变换的层次

3D 空间射影变换的几种特殊情况在本书中将经常出现. 这些特殊情况类似于 2.4 节中

关于平面变换的层次.每一种特殊情况是一个子群并由它的矩阵形式或不变量来刻划.我们

把它们概括在表 3.2中.该表仅给出 3D 空间变换比相应的2维空间变换多出来的性质——
3D 空间变换同样具有相应的2维空间变换（罗列在表2.1 中）的不变量 .

一个射影变换有15 个自由度，计算如下:七个用于相似变换部分(旋转三个,位移三个，各

向同性变尺度一个），五个用于仿射变尺度，三个用于射影变换部分.

这些变换的两个重要表征是平行和角度.例如，经仿射变换后原来的平行性保持不变，但

角会改变,而射影变换后平行性会丢失.

下面简单介绍欧氏变换的一种分解，它将在本书今后讨论特殊运动中有用.
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矩 阵 失 真群 不 变 性 质

射 影 A
接触表面相交和相切.髙斯曲率的符号

15dof

3 平面的平行性，体积比，形心.无穷远平面，

L (见 3.5 节）

仿射 A

0T 112dof

B相似 sR t
0T 1.

绝对二次曲线， (见 3.6 节）
7dof

3欧氏 R
体积

0T 16dof

表 3.2 3D 空间中常发生的变换的几何不变性质.矩阵 A 是一个可逆的 3 x 3 矩阵，R 是一个 3D 旋转矩阵，

1=汄七,07是一个30位移，

^
是一般30向量,1;是标量，而0 =(0,0,0)

7
是30零向量.在失真列中给出立

方体变换的典型效应.表中上层的变换能产生下层的所有行为.它们涵盖的范围从欧氏，其中仅有平移和旋

转发生，到射影，其中五点可以变换成任何其他的五点（假定没有三点共线或四点共面).

3.4.1 螺旋分解

4 )平面欧氏变换可以看作是平移向量 t
被限制在此平面上而旋转轴垂直于该平

面的一种 3D 空间欧氏变换的特殊情况 .

但是，3D 空间上的欧氏运动更具一般性，

因为一般情况下旋转轴与平移不垂直 .

螺旋分解能使任何欧氏运动（旋转加平

移）化简到几乎与 2D 的情形一样简单.

螺旋分解是

结论3.6 任何具体的平移加旋转运

动都等价于绕一根螺旋轴的旋转加沿该螺

旋轴的平移.该螺旋轴平行于旋转轴.
平移加绕正交旋转轴的运动（称平面

运动）等价于仅仅绕某螺旋轴的一个

R⑼

O X

(a)

图 3.6 2D 欧氏运动和一个“螺旋”轴 .（a )坐标系

U,y l 经历一次位移 t ± 和一次旋转 e 后到达坐标系 U'，
r I .运动是在与转动轴垂直的平面中进行 •（ b)上述运

动等价于绕转动轴 S 的一次旋转 . 该转动轴位于对应

点连线的垂直平分线上，使得连接 S 与两对应点间的直

线之间的夹角为 e. 在图中对应点是两标架的原点，而 0
的值为 90°.

旋转•

证明我们将介绍一个易于可视化

的构造性的几何证明.首先考虑2D 的情
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形——平面上的欧氏变换.从图 3.6中可知对应于这种 2D 变换的螺旋轴显然存在.对于3D
的情形，将平移 t 分解成分别与旋转轴平行和正交的两个部*t = t „ +1,(1,, =(卜約3人 = t -
( t • a)a).该欧氏运动也分解成两部分:第一部分是绕螺旋轴的旋转，它包含旋转和 t ± ，第二

部分则是沿螺旋轴的平移 t �.整个运动在图 3.7中给予说明.

图 3.7 3D 欧氏运动和鰾旋分解.任何欧氏旋转 R 加平移 t 可以用如下方式得到（a)绕螺旋轴

旋转，加（b)沿螺旋轴做平移 t|P 其中 a 是旋转轴的（单位）方向（使得 Ra = a)，而 t 被分解为分

别与旋转轴方向平行和垂直的两个向量之和 t = t, + tx.S 是在螺旋轴上最靠近 O 的点（S 到 O
的连线与 a 的方向垂直).同理,S'是在螺旋轴上离（V最近的点.

螺旋分解可以由表示欧氏变换的4 X4 矩阵的不动点来确定.这个想法将在本章末尾的

练习中验证.

3.5 无穷远平面

在平面射影几何中，辨认了无穷远线I就能测量平面的仿射性质.辨认了 L上的虚圆点

就能测量其度量性质. 在 3D 空间的射影几何中，与 1�和虚圆点对应的几何实体是无穷远平

面I和绝对二次曲线

在3D 仿射空间中，无穷远平面有标准位置 11�=(0,0,0，1)
T.I包含方向 D =(Xl，x2，x3,0) T

并且可以用来识别仿射性质，例如平行性等.具体地说：

(1)两张平面相平行的充要条件是它们的交线在上.

(2)如果一条直线与另一条直线或一张平面相交在I上，则它们相平行.

因而，在 IP3中任何一对平面都相交于一条直线，其中平行平面相交于无穷远平面上的

直线.

在射影坐标系中，平面是一个三自由度的几何表示，它是射影坐标系中确定仿射性质

所必要的.通俗地说，无穷远平面是在任何仿射变换下保持不动的平面,但能“査看到”射影

变换(被移动）. 因此t的 3 自由度可用于测量一般单应变换的射影成分——与仿射变换

(12dof)相比，这种一般变换总计有 15 个自由度.更正式地说，

结论3.7 在射影变换 H下,无穷远平面是不动平面的充要条件是:H是一个仿射变换.
证明类似于结论2.17 的推导. 有两点值得阐明：

( 1)一般地说，在仿射变换下平面作为一个集合是不动，但不是点点不动.

(2)在某个具体的仿射变换（例如欧氏运动）下，可能还存在除i外的某些平面保持不

动.但仅有在任何仿射变换下保持不动.
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下面的例子对这些要点做更详细的说明.
例3.8 考察表示一个欧氏变换的下述矩阵

- sin0 0 0"

cos0 00
0 1 0
0 0 1_

这是绕 z 轴旋转 0角而平移为零的运动(一个平面螺旋运动，见 3.4.1 节).显然从几何上看，

该变换仅使与旋转轴垂直的 XY 平面族绕 Z 轴做了一次旋转.这意味着存在与 Z 轴垂直的一

束不动平面.这些平面是整个集合不动，但不是点点不动，因为该欧氏变换使任何（有限）点

(不在轴上)做了水平旋转.从代数上说，H 的不动平面是 HT的特征向量（参看 2.9 节).在此

例中,H〖的特征值是1

^
，6

_
'

1，1!，对应特征向量是

■

COS0
sin0丨R 0i

HE = [ OT ll (3.20)

f0\ f0\
0 0i - i

Ei = E2 = E3 = E4 -0 0 0

lo )
特征向量 Ei* E2对应的不是实平面,故不在此做进一步的讨论 . 特征向量黾和�4都是退化

的.因此，存在由这些特征向量生成的不动平面束.该平面束包含I,其轴是（垂直于 Z 轴

的)平面与t的交线.

这个例子也说明射影平面 IP2和 3D 射影空间 IP3之间的几何联系.平面n与心交于一条

直线，它是平面n的无穷远线 1„ . IP3中的射影变换在平面 n上诱导出一个从属的平面射影

10 10

变换.

重构的仿射性质在今后论述重构的各章中,例如第10章中，我们将会看到（欧氏）场景

的射影坐标可以由多视图来恢复.在3D 射影空间中一旦t被辨认，即已知它的射影坐标，那

么就有可能确定重构的仿射性质，例如几何实体的平行性——如果它们在t上相交，那么它

们平行.

从算法的角度，一种更适宜的方法是对 IP3 进行变换使已辨认的移到它的标准位置

=(0,0,0,1)
T.经这样的映射所得到的是欧氏场景，其中的坐标是(0,0,0，1)

T,而重构与

使t固定在(0，0，0,1)
T的射影变换相关.根据结论 3.7，可以知道场景和重构由一个仿射变

换相关联.因此仿射性质可以直接从实体的坐标中测量出来.

3.6 绝对二次曲线

绝对二次曲线是在11�上的一条（点）二次曲线 . 在度量坐标系中11�=(0,0,0,1)T,

而 在 上 的 点 满 足

Xi + X2 + X,1J =0 ( 3.21 )

注意为了定义 ，需要两个方程.

为确定在上的方向（即具有 x4 =0的点），定义的方程可以写成
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( x, , x2 , x3 ) I( x1 ,X2 ,X3 ) T =0
因而， 是对应于矩阵 c = 1的一条二次曲线 C. 可见它是t上由纯虚点组成的一条二次

曲线.

二次曲线的几何表示需5个额外自由度，这5 个自由度是仿射坐标系中确定度量性质

所需要的 . 的一个主要性质是它是任何相似变换下不动的二次曲线. 更正式地说，

结论3.9 在射影变换 H 下,绝对二次曲线是不动二次曲线的充要条件是 H 是相似

变换.
证明因为绝对二次曲线在无穷远平面上，使它不动的变换必须使无穷远平面不动，从而

必须是仿射的.这样一种变换的形式为

A t
H a - 0T 1

限制在无穷远平面上的绝对二次曲线由矩阵 I3 x3表示，既然它在 HAf用下是不动的，那么我

们可以得到 A -TIA * =1(相差一个尺度因子），对它取逆得到 AAT - I. 这说明 A 是正交矩阵，

因而是一个带有缩放的旋转，或者是一个带有缩放的旋转加反射.证毕.

虽然没有任何实点，但它仍具有任何二次曲线的性质——例如一条直线与一条二次

曲线相交于两点;极点-极线的关系等.下面给出的几个具体性质：

( 1)a„在一般相似变换下是集合不动，而不是点点不动的. 这表明在相似变换下上

的一点可能被移动到上的另一点，但不会被映射岀该二次曲线.

(2)所有的圆交于两点.假定圆的支撑平面是 11 . 那么11交I于一条直线，而该直线

交于两点.这两点是n的虚圆点.

(3)所有球面交11�于0�.

度量性质一旦 (和它的支撑平面O在 3D 射影空间被辨认,那么诸如夹角和相对

长度等度量性质可以被测定.

设两条直线的方向为 4*(12(30向量). 在欧氏世界系中这些方向之间的夹角为

<d2 ( 3. 22 )COS0 = 7( dTdT( dIdJ
它可以写成

d：n.d2
(3.23)COS0 = y(收(

^
(机屯）

式中,心和屯是直线与包含二次曲线的平面&的交点，而是该平面上绝对二次曲线的

矩阵表示.表示式(3.23)在欧氏世界系中化简为式(3.22)，其中 =1.但该表示式在任何

射影坐标系中都有效，这可以从点和二次曲线的变换性质中得到证明.

现在还不存在由平面的表面法线的方向来计算平面间夹角的简单公式.

正交性与配极基于绝对二次曲线，我们现在给出射影空间中正交性的几何表示 . 主要

工具是由二次曲线诱导的点与线之间的极点-极线关系.

由式(3.2 3)直接推出:如果 �d2 =0，d,和d2相垂直.则垂直性可由关于化的共轭性

来表征.这样做的巨大好处是共轭性是射影关系，因此在射影坐标系（由 3D 欧氏空间的射影

变换得到）下，如果两方向关于 fL共轭，那么它们被认为相垂直（化的矩阵在射影坐标系下
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一般不是I).正交性的几何表示在图 3.8 中给出.

⑻ (b)

图 3.8 正交性与0„.( a)在1上，正交方向 d,，

^
关于共轭 .（b)平面的法向 d 和

该平面与的交线1有关于的极点-极线关系.

这种表示有助于研究摄像机中射线之间的正交性，例如有助于确定过摄像机中心的平面

的法线（见 8.6 节).如果图像点关于的图像共辗，那么对应的射线相垂直.

同样，从算法的角度,一种更适宜的方法是对坐标进行射影变换，使映射到它的标准

位置,参见式(3.21),然后度量性质可以直接由坐标确定.

3.7 绝对对偶二次曲面

我们已经知道由两个方程来定义——它是在无穷远平面上的一条二次曲线.绝对二

次曲线的对偶是3D 空间中一种退化的对偶二次曲面，称为绝对对偶二次曲面并记为 Q：：.
从几何上说,Q：：由的切平面组成，因而是 Q：：的“边缘”. 它被称为边二次曲面.想像

一个椭球面的所有切平面的集合，然后把楠球面压成平饼的情况.

从代数上说，Q：：由秩3 的4 x 4的齐次矩阵表示，它在 3D 度量空间的标准形式是

C] (3.24)

我们将证明在对偶绝对二次曲面包络中的任何平面都与 fL 相切，因而 Q：：其实是11�的

对偶.考察由《=&7,々 ）
7
表示的平面.该平面在由 Q：：定义的包络上的充要条件是 =

0,根据式(3.24)的形式，它等价于 vTv =0.现在（见 8.6 节），v 表示平面（vT,A)T与无穷远平

面的交线.该直线与绝对二次曲面相切的充要条件是 vTIv =0.因此，Q：：的包络就是由这些

与绝对二次曲线相切的平面组成.

因为它很重要，我们再从另一角度来考虑它 . 考虑绝对二次曲线是一系列压平了的椭球

的极限，即二次曲面由矩阵 Q = diag(1,1,1，A)表示的二次曲面.当 k-̂ oo 时，这些二次曲面越

来越靠近无穷远平面，取极限时,它们仅包含点（*1 ,\, ，0)
7,其中4 + x〗+ x〖 =0,这正是绝

对二次曲线上的点.但 Q 的对偶是二次曲面 (T =(

^
8(1,1，14

_
1
),它在取极限时变成

对偶绝对二次曲线 Q:= diag(1,1,1,0).
对偶二次曲面是退化的二次曲面，有8个自由度（一个对称矩阵有 10 个独立元素，但

与比例无关和行列式为零的条件各减去1 个自由度）.这 8 自由度的几何表示是射影坐标系

下确定度量性质所需的.在代数操作上 Q：：比有显著的优越性，因为I和 <?�：都包含在单
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个几何对象中（而不像0�需要两个方程式(3.21)来确定它).下面我们给出它的三个最重要

的性质.

结论3.10 在射影变换 H 下,绝对二次曲面 Q:不动的充要条件是 H 是相似变换.
证明该结论直接来自绝对二次曲线在相似变换下的不变性，因为 Q：：和之间的平面

相切关系是变换不变量.尽管如此，我们仍给出一种独立的直接的证明.

因为 Q：：是一个对偶二次曲面，它的变换遵循式( 3. 17 ) ,因而它在 H 下不动的充要条件是

Q：= HQ；HT. 用形如

叫二 ：]
的任意一个变换代人,我们得到

r I 0i r A ti r I 0irAT vi r AAT Av l
[oT oJ = ivT J l0T 0 j l tT J = lvTAT vTvl

上式必须在相差一个比例因子的情况下成立.通过分析，此等式成立的充要条件是 v =0 和 A
是带有缩放的正交矩阵（即变尺度，旋转可能加上反射).换句话说，H 是一个相似变换.

结论3 . 1 1 无穷远平面是的零向置.
这很容易验证，当 Q：：在度量坐标系下取其标准形式式（3.24 )而t =(0,0,0,1 )

T
时，

Q：-0.这性质在任何坐标系下都成立,这一点可以用代数方法由平面和对偶二次曲面的

变换性质推出：如果 X、HX,那么 Q：= HQ：HT,n：= H Tn„ ,以及

=( HQ：HT)H -TIC„ =0

结论3.12 两平面巧和R之间的夹角由下式给出：

«2

WQ:n, ) ( J^Q * i h )

证 明 设 两 平 面 的 欧 氏 坐 标 为 在 欧 氏 坐 标 系 下,Q:形如

式(3
_
24)，从而式(3.25)简化为

(3.25)COS0 =

n>2
COS0 = y( n[n, ) ( njn2 )

这是用它们法线的标量积来表示的平面间的夹角.

如果对平面和 Q：：进行射影变换,根据平面和对偶二次曲面的（协变）变换性质，式(3.25)
仍然能用来决定平面之间的夹角.

证明的最后部分的详细推导将留作练习,它不过是结论2.23的推导在3D 中的直接类推，

在结论2.23 的推论中，用虚圆点的对偶来计算 IP2中两线夹角. 这里，IP3
中的平面是 IP2中直

线的类推，而绝对对偶二次曲面是虚圆点对偶的类推.

3 . 8 结束语

3 . 8.1 文献

在第2章提到的教科书与本章同样有关.关于画法几何的透视的一般背景知识参看
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[boelm-94]，关于曲线和表面性质的许多清楚的解释参看 hilbert 和 Cohn- Vossen [Hilbert-56].IP3中点、线、平面的一种重要表示:Grassmann- Cayley 代数在本章没有介绍.在这种表示

中,如连接和关联那样的几何运算被表示成基于矩阵行列式的“括号代数

'
文献[Carlsson-94]

X牙有关领域做了很好的介绍，而到多视图张量的应用在[TriggS-95]中说明.

Faugerras 和 Maybank [Faugerras-90]将11�引人计算机视觉的文献(为了确定相对取向解

的多重性），而 Triggs [Triggs-97]则引入 QI用于自标定.

3.8.2 注释和练习

(1)Pliicker 坐标

(a)利用 plucker 直线坐标 /：，写出关于直线与平面交点的表示式以及由一点与一直线定

义的平面的表示式.

(b)推导点在直线上,和直线在平面上的条件.

( c)证明平行平面相交在的一条直线上. 提示:从式（3.9)开始去确定两平行平面的

交线 1/.

( d)证明平行线交在上.

(2)射影变换证明 3D 空间的一个(实)射影变换能将一个椭球面映射到一个抛物面或

双叶双曲面，但不能将一个椭球面映射到单叶双曲面（即实的直纹面）.

(3)螺旋分解证明表示欧氏变换彳R,t!(其旋转轴方向为 a,即 Ra = a)的4 x4 矩阵有

两个复共轭特征值和两个相等的实特征值，并有下列特征向量结构：

( a)如果 a 垂直于 t,那么对应于实特征值的两个特征向量不同.

( b)否则对应于实特征值的两个特征向量重合并在t上.

(例如选择如式(3.20)那样的简单例子,另一种情况在 19.10 节中给出）.

在第一种情形下,对应于实特征值的两个实点（特征向量）定义一条不动点的直线.它是

平面运动的螺旋轴. 在第二种情形下，也定义了螺旋轴的方向，但它不是不动点的直线. 试

问:对应于复特征值的特征向量表示什么？
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第 4章

估计——2D 射影变换

本章讨论估计问题.本书中，估计的含义是指在某些本质测量的基础上计算某个变换或

其他数学量.这个定义有些含糊，因此，这里我们具体给出打算考虑的若干估计问题的类型.

(1)2D 单应给定 IP2中的点集和同在 IP2中的对应的点集<，计算把每一点\映射到

对应点 x;的射影变换 . 在实际的情形中，点 x;和<是在两幅图像（或同一幅图像）中的点，每

幅图像都视为一张射影平面 IP2.

(2)3D 到2D的摄像机投影给定 3D 空间的点集 X,.以及在一幅图像上对应的点集 x;,
求把 X;映射到 x,�的 3D 到 2D 的射影映射.这种 3D 到 2D 的投影是由射影摄像机来实现的映

射，摄像机在第6章中讨论.

(3)基本矩阵的计算给定一幅图像上的点集\和另一幅图像上的对应点集 X;,计算与

这些对应一致的基本矩阵 F.基本矩阵在第9章中讨论，它是一个对所有的 i 都使 X：TFX, =0
成立的 3 x3 奇异矩阵 F.

(4)三焦点张量计算给定跨三幅图像的点对应的集合，计算三焦点张量. 三

焦点张量在第 15 章讨论，是与三幅视图中点或线相关的一种张量:Tf.
这些问题有许多共同特性,其中一个问题的研究都与其余的每个问题有关.因此，本章将

对其中的第一个问题进行详细讨论.用解决这个问题时所学到的方法来指导我们去解决其他

的问题.

2D 射影变换的估计问题除有示例的作用之外，它本身也是很重要的 . 我们研究两幅图像

之间对点应的集合xpA 我们的问题是计算一个3 x 3 矩阵 H,使得对所有的；Hx;= x:都
满足•

测量数第一个要讨论的问题是:计算射影变换 H 需要多少对应点 Xiex'. 在考虑了自

由度的个数和约束的个数后可以给出一个下界.一方面，矩阵 H 有9 个元素，但仅确定到相

差一个尺度因子. 因此,2D 射影变换的自由度的总数是 8.另一方面，每一组点到点的对应提

供两个约束，因为对第一幅图像上的每个点\，第二幅图像上点的两个自由度必须对应于被映

射点 Hx;.—个2D 点有两个自由度，即 x 和 y 分量，两者都可以分别指定.换一种说法，点用

一个齐次3 维向量表示，因为尺度因子是任意的,所以它仍只有两个自由度 . 总之，为了完全

约束 H，需要指定四组点对应.

近似解我们会看到如果只给定四组对应，那么可以得到矩阵 H 的精确解.这种解被称

为最小配置解 . 这种解是重要的，因为它们定义了鲁棒估计算法所需子集的大小，如在 4.7 节

中介绍的 RANSAC. 但是，因为点的测量是不精确的（“噪声”），如果给定多于四组的对应，那

么这些对应可能不与任何射影变换完全兼容，因而我们面临的任务是按给定的数据确定“最
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好”的变换.通常这个任务是通过寻找最小化某个代价函数的变换 H 来完成.本章讨论不同

的代价函数以及它们的最小化方法.有两类主要的代价函数:基于最小化代数误差的代价函

数;基于最小化几何的或统计的图像距离的代价函数.这两类代价函数在4.2节中介绍.

黄金标准算法通常存在一种最优的代价函数，其最优的含义是在一定假设下，使代价函

数取最小值的 H 是变换的最好估计.计算该代价函数最小值的算法称为“黄金标准”算法 .

其他算法的结果的优劣依它们与黄金标准算法的比较来判断.在估计两视图之间的单应时，

代价函数是式(4.8)，关于最优性的假设在 4.3 节中给出，而黄金标准是算法 4.3.

4.1 直接线性变换(DLT)算法

我们首先讨论由给定 2D 到 2D 的 四 组 点 对 应 确 定 H 的一种简单的线性算法 . 变

换由方程 x>Hx;给出. 注意这是一个涉及齐次向量的方程;因此3 维向量<和 11*;不相等，

它们有相同的方向，但在大小上可能相差一个非零因子.等式可以用向量叉乘:x;x Hx;=0 表

示.该表示式可推出 H 的一个简单的线性解.

如果把矩阵 H 的第J 行记为f ，那么

Hx;= h2Tx；
、h3Tx。

记 x:= ,那么叉积可以显式地给出如下

7,’h3、- w;h2TV
x；x Hx；= w/h1Tx;-

Xh2TXi -yw
因为在y = 1,2,3时，wTXi =<反都成立，这就给出关于 H 元素的三个方程，并可以写成下列

形式

- 0T -W；xj y：x ] m
w'xj 0T - xlxj h2 =0

- -r；x - oT
(4.1)

这些方程都有 =0的形式，其中\是3 x9的矩阵,h 是由矩阵 H 的元素组成的9维向量
' hx h2 h3

'

h = h2 , H = /i4 hs h6

_ hn h% hg _
式中入是 h 的第 i 个元素.下面给出关于这些方程的三个注释.

(1)A;h =0是未知向量 h 的线性方程.矩阵\的元素是已知点的坐标的二次多项式.

(2)虽然在式(4.1)中有三个方程，但仅有两个是线性独立的（因为第三行在相差一个比

值的意义下由<乘第一行加 y:乘第二行而得到）.因此每组点对应给出关于 H 元素的两个方

程.在解 H 时常省去第三个等式（[Sutherland-63]).从而（为了进一步地参考)方程组变为

rh* A
(4.2)

lh3
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h2 =0
0T -w；x j y；x j

0T _
x:x j (4.3)

h3

它可写成

A;h =0
式中,A;是式(4.3)中的2 x9矩阵.

( 3 )该方程组对点 X:的任何齐次坐标(<，y;，W;)T
成立.我们可以取《；,= 1，此时U'，y;) T

是图像中实际测量得到的坐标.但是，今后会看到其他的选择也行.

求解 H
每组点对应给出关于 H 元素的两个独立的方程.给定四组这样的点对应,便获得方程组

Ah =0,其中 A 是由每组点对应产生的矩阵行\构成的方程组的系数矩阵,h 是 H 未知元素的

向量. 我们只求 h 的非零解，因为我们对平凡解 h =0毫无兴趣.如果采用式(4.1)，那么 A
的维数是12 x9;如果采用式(4.3)，则维数是8 x9.但在两种情况下 A 的秩都是8,因而有一

个1 维零空间，它提供 h 的一个解 .h 的这样一个解只能在相差一个非零因子意义下确定. 但

是，变换矩阵 H —般也仅能确定到相差一个尺度，因此解 h 给出所要求的 H.h 的非零因子可

以通过对范数的要求来任意选择,例如要求 IIh||=1.

4.1.1 超定解

如果给出的点对应多于四组，那么由式(4.3)导出的 A;h =0的方程组是超定的.

如果点的位置是精确的，那么 A 的秩仍然为8并是一维零空间，并且存在精确解 h.如果图像

坐标的测量是不精确的（通常称噪声），情况将不一样——除零解外，超定方程组 Ah =0 不存

在精确解.取代求精确解，我们试图寻找一个近似解，即求使一个适当的代价函数取最小值的

向量 h.那么自然会产生的问题是:应该最小化什么？显然,为避开 h =0的解，需要附加一个

约束.通常附加范数条件，例如||h||=1.范数的值是不重要的，因为 H 仅定义到相差一个尺

度.既然不存在 Ah =0的精确解，很自然会在通常约束||h||=1下最小化范数||Ah||= 1.
这等价于求商 II Ah||/||h||的最小值问题� 如 A5.3 节所示，该解是 AtA 的最小特征值的

(单位)特征向量. 也可以说，该解是对应 A 最小奇异值的单位奇异向量.由此所得到的算法

称为基本 DLT 算法并概括在算法 4.1 中.

目标

给定04组 2D 到 2D 点对应|x

^
x；|，确定 2D 单应矩阵 H 使得 x;= Hx,.

m
(1)根据每组对应 '由式(4.1)计算矩阵 Ap 通常仅需要使用其前两行.

(2)把 n 个2 x9的矩阵 A;组合成一个 2n x 9 的矩阵 A.

(3)求 A 的 SVD(A4.4 节). 对应于最小特征值的单位特征向量便是解 h.具体说，如果 A = UDVT且
D 为对角矩阵具有正对角元素并沿对角线按降序排列，那么 h 是 V 的最后一列.

(4)矩阵 H 由 h 按式(4.2)确定.

算法 4.1 H 的基本 DLT( 参看包含了归一化过程的算法 4.2)
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4.1.2 非齐次解

除把 h 直接作为齐次向量来解以外，另一种方法是把等式(4.3)转成非齐次线性方程组,

即对向量 h 中的某个元素硬性加上\=1 的条件.强加条件\=1 的道理是:既然允许解相差

一个任意因子，当然可以通过选择因子值使得\ =1. 例如,如果把 h 的最后一个元素（它对应

H33 )选为1，那么由式(4.3)推导的结果是

0 0 0 - - x j; y y t .

- y X -

-

切〆i ,
h =x{ w[ 0 0 0

式中，ii 是由 h 的前 8 个元素组成的 8 维向量.把四组对应组合成形如 Mh = b 的矩阵方

程，其中 M 有8列而 b 是8 维向量.该矩阵方程在 M 仅有8行(最小配置解）时可用解线性方

程的标准方法（例如高斯消去法），或在超定方程组时用最小二乘方法（见 A5.1 节）来求

解 h •

但是，如果事实上真正的解是\ =0,那么不存在一个因子*使姑;.= 1.这意味着令\ =1

得不到真解.由于这个原因，如果被选的

'
接近于零，则可以预见此方法会导致不稳定解.因

此，一般不提倡这种方法.

例4.1 本例指出如果 H 把坐标原点映射到无穷远点JlU9 =H33为零.因为(0,0,1)T表示

坐标原点 X。，并且(0，0,1)
T也表示无穷远直线1,该条件可以写成1THX0 =(0,0,1)H(0,0，1 ) T

=
0,从而 H33 =0.在场景平面的透视图像中，无穷远直线被影像为该平面的消影线（见第 8章），

例如地平线是地平面的消影线.地平线过图像中心且坐标原点与图像中心重合的情况并不少

见.在这种情形下，图像到世界平面的映射把原点映射到无穷远直线上,从而真实解为 H33 =
h9 =0. 因此，用/ =1 归一化在实际情况中可能会是严重失误•

4.1.3 退化配置

设用来计算单应的最小配置解的四组点对应中有三点 x,,x2，x3共线.问这种情况是否有

意义？如果对应点 Xl' ，<也共线，那么我们可以怀疑单应不是充分约束的，而且存在把\映

射到 X:的一族单应.另一方面，如果对应点 X;，4，X;不共线，那么显然不存在把 Xi变到 X:的变

换 H，因为射影变换必须保持共线性.但是由式(4.3)导出的八个齐次方程组必然有一个非零

解，因而必然产出一个矩阵 H.这样一个明显的矛盾怎样去解决呢？

方程式(4.3)表示的条件是 i = l ,⋯，4,x;x Hx:=0,因而通过解 8 个方程找到的矩阵 H

将满足这个条件.假定共线而丨是它们所在的直线，即对 i = l ,⋯,3,lTXi =0.现在定

义 IT = x:lT,它是一个秩为1的 3 x 3 矩阵. 可以验证对 i = l ,⋯,3,lTx尸x:(lTX;) =0,因为

lTx,=0.另一方面，11 4 *4 = *:(1、）=以
_
因此，对所有都满足. 注意与 HT

对应的向量 M由 h。=�「，以

'
<17)给出，而且不难验证对所有：该向量都满足式(4.3).

解 H�的问题在于 IT 是秩为1 矩阵因而不能表示一个射影变换.因此，IT x;=0，i =1，2,3 的

点是不适定的.

我们已经证明如果 x,，x2，x3共线，那么 H 4

=<1T
是式(4.1)的一个解.这里有两种情形:

IT是唯一解(相差一尺度因子），或者存在另一个解 H.对第一种情形，因为 H‘是奇异矩阵，
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不存在把每个 x;变到 X:的变换.当 X,,x2，x3共线而 Xl'，X(,<不共线时就发生此种情形.对第

二种情形，有另一解 H存在，从而任何形如 aH *
+)3H的矩阵都是解.因此有一个2参数的变

换族存在，进而推出式(4.3)给出的8 个方程不是独立的.

对于具体的一类变换而言，出现某种配置不能确定唯一解的情形称为退化 . 注意退化的

定义既涉及配置也涉及变换类型.而且退化问题不仅限于最小配置解 . 如果给出的多出来的

(精确的，即无误差的）点对应也共线（在1上），那么退化问题仍没有解决.

4.1.4 由线和其他实体求解

到目前为止以及本章的其余部分，都只讨论由点对应来计算单应 . 然而也可以平行地讨

论由线对应来计算单应.从直线变换 = HT1;出发，可以导出形如 Ah =0的矩阵方程，最小配

置解需要一般位置上的四组线对应 .类似地，单应也可以由二次曲线的对应来计算并依此

类推•

于是就产生计算一个单应(或任何其他关系）需要多少组对应的问题.一般的原则是约

束数必须等于或大于变换的自由度数.例如,2D中每组点或线对应产生关于 H 的两个约束,

3D中每组点或平面对应产生三个约束. 因此在 2D中四组点或线对应就足以计算出 H，因为

单应的自由度数是4 x2 = 8.在3D中一个单应有15 个自由度，则需要五组点对应或五组平面

对应.对于一个平面仿射变换(6dof)仅需要三组对应点或线对应，如此等等 . 一条二次曲线

为 2D单应提供五个约束.

但采用混合类型的对应来计算 H时必须谨慎.例如一个2D单应不能由两组点对应和两

组线对应唯一确定，但能由三组点和一组线或一组点和三组线来唯一确定，即使在每种情形配

置都有 8 个自由度也是如此.三组线和一组点的情形几何上等价于四组点，因为三条线定义

一个三角形而该三角形的顶点唯一地定义三点.我们已经证明一般位置上的四组点对应能唯

一确定一个单应，由此表明三组线和一组点的对应同样能唯一确定一个单应. 类似地，三组点

和一组线的情形等价于四组线，同理一般位置上的四组线（即没有三条线共点）对应也唯一确

定一个单应.但是,如一个简要的示意图（见图4.1)所示，两个点和两条线的情形等价于有四

条线共点的五条直线，或四点共线的五个点.如前节所指出，这种配置是退化的，并且存在把

该两点与两线配置映射到对应的配置的1 个参数的单应族.

图 4.1 点-线配置的几何等价性.两点与两线的配置等价于有四线共点的五条直线，或四

点共线的五个点.

4.2 不同的代价函数

我们现在来介绍为确定 H的超定解而需最小化的若干代价函数，最小化这些函数的方法
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在本章的后面介绍.

4 . 2.1 代数距离

DLT算法最小化范数||Ah||. 向量 e = Ah称为残差向量，并且要最小化的正是该误差向

量的范数.该向量的分量来自产生矩阵 A的行的各点对应 . 每组对应 X,.ex;按式(4.1)或式

(4.3)贡献部分误差向量并积累成总误差向量 £■ 向量 e,被称为关联于点对应和单应

H的代数误差向量 . 该向量的范数是一个标量，称为代数距离：

0T - wlxj y：xl 1
2

W 0T ]

^
g(x；,Hx,)2 =||Ei||

2 = (4.4)

对于任何两个向量 *,和 x2，我们可以用更一般和简洁的写法:

fi

^
aig( Xj,x2) = +a2 其中 B =(a1,a2,d}) = x,xx2

代数距离与几何距离的关系将在 4.2.4节中介绍.

给定对应的集合，向量 e = Ah是整个集合的代数误差向量，由此可见:

Z 心〆 = X || e;||
2
=||Ah||

2
=||e||2

(4.5)

代数距离的概念起源于 Bookstein [ B00kStein79]关于二次曲线匹配的工作 . 其缺点是被

最小化的量没有几何或统计上的意义.正如 Bookstein所指出的,最小化代数距离的解也许不

是直觉所期待的.但是，通过适当选择归一化（如 4.4 节将要讨论的）最小化代数距离的方法

能够给出非常好的结果. 其特殊的优越性在于线性（因而是唯一）解并且计算代价小. 通常

代数距离的解被用作几何或统计代价函数的非线性最小化的起点.非线性最小化给这个解一

个最后的“打磨”.

4.2.2 几何距离

下面我们讨论另一类误差函数，它基于图像上几何距离的测量并最小化图像坐标的测量

值和估计值之差.

记号向量 x表示测量得到的图像坐标点;i表示点的估计值，而i表示点的真值.

单幅图像误差我们首先考虑第一幅图像的测量得到的点非常精确而误差仅出现在第二

幅图像的情形. 显然，大多数实际图像情形不是如此.这种假设比较合理的实例是估计标定

模块或世界平面（其中点的测量精度非常高）与它们的图像之间的射影变换.适宜最小化的

量是转移误差.它是第二幅图像上测量点与(从第一幅图像的对应点5映射得到的）点 H元

之间的欧氏距离. 我们用标记火x，y)表示非齐次点 x 和 y之间的欧氏距离.那么对应集合

的转移误差是

算法要估计的单应是使误差式(4.6)i最小值的单应.

对称转移误差更切合实际的情形是图像测量误差在两幅图像中都发生，从而应该最小

化两幅而不仅是一幅图像的误差.一个较令人满意的误差函数构造法是同时考虑前向变换

( H)和后向变换（H )并把这两种变换对应的几何误差累加. 所得误差为

(4.6)

(4.7)
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式中，第一项是第一幅图像的转移误差，第二项是第二幅图像的转移误差.算法要估计的单应

H 是使式(4.7)取最小值的单应.

4.2.3 重投影误差——两幅图像

对两幅图像中的每幅图像误差做量化的另一种方法是估计每组对应的“校正值”.有人会

问为了得到图像点集的完全匹配而在每幅图像中进行测量校正有多大的必要性. 为此，应将

它与单图像的几何转移误差式(4.6)相对比，其中式(4.6)测量的是校正值:为了得到完全的

匹配点集，有必要在一幅图像(第二幅图像)上对测量进行校正.

现在我们要寻找一个单应和完全匹配的点对元和义以最小化总的误差函数

最小化这个代价函数包括同时确定合以及附加的对应集合和un .这种估计可对诸如世

界平面点的图像对应点的测量建模.我们希望先由 X,+ex;估计世界平面的点元，然后

把它重投影到估计上认为是完全匹配的对应元上.

重投影误差函数与对称误差函数的比较在图 4.2 中给出.在 4.3 节中我们将会看到式

(4.8)与单应和对应的最大似然估计与误差函数相关.

X；= H X,. V i (4.8)s.t.

H

H 1

图1 图2

H >
图2图1

图 4.2 对称转移误差（上图）和重投影误差(下图）在估计单应时的比较.点 x 和 X'是测量得

到（有噪声）的点.根据估计的单应，点 x'和 Hx 不完全对应（点 x 和 H

^
x'也不完全对应).但

估计的点S和却通过S'= H S完全对应.令 d( X,y)表示 X 和 y 的欧氏图像距离，则对称转移

误差是火 x,H - V)
2
+ d(x\Hx)2;重投影误差是 d( x，幻2 + d( x' ,x' ) 2.

4.2.4 几何和代数距离的比较

我们回到误差仅出现在第二幅图像的情形 � 令<=(*;,y;,<)
T
并定义向量(g，％,f ) T

=

x：=m.用此标记，式(4.3)的左边变成

f y»:9:
A - h = S i =

该向量是关于点对应和摄像机映射 H 的代数误差向量.因此，

<^aig ( x；,x；) 2 = ( ylw'i - w[y'i) 2 + ( w'x, - x'iw'i )1
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而点 x;和的几何距离是

d(x；,i；)=((x；/w；-x/w；) 2 + ( y；/w；- y；/ w；) 2 ) l/2

= d a l g ( x；,x i ) /w；w；
因此，几何距离与代数距离相关，但不相等 . 然而应注意，如果M = w \ = 1，那么两个距离

相等.

我们总可以假定 wi = l ,因而把 x;表示成常用的形式 xi = ( Xi 对于一类重要的2D

单应，W的值也总是 1.2D仿射变换用表示为式(2.10)形式的矩阵表示为
'hn hl2 hl3'

HA = h2l h22 h-^
(4.9)

L 0 0 1 」

我们可以从& = H&直接验证:若 =1，则<'=1.这表明在仿射变换下，几何距离和代数距离

相等 .DLT算法很容易做到强制 H的最后一行为（0,0,1)(通过令 /

^
=心 =0)这个条件.因

此，对于仿射变换，最小化几何距离可以用基于代数距离的线性 DLT算法.

4.2.5 重投影误差的几何解释

两平面之间的单应估计可以视为用4D空间 IR4中用“曲面”来拟合点.每对图像点对 x，
x'定义测量空间 IR4的一个点，记作X，其坐标由 x，x'的非齐次坐标拼成 . 对一个给定的单应

H,满足 X'x Hx =0的图像对应 X0X'定义了IR4中的一个代数族V„e,它是两个二次超曲面的

交集.该曲面之所以在 IR4中是二次的，因为式(4.1)的每一行是关于mz'，〆的二次多项

式 .H中的元素确定多项式的每一项的系数，因而 H定义了一个具体的二次曲面.式(4.1)的

两个独立的方程定义了两个这样的二次曲面.

给定m4
中的点\ =(

^
，

^
;,7,')

'
估计一个单应的任务变成寻找通过（或几乎通过）点

X;的族任务.当然,一般不可能精确地与一个族拟合.因此，令族 VH为对应于变换 H的

某个族，而对每一点X，令丈 =(毛,m')
T
为在族匕上最靠近 X;的点.可以立即看到：

II xi -交i |j 2 = (*i -*i )
2 + ( r；-y；) 2 + ( x i - x' ) 2 + ( y l - y'i ) 2

= d( x1
. , i i ) 2 + r f ( x；, x；) 2

因此，在 IR4中的几何距离等价于在两幅图像中的重投影误差,而求族 VH*其上的点文，这些

点到测量点X,距离的平方和为最小，等价于求单应 ft 和最小化重投影误差函数式(4.8)的估

计点先和元'.

^在 vH上离测量点X最近的点i，x 和:it 之间的连线垂直于 V„ax的切平面.因此

d( xi,xi)
2
+d(x；,x；)2 =dx(Xi,V„)2

式中，七（XHVH)是点X到族 VH的垂直距离.从下文由二次曲线拟合模拟的讨论，我们将看

到，从X到 VH这样的垂直线可能多于一条.

距离

^^
(XMVH)在 IR4中的刚性变换下不变，这里包含每幅图像的坐标(*，y)

T
，（*'，y')

T

单独进行刚性变换的特殊情况.关于这点将在4.4.3 节中再讨论.

© 代数族是定义在中的一个或多个多元多项式的公共零点集.
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二次曲线模拟在做进一步讨论之前，我们先示意性地描述一种比较容易而直观的模拟

估计问题.即用二次曲线拟合 2D 点的问题，它处于直线拟合（没有曲率，太简单）和单应拟合

(四维，并具有非零曲率）的中间位置•

考察用二次曲线拟合平面上 n >5个点(«)
T
并且使基于几何距离的误差最小.这些点

可以视为的“对应”.其转移距离和重投影(垂直)距离在图 4.3 中说明. 从图中清楚地

看到<小于或等于转移误差.

图 4.3 —条二次曲线可以由一组 2D点通过最小化“对称转移误差” 或垂直距离勾的平方

和来估计.转移误差模拟是考虑*是精确的,只测量沿y 方向到二次曲线的距离<,类似地测量

对点 a 而 言,显 然 勾 且 心( d y . 而且勾比

^
和<更稳定，如图中点 b 所示，其中<无法定义.

点 x 到二次曲线 C 的代数距离定义为 dalg( x,C)2 = XTCx.C 的一个线性解可以由最小化

1、(*，(：）2并在(：适当归一化后得到.点bj)到二次曲线 C 的垂直距离没有线性表示，因为

过 IR2中的每一点最多有4条线垂直于 C.可以由四次方程的根求此解.但是，函数<(x，C)可
以定义为二次曲线和点之间的最短距离的解.这样，二次曲线可以通过在 C 的五个参数上最

小化I：A(x,C)2来估计，虽然它不能由线性解得到. 给定二次曲线 C 和测量点 X，求校正点i
就是选择 C 上最近的点.

再回到单应的估计问题.在仿射变换时，该代数族是两张超平面的交，即它是一个2维的

线性子空间.这是由于仿射矩阵的式(4.9)形式:对 x'= HAx，它给出 x ,x' ,y 之间的一个线性

约束和 x ,x' ,y 之间的另一个约束，每个约束定义 IR4中的一个超平面.此情形的一个模拟是

用直线拟合平面上的点.在这两种情形中，关系（仿射变换或直线）都可以通过最小化点到代

数族的垂直距离来估计.在下一节中可以看到这两种情形都存在一个闭合解.

4.2.6 Sampson 误差

几何误差式 ( 4. 8 )的性质相当复杂，而且它的最小化需要同时估计单应矩阵和点 � 这

种非线性估计问题将在 4. 5 节做进一步讨论.其复杂性与代数误差最小化式 ( 4. 4 )的简单性

形成鲜明对比 - 4.2. 5 节对几何误差的几何解释引向另一种代价函数，其复杂性介于代数和几

何代价函数之间，但非常近似于几何误差 .该代价函数把称为 Sampson 误差，因为 Sampon
[ Sampson- 82]曾把它用于二次曲线的拟合.

如 4. 2. 5 节所介绍，最小化几何误差||X -i||2的向量S是族 VH上最接近测量点 X 的
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点.由于代数族匕的非线性本质，点 X 不能直接估计，必须通过迭代.Sampson 误差函数的思

想是估计点&的一阶近似，假定代价函数在被估计点附近有很好的线性近似 . 下面我们将直

接讨论相关的2D 单应估计问题，但本质上可以把它不加改变地应用到本书讨论的其他估计

问题.

对给定的单应 H，任何在 FH上的点X = 足等式(4.3)或 Ah =0.为了突出

代价函数对X的相关性，我们把它写SCH(X) =0，CH(X)在此表示一个2维向量.这个代价

函数可以用下列 Taylor 展开式来一阶逼近

C„( X + 8x ) = C„ ( X ) + (4. 10 )

如果我们记8X = X -X 并希望x 在族 vH上，使得 cH(x) =0,便得到 cH(x) +( acH/ax)sx =0,
此后我们把它记成 J8X = - e,其中 J 是偏导数矩阵，e 是与 X 相关的代价函数4(叉）. 我们面

临的最小化问题是求满足此方程的最小 8X ,BP
• 求在满足 J8X = -e 条件下使 || Sx || 取最小值的向量 8,.
求解此类问题的标准方法是使用拉格朗日乘子.引人拉格朗日乘子向量 X 后，问题就转

化为最小化 SlK - 2JiT(J8x + e),其中添加因子2 仅仅是为了方便. 对心求导并使它等于

零，得：

28l -2A.TJ = 0T

从而得到 8X =JTX�对入求导则给出 J8X + E = 0 ,即原来的约束.消去 8#
JJTX = -e

对入求解得 x = -(xTr

^
，最后得

8X = (4.11)

和X =X + 8X
.范数||Sx||

2
是 Sampson 误差

(4.12)

例 4.2 二次曲线的 Sampson 近似

我们来计算图 4.3 所示的点 X 和二次曲线 C 之间的几何距离<(x,C)的 Sampson 近似.

在这种情况下，二次曲线的代数族 h由等式 xTCx =0定义,x = (*,y) T
是一个 2 维向量，e =

xTCx是标量，而 J 是1 x2矩阵：

a( xTCx) a( xTCx)
dx d y

这意味着 JJT是标量 .J 的元素用复合函数求导规则计算，BP
a(xTCx) a(xTCx) sx _

dx dx

其中（Cx);表示 3 维向量 Cx的第 i个元素.由式(4.12)推出

eTee =F =

2XTC(1,0,0 ) T = 2( CX) ,
dx

(xTCx)2d\= HSJI^E^JJ7) -1

4((Cx)? +(Cx)

^
)

几点注解

(1)2D单应估计中的X = Uj〆，〆）
1
，其中2D测量是 x =(ml)

T和 x、{ x' ,y\\)\
(2沁=4(叉)是代数误差向量\[1(一个2维向量），而

'
在式(4.3)中定义.

(3)J = 3CH(X)/dX是一个2 x4的矩阵.例如
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Jn = d ( - co -xjh2 + y -xjh3 ) /3x = - w:h21 + y -h31 .

(4)注意式(4.12)与代数误差||e||= eTe 的相似性.Sampson 误差可以解释成 Mahali
bis 范数|>||�1(见泣 1).

(5)我们也可以采用式(4.1)来定义 A，其中 J 的维数是3 X4 而 e是一个3 维的向量.但

是，Sampson 误差以及其后的解 8X—般与使用式(4.1)或使用式(4.3)无关.

这里推导的 Sampson 误差式(4.12)是针对单组对应点的.把它应用于由若干点对应 x

^
x；来

估计一个2D 单应 H 时，所有点对应点的误差必须相加,得到：

式中,e 和 J 都与 H 有关.为了估计 H，这

^
公式必须在 H 的所有值上最小化.这是一个简单

的最小化问题，其中变量参数集仅由 H 的元素（或其他某种参数化)组成.

Sampson 误差的推导假定每点有各向同性（圆）误差分布，在每幅图像中都如此.适合更

一般高斯误差分布的公式在本章末的练习中给出.
线性代价函数

代数误差向量 CH(X) = A(X)h 对 X 的元素具有典型多重线性.但是，当 A(X)h 是线性

的情况对其自身很有意义.首先要指出的是在这种情况下由式(4.10)Taylor 展开式给出的几

何误差的一阶近似是精确的（更高阶为零），它表明 Sampson 误差等同于几何误差.

另外，由一组线性方程 CH(X) =0定义的代数族 VHSH 的超平面.从而，求 H 的问题现

在变成超平面拟合的问题——在由 H 参数化的超平面中求与数据 X;拟合最好的超平面.

作为这种思想的一个例子，我们在本章末的练习中推导用于仿射变换的一种线性算法，它

最小化几何误差式(4.8).

(4.13)D
丄

4.2.7 另一种几何解释

4.2.5 节指岀求把一个点集 x,映射到另一个点集 x:的单应等价于用一种给定类型的代数

族去拟合 IR4中的一个点集的问题.我们现在给出一种不同的解释，其中所有测量的集合表示

成测量空间 IR"中的一个点.

我们所考虑的估计问题都能套入一个公共的框架 . 在抽象的术语中，估计问题包含下列

两个成分•

• 一个由测量向量 X 组成的测置空间 IR'• 一个模型,在抽象术语中，该模型视为 IR"中点的一个子集 S.在此子集内的一个测量向

量 X 称为满足此模型.通常，满足此模型的子空间是一个子流形或11

^
中的代数族.

现在，给定 IR"中的一个测量向量 X，估计问题就是求一个离 X 最近并满足该模型的向

量 X.
我们来说明2D 单应估计问题如何套人上述框架.

双图像误差令|x;ex,U = l,
图像上各有

^
个点，而每点有两个坐标 . 那么该匹配点集表示中的一个点，其中 yv =4n.

由两幅图像上所有匹配点的坐标组成的向量将用x 来标记.

当然，并不是所有点对 x.ox;的集合都通过一个单应 H 相关联.对于一个射影变换 H 只

有对所有 i 都满足<= HX'的点对应集合 I x,exn 才组成 IRW中满足该模型的子集 .一般，该

为被测量匹配点的集合.总计有个测量值:两幅n，
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m第4章估计一2D射彩变换

点集组成 IR"中某维数的子流形 S(事实上是代数族）. 该子流形维数等于用来参数化该流形

的最少参数.

我们可以在第一幅图像中任意选择 n个点紅同时单应 H也可以任意选择.一旦选定，

在第二幅图像中的点由免 = Hx

^
确定. 因此，可选的点由2n +8 个参数的集合来确定:点免的

2n 个坐标，加上变换 H的8 个独立参数（自由度).因此，子流形 SCIRW的 维 数 是 + 8，而余

维数是 2n -8.
给定对应于 IR"中点X的测量点对应| 和 S上的估计点夭 e IR

'
容易验证

II x - x || 2 = m) 2 + d(«y .
因此，在 IRW中找 S上离 X最近的点S等价f最小$由式(4.8)给出的代价函数.要估计的

正确点对应元㈠元是中最靠近曲面的点灸一旦义已知，H就可算出.

单图像误差对于单图像误差的情形其对应集合为彳 !.点孓假定是精确的� 用 x;的
非齐次坐标组成测量向量 X.因此，此时的测量空间的维数是 7V =2n.向量i由精确的点的映

射|H&，Hi2，⋯，HiJ的非齐次坐标组成.当 H在整个单应矩阵集上变化时，满足模型的测

量向量集是集合i同时该子空间也是一个代数族.它的维数是8,等于单应矩阵 H的自由度

的总数. 如前面一样，余维数是2n -8.可以验证

IIX - X II
2
=

因此，求 S上到测量向量 X最近的点等价于最小化代价函数式(4.6).

4.3 统计代价函数和最大似然估计

4.2节中考虑的各种代价函数都与一幅图像中被估计的和被测量的点之间的几何距离有

关.我们现在对使用这种代价函数的合理性做评估，然后通过考虑一幅图像中点测量的误差

统计广义化.

为了获得 H的一个最好(最优)估计，有必要有一个测量误差（噪声)模型.这里假定在没

有测量误差时，真正的点准确满足一个单应变换，即:& = Hi. 通常假定图像坐标的测量误差

遵循高斯(或正态）概率分布.当然这个假设一般确实没有被验证，而且也未考虑测量数据中

野值(严重有误的测量）的存在.检测并消去野值的方法将在后面的4.7 节中讨论.一旦野值

被消去，高斯误差模型的假设变得更站得住脚，尽管仍没有严格验证.因此，从现在起我们假

定图像测量误差遵循零平均各向同性高斯分布.该分布在 A2.1 节介绍.

具体地说,我们假定每一幅图像坐标都具有零均值和均匀标准方差(7的高斯噪声.这意

味着 * =i+ A*，其中服从方差(T
2的高斯分布.如果进一步假设每次测量的噪声是相互独

立的，那么，若点的真值是则每个测量点 x的概率密度函数(PDF)是：

(4.14)

单图像误差首先考虑误差仅出现在第二幅图像的情形 . 因为假定每点的误差是独立分

布的,获得点对应集的概率就是它们单个 PDF的乘积.从而，受噪声干扰的数据的

PDF是：
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二 n(

^
b)(

符号 pr( jx;||H)解释为给定真实单应 H 时获得测量 U:1 的概率.该对应集合的对数似

Pr(|x；||H) (4.15)

然为

= ~

^
d(X：

单应的最大似然（ML)估计 ft 最大化这个对数似然，即最小化：

^^( x^Hx；) 2

因此,ML 估计等价于最小化几何误差函i式(4.6).

双图像误差如果对应集真值是 ，那么与上面的推导类似,受噪声干扰的

数据的 PDF 是

,Hx,)2 + 常数logPr(x；|H)

Pr( { x, , X；} | H , j ^ ( ) = 11(^)«'(，(<1，"1!，2+<，<^^> 2，/(^
这里额外的复杂性是我们必须寻找“校正过”的图像测量，它们担任真值测量（上面的报）的

角色.因此，射影变换 H 和对应 j 的 ML 估计是求最小化

X d( x i^i ) 2 + dix'^ x', ) 2

的 单 应 6和 校 正 对 应 且

^
=合红注意在这种情形，ML 估计等同于最小化重投影误

差函数式(4.8).
Mahalanobis 距离在一般高斯分布的情形，可以假定测量向量 X 满足一个具有协方差

矩阵S的高斯分布函数.上面的情况等价于协方差矩阵是单位矩阵的倍数.

最大化对数似然则等价于最4纟_化 Mahalanobis 距离（见 A2J 节）
|| X - X || 2

S = ( X - X ) T X - 1 ( X - X ) .

当每幅图像都有误差并假定一幅图像中的误差与另一幅图像中的误差是独立的时，合适的代

价函数是

I IX -XIII + IIX X I I 2
r

式中，I:和Z '是两幅图像的测量的协方差矩阵 •

最后,如果我们假定所有点\和 X;的误差是独立的，并分别具有协方差矩阵1：;和那么

上面的表达式展开为

III X；- X；II 2
Si +I II X；- X；II I；

这个方程允许用于非各向同性的协方差矩阵，在用两非垂直线的相交来计算点的位置时会岀

现这种情况.在已知一幅图像中的点是精确的而误差仅发生在另一幅图像时，式(4.16)中的

两个累加项中的一项消失.

(4.16)

4.4 变换不变性和归一化

我们现在来讨论 4.1 节介绍的 DLT 算法的性质和性能并把它与最小化几何误差的算法

做比较.第一个议题是算法关于图像坐标的不同选择的不变性问题.显然，我们希望一个算

法的结果不依赖于图像坐标系的原点、尺度甚至定向的选择.
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4.4.1 图像坐标变换的不变性

图像坐标的原点有时设在图像的左上角，有时设在中心.它是否会使变换的计算结果产

生差别呢？类似地，如果图像坐标轴上的单位乘上某个常数因子，是否也会改变算法的结果

呢？更一般地，在什么程度上用于估计单应的最小化代价函数的算法结果依赖于图像中坐标

的选择呢？例如,假定在算法运行之前，图像坐标由某个相似、仿射甚至射影变换进行了变换，

其结果会不会有实质性改变呢？
正式地说，假定一幅图像的坐标 x 被 f =Tx 替代，而另一幅图像的坐标 x'被 P =T'x'替

代，其中 T 和 T'是3 x 3单应.把它们代入等式 x'= HX，我们得到 x

^
THT 1

由此推出

H d'HT - 1是点对应 iP的变换矩阵.因此，求把 x;映射到 x滟变换的另一种方法是：

(1)根据公式 t =Tx,.和[卜

^̂
变换图像坐标.

(2)由 对 应 &求 变 换 H .
( 3 )，H = T' - 1 H T.

把由此得到的变换矩阵 H 应用于原始未变换的点对应 x,

^
x；.如何选择变换 T 和T暂不

做具体说明.现在要决定的是这算法给出的结果是否与所用的变换 T 和T'无关.理想的情形

是 T 和 T'应该至少是相似变换，因为图像坐标系的尺度、定向或原点的不同选择应该本质上

不影响算法的结果.

在下面的几节中，我们将证明最小化几何误差的算法关于相似变换不变. 但不幸的是

4.1 节 DLT 算法的结果却不是相似变换不变的 . 补救办法是在应用 DLT 算法之前对数据进

行归一化变换.归一化变换将消除由任意选取图像坐标系的原点和尺度所产生的影响，这就

意味着组合算法对图像的相似变换不变.合适的归一化变换将在以后讨论.

4.4.2 DLT 算法的非不变性

考 虑 对 的 集 合 和 由 DLT 应用于该对应点集合所求得的矩阵 H. 再考虑相关的对

应 P集 合，其 中 [

^
卩 仏 并 定 义 豆 =rHT -'.依据 4.4.1 节，这里要决定

的问题是：

�将 DLT 算法应用于对应集 i
^

P会得到变换吗？

我们将使用如下记号:矩阵 A;是由点对应 X,

^
x;导出的 pLT 方程的矩阵式(4.3)，而 A 是

由\组成的2

^
x9 矩阵.类似地，由对应泛of定 义 矩 阵 其 中 i =Tx;，W =T'i;，T 和

T'为射影变换.

结论 4 . 3 令 T'为具有缩放因子 s 的相似变换,T 为任意的射影变换.此外，假设 H 是任

何 2D 单应并定义 S = T,HT - 1 . 那么|| ||= s || Ah||，其中 h 和 S 为 H 和 fi 的元素组

成的向量.

证明定义向量 ei = x:xHXi.注意 A;h 是由前两个元素组成的向量 . 类似地，e:定义

为变换量 e；= x；x Hx；. 做如下计算：

e；= x；x Hx .

^
TXxCT

^
T -

^
Tx；

= T

^
；x T

^
x；=r *(x；xHx;)

=r * e;
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其中 T'�是 T'的余因子矩阵，而倒数第二个等式由引理 A4.2 得到.对于一个一般的变换 T，
误差向量 A;h 和 (即 &和前两个元素）不是简单的关联. 但是，在 T'是相似变换的特

s R t
殊情形，我们得到 T'= ，其中 R 是旋转矩阵，t 是一个位移,s 是缩放因子. 在此情况

0
丁

1

R 0
- tTR 5

• 把 作 用 于 Ei的前两个分量，可以看到下，我们看到 T'* =
'

A;h = ( efl , e a ) T = iR ( e,, = sRA,h
因为旋转不影响向量范数，故 II II ||Ah||，得证.该结论可以用代数误差来表示成：

这样一来，不计常数因子，Hfq ii 之间存在给出相同误差的一一对应.因此，从表

^
上

看，最小化代数误差的矩阵 H 和 由 公 式 fi sT'HT - 1相关联，从而 H 可以由乘积 T'-1 HT
恢复. 然而这结论是错误的.理由是:虽然$样定义的 H 和 H @出同样的误差 e，但是对解

施加的约束条件||H||=1 不等价于条件||fi||= 1.||H||和||S||并不以任何简单的方式

相关联.因此，在 H 和 fi 之间不存在给出同样的误差 �并同时满足约束||H||=||H||=1

的一一对应.具体地说，

最小化[0:，Hx;)2 并满足||H||=1

最 小 化 （ i；, H ij2
并满足||H||=1

饫最小化各 （U D 2
并满足 j| fi j| =1

因此，该变换方法给出计算得i的变换矩阵的不同的解 . 这是 DLT 算法相当不遂人愿的

特征，它的结果随坐标甚至仅仅坐标原点的改变而改变 . 但是，如果使范数||Ah||最小化的

约束在变换下不变，那么被计算的矩阵 H 和 fi 可以按正确方式相关联 . 使 H 为变换不变量

的最小化条件的例子在本章末的练习中给出.

4.4.3 几何误差的不变性

现在来证明为求 H 而最小化的几何误差在相似（尺度变化的欧氏）变换下是不变的.如

前面一样，考虑一组点对应 XeX'和一个变换矩阵 H.同时定义相关的对应集合 iei'，其中

i = Tx 和 i ' = T'x%并令 fi = rHT '.假定 T 和r表示 IP2
中的欧氏变换.可以验证

\ ) = rf ( T,x,
, T,HT - ' Tx ) = d ( T x' ,V H x ) = d ( x' , H x )

最后一个等式成立的理由是欧氏距离在如 T'一样的欧氏变换下不变.这表明如果 H 最小化

对应集的几何误差，那么 fi 最小化变换后的对应集的几何误差，因此，在欧氏变换下最小化

几何误差不变.

在相似变换下,几何误差被乘以变换的缩放因子,从而最小化变换的对应方式与欧氏变换

相同.所以最小化几何误差在相似变换下不变.

4.4.4 归一化变换

如 4.4.2 节所指出，用于计算 2D 单应的 DLT 算法的结果与点的坐标系有关. 事实上其
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结果在图像的相似变换下不是不变的.这就提出一个问题:在计算 2D单应时是否有某些坐

标系以某种方式优于其他的坐标系呢？对此问题的回答是绝对肯定的.本节将介绍一种数据

归一化的方法，它包括图像坐标的平移和尺度缩放.归一化必须在实施 DLT之前进行.之后

再对结果进行适当的校正就能得到关于原坐标系的 H.

数据归一化不仅提高了结果的精度,它还提供第二个好处，即对初始数据归一化的算法将

对任何尺度缩放和坐标原点的选择不变，原因是归一化步骤通过为测量数据选择有效的标准

坐标系，预先消除了坐标变换的影响.因此，由于代数最小化在一个固定的标准坐标系中进

行,因而,DLT算法实际上关于相似变换不变.

各向同性缩放归一化的第一步是对每幅图像中的坐标进行平移（每幅图像的平移不

同）使点集的形心移至原点.其次对坐标系进行缩放使得点 * =(*，7,�；)
7
中的 *,7和有一

样的平均大小.对坐标方向，我们选择各向同性的,而不是不同的缩放因子，使一个点的*,y

坐标等量缩放.最后，我们选择缩放因子使点 x到原点的平均距离等于VI 这意味着“平均”

点为（1,1,1 )T.概括起来，变换如下进行：

(1)对点进行平移使其形心位于原点•

(2)对点进行缩放使它们到原点的平均距离等于及.

(3)对两幅图像独立进行上述变换.

为什么归一化是必要的？具有数据归一化 DLT算法推荐的版本在算法 4.2 中给出 . 我

们现在将说明为什么此具有数据归一化的 DLT算法应该比基本的 DLT算法 4.1 优先使用.

请注意，归一化在数值计算文献中也被称为预条件处理.

算法 4.1 中的 DLT方法使用A = UDVT的 SVD获得超定方程组 Ah =0 的一个解.这些方

程没有一个确切的解（因为噪声数据的2�x9 矩阵不会有秩 8)，但由 V的最后一行给定的向

量 h提供的解最小化||Ah||(约束||h||=1).此等价于求在 Frobenius范数意义下最接近 A

的一个秩8的矩阵而得到的 h是 Ah =0 的精确解 . 矩阵 A由又 = u6vT给出，其中是最

小奇异值设为零的 D.矩阵i具有秩8并在 Frobenius范数意义下最小化与 A的差，因为

II A - A||f = II UDVT - UDVT II f = II D - D II F

式中，II • II Frobenius范数，即所有元素平方和的均方根.

没有归一化的典型图像点\,<的量级为（

^
7，《；)

1
=(100,100,1)

1
，即

^
;

^
远远大于《;.

在A中a',町' ，:K〆将在104 量级，元素咖' 等在102 量级，而元素 '将会是单位1� 用

A替代 A意味着某些元素被增加而其他的被减少，使得它们变化差的平方和被最小化（并且

得到的矩阵具有秩 8).但是,关键点是把项 urn；'增加100 意味着图像点的巨大变化，把项

增加100 仅意味着一个小的变化.这就是为什么在 A中的所有元素具有类似大小的理由以及

为什么归一化是非常重要的.

归一化效应与 DLT方程组的条件数相关，或精确地说是方程矩阵 A的第一和倒数第二奇

异值的比率这方面更详细的研究在[ Hartley-97c ]中.现在，可以说对于精确的数据

和无限精度算术结果将独立于归一化变换.然而,存在噪声时解会偏离正确的结果.一个大

条件数的效果是放大这种偏离.即使是无限的精度算术这是真的——这不是一个舍人误差的

影响.

数据归一化 DLT算法对结果的影响在图 4.4 中用图示的方法给出.由此得出结论:数据
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归一化的结果明显较好.选择这个例子的目的是使结果更直观.然而，在点对应数目更多并

且点分布更广时这种明显的优势仍然保留.为此我们强调：
• 数据归一化在 DLT 算法中是实质性的，一定不要视它为可有可无的.
数据归一化对于条件数不太好的问题——例如基本矩阵和三焦点张量的 DLT 计算，变得

尤为重要.这些在后续的章节中讨论.

m
给定�3=4 组 2D 到 2D 的点对应|x

^
x；|，确定2D 单应矩阵 H 使得 x:= Hx;.

m
(1)归一化 x:计算一个只包括位移和缩放的相似变换 T，将点变到新的点集孓,使得点孓的形心

位于原点(0,0)T,并且它们到原点的平均距离是在.

(2)归一化 x':针对第二幅图像上的点，类似地计算一个相似变换 T',将点 X;变换到

(3)DLT:将算法 4.1 应 用 于 对 应 求 得 单 应 H •

(4)解除归一化:SHsT'-1 fiT.

算法 4.2 求 2D 单应的归一化的 DLT

⑻ (b)

图4.4 Monte Carlo 模拟（见5.3 节 2D 单应的计算）的结果 .5 点集（用大十字架表示）用于计算

2D 单应 .5 个点都分别（在无噪声的情况中）映射到具有同样坐标的点，使得 H 是恒等映射.现在

做100次试验，每次试验让每幅图像的每点加 0.1 像素的髙斯噪声 .（为便于参照，大的十字架跨

了4 像素）用 DLT 算法算出的映射 H 把一个较远的点变换到第二幅图像.该点的100次投射用小

十字架给出并且把它们的散布矩阵计算出来的95%的结果的椭圆也给出.（a)数据没有归一化的

结果,（b)归一化的结果.最左和最右的参考点（未归一化）的坐标为（130，108)

^
(170,108).

非各向同性缩放可以采用其他的缩放方法.在非各向同性缩放中，点的形心和前面一

样平移到原点. 经平移后点在原点附近形成云.然后进行坐标尺度缩放使该点集的两主矩都

等于 1.这样使该点集形成以原点为中心,半径为1的近似的对称圆云 •[Hartley-97a]中的实

验结果指岀非各向同性缩放增加了额外的开销，结果并不比各向同性缩放有显著提髙.

在缩放中的另一种变异在[ muehlich-98]讨论，基于统计估计量的偏差和方差分析.在那

篇论文中，观察到 A 中的一些列不受噪声影响.这适用于在式(4.3)的第三和第六列，对应元

素 = 因此 A 中无误差的元素在求又中应该不被变化,A 的最近的秩差异逼近.一种被

称为总最小二乘——固定列的方法被用来找到最佳的解.[muehlich-98]报告用于估计基本矩

阵(见第11 章）时与非各向同性缩放相比，结果略有改善.
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无穷远附近的点的缩放考虑无穷远平面和图像间的单应估计.如果观察方向足够倾

斜，那么平面上很远的点在图像上仍可看到——如果地平线可视，即使点在无穷远（消影点）
也可以看到.此时取形心为原点来归一化无穷远平面点的坐标是无意义的，因为该形心的坐

标可能很大或无定义.对于这种情形的一种归一化方法在 4.9.2 节的练习（3)中加以考虑.

4.5 迭代最小化方法

本节介绍 4.2 节和4.3 节中推导的各种几何代价函数的最小化方法. 最小化这样的代价

函数需要使用迭代技术.这是不幸的，因为迭代技术与诸如归一化 DLT 算法 4.2 节的线性算

法相比有某些缺点：

(1)它们比较慢.

(2)它们一般在开始迭代时需要一个初始估计.

(3)它们有不收敛、或收敛到局部最小而不是全局最小的风险.

(4)选择迭代停止的标准可能是非常有技巧的.

总而言之,迭代技术通常需要更仔细地操作.

迭代最小化技术一般由五步组成：

(1)代价函数代价函数是最小化的基础.各种可能的代价函数已在 4.2 节中讨论.

(2)参数化把要计算的变换(或其他实体)表示成有限数目的参数. 一般并不要求它是

最小参数集，事实上超参数化常有优越性 .（见下面的讨论）

(3)函数确定必须确定一个用参数集描述的代价函数.

(4)初始化计算一个适当的初始参数估计.一般将由一个线性算法（例如 DLT 算法)来

实现.

(5)迭代由初始解开始，在迭代中逐步修正参数以达到最小化代价函数的目的.

关于参数化

一个给定的代价函数通常有若干种参数化选择. 指导参数化的一般策略是选择能覆盖最

小化的整个空间并能用一种方便的方式来计算代价函数. 例如 H 可以用9 个参数来参数

化——它是超参数化的，因为实际上它仅有8 个自由度（全局尺度无关紧要）.一个最小参数

化（即等于自由度的参数数)仅包括8个参数.

一般这种类型的最小化问题采用超参数化似乎不会产生坏影响，只要对于所有选择的参

数，对应的目标是所要求的类型.特别对于齐次目标，如在这里碰到的3 x3 的射影矩阵，通常

没有必要或不鼓励消除尺度因子的多义性而采用最小参数化.

理由如下:不必要采用最小参数化是因为一个性能好的非线性最小化算法会“注意”不在

冗余方向（例如矩阵缩放方向）移动 .Gill 和 Murray[Gill-78]中所介绍的算法是 Gauss- Newton
方法的改进，它有丢弃参数冗余组合的有效策略.类似地,Levenberg- Marquardt 算法（见 A6.2
节)也能轻松地处理冗余参数化问题. 我们不推荐使用最小参数化方法，经验证明使用最小化

参数会使代价函数曲面变得更复杂.因而，程序在局部最小处停止不前的可能性更大.

选择参数化的另一个考虑是限制变换为一个具体的类型. 例如，假定已知 H 是透视，那

么如 A7.2 节所介绍它可以参数化为
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(从 -1)汔
式中,M 是标量，而 V 和 a 是3 维向量.一个透视有5个自由度，对应于标量M 以及 v 和a 的方

向. 如果用 H 的9个矩阵元素来参数化，那么估计出来的 H 不太可能正好是一个透视 . 但是

如果 H 由M，v,a 来参数化(共7个参数），那么估计出来的 H 保证是一个透视.该参数化与透

视一致（它也是超参数化的）.在以后的章节中我们将会回过来讨论一致、局部、最小化和超参

数化问题.此问题还在附录 A6.9 进一步讨论.

函数确定

在4.2.7 节中我们看到一般类型的估计问题与包含模型曲面 S 的测量空间 1RN有关. 给

定了一个测量 X e IR

'
估计的任务是求在 S 上离 X 最近的点免在 IRW上加上非均匀高斯误

差分布时，“最近”这个词解释成按 Mahalanobis 距离上的最近.迭代最小化方法将用这个估计

模型来描述.在参数拟合的迭代估计中，模型曲面 S 被局部参数化，而且允许参数变化以便最

小化与测量点的距离.更具体地说，

(1)有一个协方差矩阵为Z的测量向最 X E IR
'(2)—组参数被表达成一个向量 P E IR'(3)定义一个映射/:IRM—IR" 此映射的值域（至少局部地）是 IRW中表示容许测量集的

模型曲面 S.
(4)要最小化的代价函数是 Mahalanobis 距离的平方

||X -/(P) || 2
S =(X -/(P))TI - 1(X -/(P)).

事实上,我们希望寻找一组参数 P 使/(P) = X,或（不成功时)使/(P)在 Mahalanobis 距离

意义下尽可能接近 X. 当最小化代价函数属于此类型时，Levenberg- Marquardt 算法是最小化

迭代的一般工具.现在来讨论如何把本章介绍的各种不同类型的代价函数规范为上述模式.

单图像误差这里，我们固定第一幅图像中的点\，并变化 H 以最小化代价函数式

(4.6),即

H = I +

x ; ) 2.

测量向量 X 由点 X:的 2n 个非齐次坐标k成.我们可以选单应矩阵 H 的元素组成的向量 h 作

为参数. 函数/定义为

/: h (̂ HXl , Hx2，-,Hx„ )
这里和在下面的方程中的 Hx,都是非齐次坐标.可以验证 || X -/( h)||2等于式(4.6 ) .

对称传递误差在对称代价函数式 (4. 7 )

X^x^H -'x：) 2 + d( x：, HXi ) 2

中测量向量 X 为由点 Xi的非齐次坐标组成的如维向量.与上面一样,参数向量是由 H 的元

素组成的向量 h. 函数/由下式定义

/jhh^H -y，…，H -y , HXl ，…，HxJ .

如前面一样，我们发现||X -/(h)||2
等于式(4.7).

重投影误差最小化代价函数式(4.8)比较复杂.其困难在于要求同时最小化点元的所

有选择和变换矩阵 H 的元素 . 如果点对应太多，它会变成一个非常庞大的最小化问题 . 该问

题可以用点象坐标和合矩阵的元素——总共 2n +9 个参数来参数化. 对乂的坐标可不做要
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求，因为它们可通过i;=H i,由其他参数求出 . 因此，参数向量是 ，⋯，i„).测量向

量包含所有点*;和<的非齐次坐标.函数/由下式定义

/:( h乂，⋯，（）1

^
((乂’，".又义）

式中， = 可以验证||X -/( h)||2
(其中 X 是如维向量）等于代价函数式(4.8). 该代

价函数必须在所有 2n + 9 个参数上最小化.

Sampson 近似与重投影误差有 2n + 9 个参数不同，它在单图像误差式（4.6)或对称转

移误差式(4.7)的误差最小化中仅需要最小化矩阵 H 的9 个元素——通常是一个比较容易处

理的问题.重投影误差的 Sampson 近似重投影误差也能仅对9个参数最小化.

这是一个很重要的思路，因为一个m 参数的非线性最小化问题的迭代解，在使用诸如 Leven-
berg- Marquardt 方法时,每一次迭代涉及求一个 m x m的线性方程组的解.这是具有0(m3

)复杂

度的问题.因此，应取小规模的 m.

Sampson 误差避免了重投影误差在2n + 9 参数上最小化，因为它对每个 h 的具体选择能

有效地确定 2n 个变量彳元丨. 因而,仅需要最小化 h 的9 个参数. 实际上，这种近似在误差相

对于测量值比较小时给出相当好的结果.

初始化

可以用线性技术来求参数化的初始估计. 例如归一化的 DLT 算法 4.2可直接提供 H 并

由此求得9 维向量的 h，它可用来参数化迭代最小化. 一般如果有 /1為4 组对应,那么所有的

对应都将用于此线性解.但是，在 4.7 节关于鲁棒估计的讨论中我们将看到，如果这些对应中

包含野值时，应该采用通过慎重选择的对应作最小配置集（即四组对应）.线性技术或最小配

置解是本书推荐的两个初始化方法.

有时还采用的另一种方法（例如见[110111-90，}1(
^

-91])是在参数空间进行足够密的采

样，从每一个采样初始点开始迭代并保留最好结果.这种方法仅在参数空间的维数足够小时

才可采用. 参数空间的采样可以是随机的，或遵循某种模式.另一个初始化方法是完全不要

任何有效的初始化，在参数空间中的一个已知固定点开始迭代 . 这种方法不常有效. 迭代很

可能落入虚假的最小或不收敛. 即使在最好的情况中，初始点离最终解越远，所需的迭代将越

大.鉴于此，使用好的初始化方法是最好的选择.

迭代方法

对选定的代价函数有各种最小化的迭代方法，其中最常用的有 Newton 迭代和 Levenberg-
Marquardt 方法.这些方法在附录6中介绍.其他适用于最小化代价函数的一般方法如 Powell
方法和单纯形方法都在[Press- 88]中介绍.

小结本节的中心思想在算法 4.3 中汇总，它介绍用于估计（两幅图像的点对应之间的）

单应映射的黄金标准和 Sampson 方法.

目标

给定 n>4 组图像点对应 I ，确定两图像之间单应的最大似然估计 MLE 还包括最小化

^^
( x

^
x,)2 + rf( x；,x；)2

的附属点集 I幻，其中
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m
( 1)初始化:计算一个初始估计 ft 以提供几何最小化的一个初始点. 例如，由四组点对应用线性归一

化的 DLT 算法4 2 或 RANSAC( 4. 7. 1 节)计算 H.
(2)几何最小化一或用 Sampson 误差

• 最小化几何误差的 Sampsom 近似式(4. 12).
• 代价函数的最小化可以在 ft 的适当参数化下采用 Newton 算法（A6. 1 节）或 Levenberg- Mar-

quardt 算法(A6. 2 节).例如该矩阵可以用它的 9 个元素来参数化.

或用黄金标准误差：

• 用测量点 1\丨或（最好)用这些点的 Sampson 校正式 (4. 11)来计算附属变量|i,|的初始估计.

• 在和S, ( i = l，⋯,幻上最小化代价函数

+ #«) 2

用 Levenberg- Marquardt 算法在 2n +9个变量上最小化代价函数，其中2�对应于 TI 个2D点 ，而9

对应于单应矩阵 ft.
• 如果点的数目过大，那么建议采用 A6.4 节中的稀疏方法来最小化该代价函数.

算法 4.3 由图像对应估计 H 的黄金标准算法及其变化形式.在 2D 单

应计算中黄金标准算法比 Sampaon 方法更可取.

4.6 算法的实验比较

我们用图 4.5 中的图像做算法比较. 表 4.1 给出本章描述的几种算法测试的结果 . 它给

出了两对图像的剩余误差.除个别例外，使用的方法一看自明.方法“仿射”是指企图用一个

最佳仿射映射拟合射影变换.“最佳”是指 ML 估计并假定噪声水平是一个像素.

图 4.5 用来比较由图像对应点计算射影变换方法的一张平面的三幅图像.

第一对图像是图 4.5a 和 b，具有55 组点对应.看来几乎所有方法表现得一样好（仿射方

法除外).理论最佳残差大于所得到的结果，因为噪声水平（未知）小于一个像素.

图 4.5c 由 a 重采样合成，第二对图是 a 和。取了20组点对应.如表 4.1 所示，在这种情

形下，几乎所有方法都表现最佳. 例外的是仿射方法（预料会差，因为原本不是一个仿射变

换）和非归一化的线性方法.非归一化的方法预料会差（虽然也许不这么糟糕）.尚不了解为

什么它在第一对图像中表现好而在第二对图像中表现很坏.在任何情况下，最好都避免用这

种方法，而采用归一化线性或黄金标准方法.
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第一对

图 4.5 a、b
第二对

图 4.5 a、c
方 法

线性归一化

黄金标准

线性非归一化

齐次缩放

0.4078 0.6602

0.4078 0.6602

26.20560.4080

0.74210.5708

0.66020.4077SamPson

单视图误差 0.66020.4077

仿射 6.0095 2.8481

理论最佳 0.65820.5477

表 4.1 各种算法以像素为单位的残差.

进一步的评估在图 4.6 中给出. 要估计的变换是把图中显示的棋盘图像映射到与轴排成

一线的方格栅. 如图所示，与方格栅相比图像严重失真.为了试验，随机选择图像中的点与方

格栅上的对应点匹配 .（归一化的）DLT 和黄金算法与理论最小值或残差（见第5 章）相比较 .

W

2

0 10 20 30 40 50 60 70
Number of Points

(b)

5

4

I 3

2

㈠

2 4 6 8 10 '

Noise Level Noise level
⑹⑹

图 4.6 DLT 和黄金标准算法与理论最佳残差比较 .（a)在棋盘和它的图像之间计算单

应.在所有三幅图中，黄金标准算法的结果重合并与理论最小值没有区别.（b)作为点数目

的函数的残差 .（c)和（d)分别给岀噪声范围变化为 10 个点和50个点时的效应.
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注意当噪声达5 个像素时，DLT 算法表现还好.但当噪声达 10 个像素时就失败了.但是，注

意在一个200像素的图像有 10 个像素的误差是非常高的了.对接近于恒等映射的单映 , DLT
的表现几乎与黄金标准算法一样好.

4.7 鲁棒估计

迄今，我们假定给出的对应集的唯一误差源来自点的位置测量，它服从高斯分

布.在许多实际运行中，因为点被错配而使这种假设无效 . 错配点对高斯误差分布而言称为

野值 . 这些野值会严重干扰单应的估计,从而应该加以识别.因此，我们的目的是从给出的

对应”中确定内点集，使单应得以用上节介绍的算法在这些内点中用最佳方式来估计.这就

是鲁棒估计,因为这种估计对野值（测量后一个不同的并可能非模型的误差分布）是鲁棒的

(容忍的）.

4.7. 1 RANSAC

我们先给出一个容易可视化的简单例子——估计一组2维点的直线拟合.它可以认为是

对两直线上的对应点做1 维仿射变换(*'= ax + b )的估计.

这个问题（见图 4.7a 的说明）可表述为:给定一组 2D 点的数据，寻找一条直线,它能最小

化点到该直线的垂直距离的平方和（正交回归），并且所有有效点偏离该线的距离小于 * 单
位.这实际是两个问题:用一条直线拟合数据并将数据分成内点（有效点）和野值 . 阈值 * 根
据测量噪声设置(例如 * =3(7)并将在下文中讨论.有许多类型的鲁棒算法，而具体如何选择

在某种程度上依赖于野值所占的比例.例如，如果已知只有一个野值，那么可以轮流删去每个

点而用余下的点估计直线.这里我们详细介绍一个通用的且非常成功的 Fischkei�和 Belles 的鲁

棒估计算法 随机抽样一致算法 RANdom SAmple Consensus( RANSAC )[ Fischler- 81 ].
RANSAC 算法能够应付大比例的野值.

该算法思想非常简单:随机选择两点;这两点定义一条线.这条线的支集由在一定距离阈

值内的点数来度量. 令这样的随机选择重复多次，具有最大支集的线就认为是鲁棒拟合.在

距离阈值内的点称为内点（并组成一致集）.直觉上,如果直线中某一点是野值,那么该线将不

会赢得大的支集，如图 4.7b 所示.
而且，对线的支集打分的另一个好处是有利于选取更好的拟合 . 例如，图 4.7b 中的线

<a ,b >的支集有 10个点，而线<a ,d >(此时样本点相邻）的支集仅有4 个点.因此,即便两

个采样都不包括野值，按打分线<a,b >将被选中.

更一般地说,我们希望用模型(在这里是一条线）去拟合数据,随机样本包含足以确定模

型的最小数据集（在这里是两点).如果模型是平面单应，而数据是 2D 点对应集，那么最小子

集包含四组对应.应用 RANSAC 来估计单应在下文中介绍.

如 Fischler 和 BolleS[ Fishier]所阐述:“RANSAC 过程与通常的光滑技术相反:不是用尽可

能多的点去获得一个初始解并在以后消除无效点,RANSCA 使用满足可行条件的尽量少的初

始数据集并在可能时用一致性数据集扩大它.”

RANSCA 算法概括在算法 4.4 中.随之产生的三个问题是：

1.什么是距离阈值？我们希望选择的距离阈值 t 使点为内点的概率是 a.该计算需要知
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(a) (b)

图 4.7 线的鲁棒估计.实点表示内点，空点表示野值 .U)点数据的最小二乘（正交回归）拟合受野值

严重影响 .（ b)在 RANSAC 算法中随机选择的点对组成的直线的支集由该线两侧不超过距离阈值内的

点数来测量.线 <a，b >的支集是 10(点 a 和 b 都是内点），线 <c ,d >的支集是2,其中点 c 是野值.

道内点到模型的距离的概率分布.在实际中距离阈值通常靠经验选取 . 但是,如果假定测量

误差为零均值和标准方差 cr 的髙斯分布，那么 t 的值可以算出.在此情况中，点的距离的平方

<是高斯变量的平方和并服从一个自由度 m 的 x〖分布，其中 m 等于模型的余维度 . 对于直

线，余维度是1——仅测量到直线的垂直距离. 如果模型是一个点，余维度是2,距离的平方是％

和 y 测量误差的平方和. 随机变量义的值小于f 的概率由累积 x2
分布

^
a ) = fxia)屯给J 0

出 . 这两个分布在 A2.2节中介绍.由该累积分布可知

内点 <<*
2

且 t 2 = F ~ i ( a )a2
(4.17)

野点 d\^ t2

通常 a 取为 0.95，即点为内点的概率是95%. 它表明内点被错误排斥的概率仅是次数的5%.

本书研究的各有关模型取 a =0.95 ,t 的值在表 4.2 中列出 .

余维度 <2模 型

3. 84a2

5 . 99a2

7.81a2

直线，基本矩阵

单应，摄像机矩阵

三焦点张量

表 4.2 点（对应）是内点的概率为 a =0.9 5 时，距离阈值
1
(a)cr2.

目标

一个模型与含有野值的数据集 S的鲁棒拟合.

(1)随机地从 S中选择 s 个数据点组成的一个样本作为模型的一个示例.

(2)确定在模型距离阈值 t 内的数据点集

^
S,称为采样的一致集并定义 S的内点.

(3)如果乂的大小（内点的数目）大于某个阈值用&的所有点重估计模型并结束.

(4)如果&的大小小于 7\选择一个新的子集并重复上面的过程.

(5)经过 W 次试验选择最大一致集 S,.，并用4的所有点重估计模型.

算法 4.4 RANSAC 鲁棒估计算法.取自[ Fischler-81 ]. 以最小所需要的 s 个数据点作为模型

自由参数的示例. 算法中三个阈值 *，r 和 iV 在正文中讨论.

2.采样多少次为宜？尝试每个可能的样本通常在计算上不可行也不必要 . 其实只要采
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样次数 /V 足够大，以保证由 S 个点组成的随机样本中至少有一次没有野值的概率为 P. 通常 P
取为 0.99.假定 w 是任意选择的数据点为内点的概率，那么 E= 1 是其为野值的概率 .那

么至少需要 W 次选择(每次；个点），其中（1 广 =1 -p,从而

y V = l0g( l - /> ) /l0g( l - ( l - e )! ) (4.18)

给定

^
和6表 4.3 给出当p =0.99 时的 W 值 •

采样大小 野值e的比例

10% 20% 25%

588

表4.3 给定样本大小 s 和野值的比例e并保证至少有一次没有野值的概率是 p =0.99 时所需的采样数 /V.

例4.4 在图4.7的直线拟合问题中共有 n =\2 个数据点，其中两个是野值，从而e=2/12 =
1/6.由表4.3 可知，对 s =2的最小子集，至少需要斤=5次采样.如果把它与穷尽每一点对的

工作量做比较，后者需要 ( 2>号Q= 66 个样本（记 表示由 n 中取 2 个的组合数,

n ( n -1) /2) .
注意

(1)采样数与野值所占比例而不是其数目相关.这表明需要的采样次数可能小于野值

数.因此采样的计算代价即使在野值数目较大时也能被接受.

(2)(对于给定的6和/0采样数随最小子集的增大而增大.也许有人认为采用大于最小

子集会有好处，例如在直线拟合时取三个或更多的点，因为这样会获得关于直线的更好的估

计，并且测量的支集会更精确地反映真正的支集.然而由于增加采样数而导致增加的计算代

价一般会大大超过给测量支集带来的可能的好处.

3.一致集多大为宜？根据经验，在给定野值的假定比例后，如果一致集大小接近期望属

于该数据集的内点数时迭代就停止，即对 n 个数据，有 T = ( l - e ) n. 对于图 4.7 中直线拟合

的例子，e的保守估计是e=0.2,则 (1.0 -0.2)12 =10.
自适应地决定采样次数通常，数据中野值所占比例 e是未知的.对此情形，算法从 s的

最坏估计开始，当发现更大的一致集时就把原估计更新 . 例如，如果最坏的估计是s=0.5,但
一旦发现内点的一致集占数据的80%，那么估计更新为 e =0.2.

通过一致集“探察”数据的思想可以重复应用以便自适应地确定采样次数况仍然以上面

的例子来说明，根据式(4.18)，由 e=0.5 的最坏估计确定一个初始 y v.当发现一个一致性集包

含大于50%的数据时，那么我们知道内点至少是这个比例. 由式(4.18)用更新后的8把八变

小.对于每个样本，一旦发现其一致性集的s低于当前的估计就重复更新过程,；V 就再一次减
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少. 一旦完成 W 次采样，算法就终止. 可能会岀现这样的一个样本，由它的s所确定的斤小于

已经执行的采样次数. 这说明已经执行了足够多次的采样，因而算法可以终止.自适应地计

算 yv 的伪码在算法 4.5 中给出.

这种自适应方法效果相当好并实际解决了采样次数和终止算法的问题. s的初始值可以

取为 1.0,此时 /V 的初始值是无穷大. 最好的做法是在式(4.18)中取一个保守的概率 P，例如

0.99.表 4.4 给出计算单应时所用的6和 /V 的例子.

• N = oo ,sample一count =0

�当 N >sample_count 重复

一选取一个样本并计算内点数

— 令 8 =1 -(内点数)/(总点数）

一取p =0.99并由 S及式(4.18)求岸

— sample
一

count 力口 1

• 终止

算法 4.5 确定 RANSAC 样本次数的自适应算法.

4.7.2 鲁棒最大似然估计

RANSAC 算法把数据划分为内点（最大一致性集）和野值(数据集的余下部分），同时给出

该模型的估计 A/。，它由具有最大支集的最小集算出.RANSAC 算法的最后一步是用所有的内

点重新估计模型.该重新估计应该是最优的,并涉及 4.3 节所介绍的最小化一个 ML 代价函

数. 在直线的情形,ML 估计等价于正交回归并存在闭式解 . 但是 ML 估计一般涉及迭代最小

化，并以最小集估计的 M。为初始点.

这个常被采用的过程的唯一缺点是内点-野值的分类不能取消. 当模型已经与一致集最

佳拟合后，如果把距离阈值应用于该新模型，很有可能又有一些点成为内点. 例如图 4.8 中的

<A，B >由 RANSAC 得到.该线的支集由都是内点的四点组成. 当最佳拟合这四点后，有 10

个点应该正确地划为内点.这两步是:最佳地拟合内点;用式(4.17)重新分类内点;然后才可

以再迭代直到内点数收敛. 根据内点到模型的距离来加权的最小二乘的拟合方法经常在此步

骤中使用.

鲁棒代价函数不同于仅在内点上最小化 C = 的另一种方法是最小化包括所有

数据的鲁棒方法. 一个合适的鲁棒代价函数是

e e < t2 内点

.t2 e2

^
t2 野值

V 二 $7(d ± i )且7( e) = (4.19)

这里勾;是点的误差而 7(0是一个鲁棒代价函数[Huber-81 ]，其中给野值赋一个固定的代

价.同式(4.17)—样，阈值用 X
2
确定，其中 t2是定义的.如 4.3 节所介绍由高斯误差模型产生

内点的平方代价.在鲁棒代价函数中，赋野值为常数的理由是假定野值服从一个扩散或均匀

分布，这些分布的对数似然是一个常数. 也许有人会认为野值可以通过直接对勾，取阈值而从

代价函数中除去.这样单独取阈值所产生的问题是它将导致最后的结果仅包括野值，因为它
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(b)

图 4 . 8 鲁棒 ML 估计灰色点被分类为线的内点.（a)由点 <A ,B >定义的直线的支集由 4

点组成（|A，B,C,D|).( b)ML 直线拟合（正交最小二乘）这四点.该拟合比由 <A,B >定义

的直线有很大的改进，它使10点被分类为内点.

们没有代价.

代价函数 D能使最小化考虑到所有的点，不论它们是野值或内点.在最小化迭代开始时

V 与 C 仅用一个常数相区别（用野值数的 4 倍赋值).但是，随着最小化的进行，野值可能重新

被指定为内点，而且这种情况通常会在实际中发生.代价函数的讨论和比较在附录 A6.8 给出

4.7.3 其他鲁棒算法

在 RANSAC 中，由最小集推测的模型根据在阈值距离内的点数来记分.另一种模型记分

的方法是根据数据中所有点的距离中值 . 选择具有最小中值的模型.这就是最小中值平方

( LMS)估计，这里，如 RANSAC —样，随机选择的最小样本子集由式（4.18 )获得采样次数.

LMS 的优点在于它不需要阈值或误差方差的先验知识 .LMS 的缺点是如果多于一半的数据是

野值那么它要失败，因为距离的中值可能是一个野值.解决的办法是用野值的比例来确定所

选的距离.例如有 50%野值时可取低于中值（统计学的说法）的阈值.

RANSAC 和 LMS 算法都能处理野值占大比例的情况.如果野值的数量少,那么其他鲁棒

方法也许会更有效. 其中包括删点方法，即每点轮流被删除而用模型对剩下的数据拟合;和加

权最小二乘方迭代，其中一个数据点对拟合的影响以它的残差来反加权.我们一般不推荐这

些方法 . Torr [ TOIT- 95b]和 Xu 与 Zhang [Xu-96]描述并比较了各种估计基本矩阵的鲁棒

算法.

4.8 单应的自动计算

本节介绍自动计算两幅图像间的单应的算法.算法的输入仅仅是图像，不需要其他先验

信息;而输出是单应的估计以及一组对应的兴趣点. 该算法可以应用于诸如一张平坦表面的

两幅图像或由摄像机绕其光心旋转得到的两幅图像.

算法的第一步是计算每幅图像上的兴趣点.我们面临一个类似“先有鸡或先有蛋”的问

题:一旦兴趣点间对应被建立，单应便可算出;反之给定单应，兴趣点间的对应便不难建立.这

个问题将用鲁棒估计解决，这里用 RANSAC 作为“搜索引擎”.该思想是先用某种方法获得假

设的点对应.可以预料到这些对应的一部分是错配.RANSAC 就是针对处理这种情形设计

的——估计单应以及与该估计一致的一组内点（真对应）和野值(错配）.
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该算法归纳在算法 4.6 中，并在图 4.9 给出应用的例子，而且下文对它的步骤还有更详细

的介绍.可用本质上相同的算法直接由两幅或三幅输入图像自动地计算基本矩阵和三焦点张

量. 第 11 章和第16章将对这种计算做介绍.

通

计算两幅图像间的2D 单应.

算法

(1)兴趣点:在每一幅图像上计算兴趣点 .

(2)假设对应:根据兴趣点灰度邻域的接近和相似，计算它们的匹配集.

(3)RANSAC 鲁棒估计:重复 W次采样，这里 /V 按算法 4.5 用自适应方法确定：

(a)选择由四组对应组成的一个随机样本并计算单应 H.
(b)对假设的每组对应，计算距离<.

(C)根据勾 <1= 像素确定对应数，进而计算与 H —致的内点数.

选择具有最大内点数的 H.在数目相等时选择内点的标准方差最低的 H.

(4)最优估计:由划定为内点的所有对应重新估计H，用 A6.2 节的 Levenberg- Marquardt 算法来最小化

ML 代价函数式(4.8).

(5)引导匹配:用估计的 H去定义转移点位置附近的搜索区域，进一步确定兴趣点的对应最后两步可

以重复直到对应的数目稳定为止.

算法 4.6 用 RANSCA 自动估计两幅图像之间的单应

确定假设对应算法的目标是在不知道单应的条件下提供初始的点对应集. 对应的大部

分应该是正确的，但算法的目标并不是完全匹配，因为此后用 RANSCA 可消除错配. 这些对应

可以想象成“种子
B对应.这些假设对应由在I幅图像上独立地检测兴趣点而获得，然后用邻

域灰度的近似度和相似度的组合来匹配这些兴趣点. 为简洁起见，兴趣点将称为‘角点但是,

这些角点不一定是场景中物理角点的图像. 角点定义为图像自相关函数的最小值.

对图像1 中的每个角点U,y),在图像2中以(*，y)为中心的方形区域中搜索具有最高邻

域互相关的匹配. 对称地，对图像2中的每个角点在图像1 中搜索其匹配.偶尔会存在冲突，

一幅图像上的一个角点被另一幅上不止一个的角点所“认定”. 在此情形采用“赢者取 1 败者

取0”策略，因而仅保留最高互相关的匹配.

相似测量的另一种方法是用灰度差的平方和（简记 SSD)代替（归一化的）互相关（简记

为 CC).CC 对灰度值的仿射映射不变（即 /^cJ + 1 3 缩放加偏置），实际中仿射映射经常在图

像之间发生 . 然而 SSD 对此映射不是不变的.但在图像之间的灰度值变化不大时，通常倾向

于用 SSD,因为它的测量比 CC 灵敏而且计算代价较小.

用 RANSAC 求 单 应 把 RANSAC 算法应用于假设对应集，以求得单应估计和与此估计

相一致的（内点）对应.样本大小是4,因为四组对应确定一个单应.如算法 4.5 所介绍，采样

次数由每个一致集中野值所占比例而自适应性地设置.

这里有两个要讨论的问题:此时“距离”是什么？以及怎样选择样本？

(1)距离测量:通过单应 H 估计一组对应的误差的最简单方法是采用对称转移误差，即

dlmsfer = d ( x , H - lx' ) 2 其中 xox'是点对应.一个更好但开销更大的距离测量
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⑻

1 0^3：

(c)

(e) (f )

(h)

图 4.9 用 RANSCA 自动计算两幅图像间的单应视图间的运动是绕摄像机中心旋转，因

此图像之间精确地由一个单应相联系 .（a ) ( b)牛津大学 Keble 学院的左图和右图.图像是

640 x 480 像素.（c) ( d )将检测到的角点叠加在图像上 . 每幅图像上有大约 500 个角点.

下面的结果仅仅叠加在左图上 .（e ) 268 假设匹配用连接角点的线表示，注意明显的错配 .

( f )野值一假设匹配中有 117 个 .（g)内点——与估计 H —致的有 151 组对应 .（ h )经过

引导匹配和 MLE 后，最后的 262 组对应的集合.

是重投影误差< 幻2
+ rf( X'，i')2 ,其中i'= H i是完全对应 . 这种测量开销大的原因

是必须计算i. 另一种替代方法是采用 Sampson 误差.

(2)样本选择:这里有两个议题. 第一，退化的样本应该丢弃 . 例如，如果四点中冇三点

共线那么单应就得不到;第二,组成样木的点应该在整个图像上有合理的空间分布.这是由于

外插问题的缘故——在计算点所跨越的区域内被估计的单应将准确地映射，但一般，准确性将
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随离该区域距离加大而变坏(想像四点位于图像上方拐角的情形).空间的分布采样可以这样

来实施:划分图像并通过随机采样的适当加权来保证属于不同小区的点比同属于一个小区的

点有较大可能性进人样本.

鲁棒 ML 估计与引导匹配最后一步的目标是双重的:第一，用所有估计得到的内点（而

不仅仅用样本的四点）来改进单应估计;第二，从假设对应集获得更多的内点匹配，因为求得

了更准确的单应 . 再通过最小化 ML 代价函数从内点中计算进一步改进的单应估计. 最后一

步可以用两种方法实现.一种方法是在内点上执行一个 ML 估计，然后用新的估计 H 重新计

算内点，并且重复这一循环直到内点数目收敛 .ML 代价函数的最小化采用 A6.2 节介绍的

Levengerg- Marquart算法 . 另一种方法是采用4.7.2 节介绍的最小化式(4.19)鲁棒 ML 代价函

数同时估计单应和内点. 同时估计方法的缺点是在最小化代价函数的计算方面要花很大功

夫.因为这样的原因，循环的方法通常更具有吸引力 •

4.8.1 应用域

通常要求算法能够在图像上相当均勻地恢复兴趣点,那么反过来则要求场景和分辨率支

持这一要求 . 场景应该有纹理——空白墙的图像是不理想的.

为搜索窗口而设置的近似约束给出了视图之间角点图像运动的上限（视差）. 但是，如果

不用此约束，算法不会失败，事实上近似约束的主要作用是降低计算复杂性，因为搜索窗口越

小，要评估的角点匹配越少.

最终算法应用范围受限于角点邻域相似测量（SSD 或 CC )的成功，即提供对应之间的

非二义性 . 失败一般由于缺乏空间不变性：测量仅对图像位移不变，对超出此范围的变换

会产生严重失真，例如图像旋转或透视压缩等 . 一种解决办法是对图像之间的单应映射采

用更大不变性的测量，例如采用旋转不变的测量 . 另一种解决办法是用得到的初始估计的

单应在灰度邻域之间建立映射.详细内容已超出我们讨论的范围，但[ Pritchett-98, Schmid-
98]中有讨论. 采用鲁棒估计在相当程度上增强了对非相关运动、阴影变化、部分遮挡等的

免疫能力.

4.8.2 实现与运行细节

兴趣点用 Harris [ harris- 88]角点检测器获得 . 检测器把角点定位到亚像素精度，并且经

验发现对应误差通常小于一个像素[Schmin- 98],
在算法的假设对应阶段，在求种子对应时，用于邻域相似性,测量的阈值应该尽量保守，以

便最小化不正确匹配(SSD 阈值为 20).在引导匹配阶段,该阈值应放松（加倍）使更多的假设

对应有效.

在图4.9 的例子中，图像是640 x480像素，搜索窗口是±320像素即整个图像.当然在给

定点的实际视差后可以采用一个小得多的窗口.通常在视频系列中±40 像素的搜索窗口就

足够了（即中心在当前位置而边长为 80的方块），内点阈值是 * = 1.25 像素.

此例总共需要43 次采样，采样运行如表 4.4 所示 .引导匹配需要 MLE 内点分类循环的

两次迭代.勾像素误差的 RMS 值在 MLE 之前是 0.23,而之后是0.19.Levenberg- Marquardt %
法需要10次迭代.
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内 点 数 适 应 的 iV

2595658

2291

表 4. 4 用 RANSAC 的自适应算法 4.5 计算图 4.9的单应的结果 ./V 是算法运行时所需采样的总数，条件是

样本中没有野值的概率是P =0.99.算法在43 次抽样后终止.

4 . 9 结束语

本章已对在估计表征多视图关系的张量中的有关问题和技术做了说明.这些思想将在本

书的所有计算章节中重复出现. 每次都涉及所需最小对应数、应该避免的退化几何配置、当多

于最小对应数时可用来最小化的代数和几何误差以及对张量施加内部约束的参数化等问题.

4.9. 1 文献

DLT 算法至少可追述到 Sutherland [ Sutherland-63 ] . Sampson 关于二次曲线的拟合（是经

典的 Bookstein 算法的改进）的经典文章出现在[ SamPson-82]� 归一化由 Hartley [ Hartley-
97c]发表在计算机视觉文献中.

关于数值方法可以在 Numerical Recipes in C [ Press-88]中找到，而关于迭代最小化则见

Gill 和 Murray 的[ Gill-78].
Fischler 和 Boll 的[Fischler- 81]中 RANSAC 是最早出现的一种鲁棒算法，并且事实上是为

了解决计算机视觉的问题（由 3 点求姿态）而推导的. 该原始论文论证得非常清楚因而非常

值得一读.其他关于鲁棒估计的背景材料可以在 Rousseeuw [ Rousseemv-87 ]找到.鲁棒估计

在计算机视觉中主要的应用是估计基本矩阵（第 11 章），其中 Torr 和 Murray [ Torr-93 ]用
RANSAC 而 Zhang 等[Zhang-95]用 LMS. 单应的自动 ML 估计由 Torr 和 Zissermam [ Torr-98 ]
给出.

4. 9.2 注释和练习

( 1)计算 IP"中的单应式 ( 4.1 ) 和式 ( 4.3 )的推导中假定\的维数是 3 ,因而叉积被定

义.但是，式(4. 3 )可以用广义化到所有维的一种方法来推导 . 假设 = 1,我们可以通过记

,y,,l )T
显示地解未知标量因子.从此第三个坐标，我们得到 A = h3TXi,并把它代人

原始方程得到

h1、） rx；h3\
h2TxJ = U；h3TXi

直接给出式(4. 3 ) .
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(2)计算理想点的单应如果点 X,'中的一点是理想点，因此<=0,那么方程对式(4.3)退
化为单个方程，虽然式(4.1 )的确包含2个独立的方程.为了避免这样的退化，同时仅包含最

小数目的方程，一个好的方法操作如下.我们可以重写方程<= HX;为
[<] 丄 Hx;=0

式中,[X;] J�是行正交 X:的矩阵，使得[X:]xx;=0.[X:]1的每一行给出 H 的元素中的一个分离的

线性方程.矩阵[x;]1通过删除一个正交矩阵 M 的第一行得到，M 矩阵满足 Mx;=( l，0,⋯，0)
T.

一种 Householder 矩阵(见 A4. 1.2 节)是一种容易构造的矩阵并具有所希望的性质.

(3)缩放无界点集当点位于或接近平面的无穷远时，用本章给出的各向同性（或非各向

同性）的缩放方式来归一化坐标是既无道理又不可行的，因为形心坐标和缩放因子为无穷大

或接近无穷大.一个似乎会给出好结果的方法是归一化点集 x;=(

^
，

^
+，《07使得

= = 0; X 4 W + y2
t + w] =

i i i i

注意这里出现的&和是齐次坐标，并且此条件不再蕴含形心在原点.研究实现这种归一化

的方法，并评价它的性质.

(4)DLT 的变换不变性我们讨论在满足各种约束下最小化代数误差||Ah||(见式

(4.5)的 2D 单应计算 . 证明如下情况：

( a )如果在约束 /

^
= H33 = 1下，||Ah||被最小化，那么其结果在缩放变化下不变，但在坐

标平移时变化.

( b)如 果 约 束 改 为 + H〗2 =1，那么结果在相似变换下不变.

( c)仿射情形:对 H31 =H32 =0；H33 = 1 的约束仍然使上述结果成立.

(5)图像坐标微分的表示式.对映射 *'=(*'，/，《/)
7
=取,导出如下表示式(其中 i ' =

( x ' , f ' )T =(//«/，//W')
T
是图像点的非齐次坐标）：

( a )对 x 的导数

1,Vi

1 rh1T - y ,h3T

^ih2T - y ^h3Td X VdX = (4.20)

式中,tfT是 H 的第行.
( b)对 H 求导

xT 0 - x ' xr
0 xT - y ' x T .= iMd x V (4.21)

式中,h 由式(4.2)定义.

(6)具有非各向同性误差分布的 Sampson 误 差 4.2.6 节推导 Sampson 误差时假定被测量

点 X 具有圆误差分布.当点叉 =(*，7，*',/广用协方差矩阵1

^
测量时，就应该改用最小化

Mahalanobis范数||8X||
2
Zx =81I；'8X.试证在这种情形下，对应于式(4.11)和式(4.12)的公式是

8X = (4.22)
和

注意如果测量误差在两图像中是独立的，那么协方差矩阵Ex 将是对应于两幅图像的两个

2 x2的对角块组成的分块对角矩阵.

(4.23)
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(7)SampSon 误差编程的提示在 2D 单应估计和事实上，在本书考虑的其他类似的

问题中,4.2.6 节的代价函数 CH( X ) = A( X ) h 是 X 坐标的多重线性函数 . 因此计算偏

导数acH(x)/ax 非常简单.例如，求导公式

d C H ( x , y , x' , y' ) / d x = C H ( x + l , y , x' , y' ) ~ C H ( x ,y ,x' ,y' )
是确切的，而不是有限差分近似. 这使编程大为简便，即不必编写求导数的特殊程序——而

只用计算 CH( X )的程序就够了. 记 E,为在第 i 位置为 1 其余位置全为0 的向量，可以看到

acH(x)/azi =c„ ( x + El) - cH(x),并且:

JJT = X ( CH ( X + E,) - C„( X))( CH ( X + E.) - CH(X ) ) T

同样注意计算上从公式 n J\= - e 直接求解入效率更高，不用先求逆 J p \= -( J J T)-'e.
(8 )最 小 化 仿 射 变 换 的 几 何 误 差 给 定 一 组 对 应 求 最 小 化 几 何 误 差

式 ( 4. 8 )的仿射变换 Ha. 我们将着重推导基于 Sampson 近似（此时它是精确的而非近似的）的

一个线性算法 . 完整的方法概括在算法 4. 7 中.

目标

给定 n^ A 组图像点对应|x,ex:!，确定最小化两幅图像的重投影误差式(4.8)的仿射单应 Ha.

算法

U)把点表示为2 维非齐次向量.对点 x,做平移 t 使它们的形心为原点 . 按同样方式对 x;作平移 t'.

后续工作均在平移后的坐标上进行.

( b)形成 X 4 矩阵 A，它的行向量是

K = ( ^ J , x' J ) = U, ，yi ，<，y,’ )

( c)令 V,和1是 A 对应于最大两个（sic)奇异值的右奇异向量

( d)$H2 x2 = CB

'
这里 B 和 C 是 2 x2分块矩阵，满足

B
[V, V2 ] c.

( e)所求的单应为

H2 X 2 H2 x 2 t - t’HA
0T

和图像点的对应估计为

X, =( V,V[ + V2V2
T
)X,

算法 4.7 从图像对应估计仿射单应 HA的黄金标准算法

( a)证明最佳仿射变换把的形心映射到<的形心，因此通过点的平移使它们的形心平移到原点.则变换的平移部分被

确定.从而仅需要确定变换的线性部分，即 HA&上角的2 x 2 的子阵 H2 X

( b)点 X,= VH上的充要条件是[ H2 i<2 I - I2 x2 ]X =0,因此 是�4中余维度为 2的子空间.

( c)任何余维度为 2的子空间可以通过适当的 H2 x2表示成[ H2 x2|- I]X =0. 因此，给定测量 X,,估计任务就等于找拟

合最好的余维度为2的子空间.

( d)给定行为 X〗的矩阵 M，X,的最好拟合子空间由对应 M 的两个最大奇异值的特征向量 V,和 V2生成.

( e)对应于由 V,* V2生成子空间的 H2 x 2，可以通过解方程[ H2 x2|- I][ V, V2 ] =0 而求得.

2 .

(9)从直线对应计算 IP3
中的单应考虑仅由直线对应计算一个4 x 4 的单应 H，假定直
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线在 IP3
中处于一般的位置. 这里有2个问题:需要多少对应？以及如何公式化代数约束以得

到 H 的解？也许有人会认为4 条直线的对应将是足够的，因为在 IP3中每根直线有4 个自由

度，因此4 根直线应为15 个自由度的 H 提供4 x4 =16约束.但是，一个4 根直线的配置对于

计算变换是退化的（见 4.1.3 节），因为存在一个 2D 各向同性子群.此在[ Hartley-94c]中有

进一步讨论 .H 中是线性的方程可由下面方式得到：
n[HX; = (M = l，2，y = l，2

式中，H 把由2点（X,,X2 )定义的线转移为由 2 张平面（

^
,巧）交定义的线. 此方法在[Os-karsson-02]中推导，在那里有更多的细节.
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第5章

算法评价和误差分析

本章介绍如何评价和量化估计算法的结果.通常仅有一个变量或变换的估计是不够的,
还需要进行置信度或不可靠性的某些测量.

本章将概要地给出计算这种不确定性（协方差）的两种方法 . 第一种方法采用线性逼近

并涉及到各种雅可比式的毗连. 第二种方法比较容易，采用蒙特卡洛法.

5.1 性能的上下界

一旦开发了某类变换的估计算法，就应该测试它的性能.可以用实际数据或合成数据对

它进行测试.本节将采用合成数据来测试，并概要介绍测试的方法论.

我们重提一下记号的规定：
• 测量得到的量，如 *表示图像点.
• 被估计的量用加帽子来表示，如

_
ft.

• 量的真值用加横杠表示，如 i或瓦
通常,测试的第一步是用合成方法产生两幅图像之间的图像对应集合对应的数目

可变化.对应点按一个给定的固定射影变换互来选择，该对应是精确的，也就是说 W =豆1精

确到机器精度.

下一步是在图像测量上人为地加上高斯噪声，即用一个已知方差的零均值的高斯随机变

量对点的* 和 y 坐标进行干扰. 产生的噪声点记为和 x;.—种适宜的高斯随机数发生器在

[Press-88]中给出.然后,运行估计算法并求出被估计的量. 以第4章中讨论的 2D 射影变换

为例，就是要估计射影变换本身，也许还要估计原始无噪声的正确的图像点. 然后，依据计算

得到的模型与（有噪声的）输人数据的匹配程度，或估计得到的模型与原先无噪声的数据吻合

的程度来评价该算法.为了获得统计上有意义的性能评估必须用不同的噪声（即随机数产生

器采用不同的种子，即使每次的噪声方差一样)进行许多次这样的过程.

5.1.1 单图像误差

为了说明问题，我们继续研究 2D 单应的估计问题.为了简单起见，我们考虑仅对第二幅

图像的坐标加噪声的情形.于是，对所有 i 有\ =1令 x;

^
X，'为两幅图像之间加噪匹配点的

集合，它们由对完全匹配数据中的第二幅图像(加撇号）的两个坐标注人方差为 V的高斯噪声

而生成.设有 n 对这样的匹配点.根据这些数据，用第4 章介绍的任何一种算法_估计射影_变
换 ft. 显然，估计得到的变换 A —般不会精确地将\映射到 X;,也不会精确地将&映射到
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因为 W的坐标中已注入了噪声 .RMS(均方根）残差

= (益㈣，甽
测量加噪声的输人数据（x;)和估计得到的点 = 之间的平均误差.因此自然地称它为残

差 . 它测量计算得到的变换与输人数据的匹配程度，因而是此估计过程的一种适宜的质量

(5.1)®res

指标.

残差的值在本质上并不是所获得解的质量的一个绝对度量 . 例如,考虑输人数据仅有4

组匹配点的2D 射影情形.因为一个射影变换由4组点对应唯一并完全地确定，任何合理的算

法都将算出一个点与这些点完全匹配，即 X;= 这意味着残差是零.我们不可能指望一个

算法有比这更好的性能.

注意白把投影点与输人数据<匹配,而不是把它们与原来无噪声的数据5:匹配 . 事实

上，因为无噪声和有噪声坐标之间的差的方差为 V ,在最小集4点的情形中投影点与无噪

声数据

^
之间的残差也有方差 V.因此，在4点时，虽然模型完全匹配噪声输人点（即残差是

零），但并没有真正给出无噪声值的一个很好的近似.

在多于4点的匹配中，残差值将增加.直觉上，我们期望随测量（匹配点）数的增加,估计

的模型将越来越接近无噪声的真值 . 在渐近情况下方差应该减小，反比例于匹配点的数目.

与此同时,残差将增加.

5.1.2 双图像误差

对双图像误差情形，残差是

e r e9 = ~y=( X ^( x; , x；) 2 + g r f ( x；,x；) 2 )
式中，i,和('是被估计的点并满足 =相.

5.1.3 最优估计算法（MLE)

我们先在一般框架中考虑评估性能的界，然后具体到误差在一幅和两幅图像的两种情

形.我们的目的是推导最大似然估计（MLE)的残差的期望公式.如前所述，几何误差的最小

化等于 MLE，因此任何实现几何误差最小化的算法的目标应该是达到 MLE 给出的理论界.最

小化不同代价函数(例如代数误差）的其他算法可以根据它与 MLE 所给出的界的接近程度来

做性能判断.

如 4. 2.7 节所介绍，一般的估计问题关@到一个由 IRM 到 IR"的函数/,其中 IRM 是

^
数

奎间,g 是测量空间二现在考虑一个点 X e IR

'
且存在一个参数向量吞e IRM 使得/(P) =

又(点叉在/的值域中以 f 为其前像).在仅需对第二幅图像进行测量的 2D 射影变换估计的

问 题 中，第 二 幅 图 像 对 应 于 无 噪 声 的 点 集 点 =1，⋯,n)的* 和 y 分量组成况维向

量云，这里 W =2n ，而单应的参数组成向量

^
根据 H 的参数化的取法,P 可-是 8 或 9 维向量.

令 X 是根据各向同性高斯分布选取的测量向量，其均值&测量真值元而方差为化2
(此

记号表示每个 ATf量都有方差 V).当参数向量 P 的值在点吞的邻域变化时，函数/(P)的值

形成11

^
中过点元的曲面 SM.如图 5.1 所示.曲面心由/的值域给出.曲面、是 IR"的子流

(5.2)
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形，其维数等于 d，而

^
正是本质参

数的数目（即自由度的数目，或参

数的最低限度数目）. 在单图像误

差的情形，它等于8,因为由矩阵 H
所确定的映射与尺度因子无关.

给定测量向量 X，最大似然

(ML)估计夭是心上的最接近 X
的点 .ML 估计算法就是返回该曲

面上离 X 最近的点的算法 .把这图5.1 随参数向量 P 值的变化，对应函数的像形成过真值 X
的曲面心.个 ML估计为 X.

假定在元的邻域曲面基本上
是平面，即切平面可作为它的一个很好的近似——至少在 X 的周围处于噪声方差数量级的邻

域内是如此.基于这个线性近似的假设 , yL估计i是到 X 切平面上的垂足.残差则是点 X
到估计值义的距离 . 而义到（未知的）云

的距离是最佳估计值到真值的距离，如

图 5.2所示 . 我们的任务就是计算这些误

差的期望值.

计算 ML 残差的期望值现在可以抽象

为如下的几何问题 .iV 维高斯分布的总方

差是协方差矩阵的迹，即在每一轴方向的

方差的和.它在坐标系的正交变化下是不

变的.每一维变量都具有独立方差 cr2的 7V
维各向同性高斯分布的总方差是

^
2. 现

在，给定定义f I R W上 的 总 方 差 是 而 均

值是真值点元的各向同性高斯随机变量，

图5.2 在误差测量空间中用切面逼近心的几何.估

计点i是心上离被测量点 X 最近的点.残差是被测

量点 X 和i之间的距离.估计误差是由 i到真值点

X 的距离.

我们希望计算该随机变量到过 X 的超平面

(维数为 W的距离的期望值 .IR~中的该髙斯随机变量到

^
维切平面上的投影给出了估计误

差（估计值与真值之差）的分布.而到该切平面的（AT - d) 维的法向曲面的投影给出残差的

分布•

我们可以不失一般性地假定切平面与前 d 个坐标轴重合(必要时旋转坐标轴）.在余下的

轴方向取积分给出如下结论.

结论s.1 IRW上总方差为的各向同性高斯分布向一个 s 维子空间的投彩是总方差为

«r2的各向同性高斯分布.

证明不难,因而省略.我们把它应用到sd和 s = yv -d 两种情形得出如下结论.

结论5.2 考虑一个估计问题，其中 iV 个测量由依赖于个本质参数集的函数模型化 .

假定每个测量变量有标准差 V的独立高斯噪声.

(1)ML 估计算法的 RMS 残差(
_
测最值到估计值的距离）是

= £J[||X - X II 2 / N ] 1 /2
=0-(1 -d/ N )u

(2)ML 估计算法的 RMS 估计误差（估计值到真值的距离）是

(5.3)
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点数点数

⑻ (b)

图5.3 当点的数目变化时,噪声在（a )
_
幅图像和（b)两幅图像所得到的最优误差.假定误差水

平是1 个像素.下降曲线表示估计误差 ，而上升曲线表示残差

^^Mahalanobis 距离上面的公式是在测量空间的误差分布服从各向同性高斯分布的假设

下推导的，这意味着每个坐标的误差是独立的.该假设不是本质的.我们可以假设误差服从

具有协方差矩阵Z的任何高斯分布，把 f 换成 Mahalanobis 距离的期望值 £[||X - X||\/ N ] m

时结论 5.2 的公式仍然成立.标准差(7也不再出现，因为它由 Mahalanobis 距离取代.

它可由在测量空间 11

^
中用一个坐标变换使协方差矩阵变为单位矩阵得到 . 在这新的坐
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=�[||X - X||2/ N]1/2 =a( d/ N )

式中，x，x ,x 分别是测量向量的测量值、估计值和真值.

结论5.2直接由结论5.1 得到，把它除以 /V 求得每个测量的方差，然后取平方根得到标准

偏差，并用它取代方差.

这些值给出评价一个具体估计算法的残差的下界.

2D 单应——单图像误差在本章中考虑的 2D 投影变换估计问题,假定误差仅在第二幅

图像，我们有 d =8 和 W =2a，其中 n 是匹配点的数目.因此，对这个问题我们得到

= »•( 1 ~ 4/n ) 1/2

e e s, =a( 4/n )
当《变化时，这些误差的图也在图 5. 3 中给出.

双图像误差在此情形A =4/l* d =2fl + 8. 如上面一样，假定在测量向量的真值 X 的

邻域有切平面的线性近似，结论 5.2中给出如下误差期望值.

(5.4)占est

(5.5)

^res = 0* 1 I n
n +4 (5.6)I n

当 M 变化时，这些误差的图也在图 5.3中给出.

从图中可以看到一个有趣的现象:此时，真值的渐进误差是
■

而不是单图像误差时的

0. 该结果是意料之中的，因为事实上,每点的位置有两次测量,每幅图像上各一次并与射影变

换相关.一个点进行两次测量，估计点的位置方差降低了倍.相反地，在前一种情形误差仅

发生在一幅图像中，因而第一幅图像上的每点有准确的测量 . 因此，当变换 H 估计的精确度

越来越大时，在第二幅图像中点的精确位置变得已知，其不确定性渐近地趋向 0.

0 . 8 0.
6 0 . 4 0.2

0.80.
60.40.2

槲贱
/

槲領
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标系中，Mahalanobis 距离变得与欧氏距离一样.

5.1.4 确定一个算法的正确收敛性

在式(5.3)和式(5.4)中给出的关系提供了一种简单的方法来确定一个估计算法的正确

收敛性，不需要确定问题的自由度g.如图 5. 2 所示，对应参数向量 P 规定模型的测量空间形

成一个曲面心.如_

^
无噪声数据元附近的表面几乎是平面，那么它可以由它的切平面近似，

并且三点i，x 和叉形成一个直角三角形.在大多数估计问题中此平面性假设在由典型噪声

幅度设定的尺度上将非常接近正在这种情况下，毕达f拉斯的等式可以写为

I| X - X || 2 = l x - X || 2 + I I X - X I I 2

在评估采用合成数据的一个算法时，此等式给出一个简单的测试,查看该算法是否已收敛到最

优值.如果被估计值i满足这种等式，那么它是该算法已经找到了真全局最小的一个强指

示.请注意，应用这个测试时不必要确定问题的自由度.若干更多的属性在下面列出：
• 这个测试可以用在逐次运行的基础上来确定该算法是否成功.因此，它能借助重复运

行来估计算法的成功百分率.
• 这个测试只能用于合成数据，或者至少数据的真实测量元已知.
• 等式(5.7)建立在由有效测量组成的表面是局部平面的假设之上.如果对估计算

法的一个具体运行此等式不满足，那么这是因为表面不是平面，或者（更有可能的）因

为该算法将不能找到最优解.
• 等式(5.7)是针对寻找全局不是一个局部解算法的一种测试.如果i停滞到局部代

价极小值，那么式(5.7)的右边很可能远大于左边.如果该算法发现不正确的点此

条件不太可能有机会完全被满足.

(5.7)

5.2 估计变换的协方差

在上节中，我们考虑了 ML估计以及如何计算平均误差的期望值.把一个算法所得到的

残差或估计误差与 ML误差相比较是评价一个具体的估计算法的性能的一种好方法，因为它

把算法的结果与在没有任何先验信息的情况下能取得的最好结果（最优估计）比较.

但是，我们主要关心的是变换本身的准确度如何. 变换估计的不可靠性取决于许多因素，

它包括用于计算它的点数、给定的匹配点的准确度以及点的配置.配置是重要的，假定用于计

算变换的点接近于一种退化配置,那么求得的变换不可能有好的准确性. 例如，如果用一条直

线附近的点来计算变换，那么变换在垂直于直线的维度上的作用不能被准确地确定.因此，尽

管残差和估计误差看上去仅取决于对应点的数目及其精度，但是，与之不同的是求得的变换的

准确性却依赖于具体的点.求得的变换的不可靠性通常由变换的协方差矩阵获取.因为 H
是9元素的矩阵，它的协方差矩阵是一个9 x 9 矩阵 . 本节将介绍如何来计算这个协方差

矩阵.

5.2.1 协方差的前向传播

协方差矩阵在仿射变换下有令人喜欢的简单性质,如下面的定理所述.

结论 S.3 令 v 是 IRM中的一个具有均值▽ 和协方差矩阵X的随机向量，假定/:IRM—IR"
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是一个仿射映射:定义为/( V ) = f ( y ) + A( v -v).那么/( V )是一个具有均值/( V) 和协方差矩

阵 AZA7的随机变量.
注意:我们没有假定 A是方阵.我们现在以举例说明来代替该结论的证明.

例5.4 令 * 和 y 为均值为0 而标准偏差分别为 1 和2的独立的随机变量 . 那么/ ==
f{ x , y ) = 3x + 2y -l 的均值和标准偏差是多少？

均值是V =/(0,0) = -7. 再来计算/的方差 . 按所给定的条件，S是矩阵1：：]而 A是

矩阵[3 2].因此〆的方差是 AXAT =25.从而3* +2y -7的标准偏差是5.

例 5 . 5 令/ =3* +2y及，=3* -2y.求(/，〆）的协方差矩阵，假设* 和 y的分布与上

例一样.

这里矩阵 A =g =j，由此算出 ASAT =
25

I . 因此，我们可以看到〆和/的方

-7 25

差都是 25(标准差是 5),而 x'和/是负相关的，其协方差是耵/ y'] = -7.
非线性传播如果 v是 IRM中的一个随机向量，而是一个作用于 v 上的非线

性函数，那么若假设/在 v的分布的均值附近近似于仿射变换，我们就可以计算/( V)的均值和

协方差的近似值./的仿射逼近是/(v)«/(V) + <1(

^
-:

^
)，这里〗是偏导数(雅可比）矩阵3//外

在▽的值.注意 J 的维数是 N x M. 那么我们有如下结论.

结论5.6 令 v 是 IRM中一个具有均值？和协方差矩阵E的随机向量，令/:11

^
->111"在▽

的邻域可微.那么在精确到一阶近似的程度下，/( v ) 是一个具有均值/( V)和协方差矩阵 JZJT
的随机变置，其中 J 是/的雅可比矩阵在？的值.

这个结果与/(V)的实际均值和方差近似的程度取决于在处于V周围与 v概率分布的支

集相当大小的区域上，函数/近似于线性函数的程度.

例5.7 令 x =(*,y)
T
是一个具有均值(0,0)T和协方差矩阵 o-2diag(l,4)的高斯随机向

量.令/ =/(*，y) =/ +3* -2y +5.那么我们可以根据下面的公式计算/(*,y)的均值和标准

差的真值

=1>, y )f( x ,y ) dxdy

=1 P( x , y ) ( f( x ,y ) - x' ) 2 AxAy

其中

- (*2 + y2/4)/2<r2

是高斯概率分布(A2.1).我们得到
x f =5 + a2

a]' = 25a2 + 2a4

应用结论5.6给出的似近，并注意到 J =[3 -2] ，我们求得估计值为

/ =5

1[(T\> = a2 [ 3 -2] 3 -2]T =25(72.4

因此，只要 o�足够小，它们就是/的均值和方差的正确值的一个好的近似.下面的表中分别
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对(7的两种不同取值给出/(*，y)的均值和标准差的真值和近似值.

估计值

真值

作为参照，在(7 =0.25 的情形，我们看到只要 U|<20"(大约占总分布的95% )，/(*，;>0 =
+3* -2j+5的值与它的线性近似的差别不大于/ <0.25.

例S.8 更一般的情况，假定*和 y 为独立的零均值髙斯随机变量，对于函数/(

^
0 =ax2 +

bxy + cy2 + dx + ey + f,我们可以算出此函数的

均值 =aa!+ ccrf + f
方差 -2a2a4

,+ b1 +2c2aAy + d2a2
x + e2a2

y

只要 A和

~
足够小，上式的均值和方差就接近估计的均值=/和方差 + eVJ.

5.2.2 协方差的反向传播

本节和接下来的 S.2.3 节的内容比较高深.5.2.4 节的例子给出这几节中的结论的直接

应用，可以先阅读.
考虑由“参数空间” IRM到“测量空间"IR"的一个可微映射/,并令一个协方差矩阵为 Z的

高斯概率分布定义在 IRW上.令为映射/的像. 我们假定 M < N 且与参数空间讯”有相

同的维数 M.我们暂时不考虑超参数化的情况.11

^
中的向量 P是上的点/(P)的一种参数

化. 在 Mahalanobis 距离的意义下，求在5�上最接近 IR"上给定点 X 的点定义了由 IRW到曲面

心的一个映射.我们称此映射为现在假定/在曲面上可逆，那么定义厂
1
:

为其逆函数.

通过映射 77:IRW—S„和广 IRM的复合，我们得到一个映射/
_

IR

^-^
IR

^
.这个映

射把对应于 ML 估计 X 的参数向量 P 集合指定给测量向量 X.原则上，我们可以把测量空间

IR"的概率分布的协方差传播给对应于 ML 估计的这组参数 P 集合的协方差矩阵的计算 .我

们的目标是应用结论 5.3 或结论 5.6.

我们首先考虑的情况是映射/是由 111�到 IRW的仿射映射. 下一步我们将证明厂
1

oTj 同样

是仿射变换并将给出广
1

%的一种具体形式，由此，我们能应用结论5.3 去计算被估计的参数

py-Wx)的协方差.

因为/是仿射，我们可以记/(P) =/(P) + J(P -A ,其中/(尹）=叉是111"上概率分布的均

值. 因为我们假定曲面5�=/(11

^
)的维数是的秩等于它列向量的维数.给定一个测量

向量 X,ML 估计交最小化||X -i ||s =||X -/(P)||z.因此，我们寻求最小化后一个量的灸

017：

然而，

l|X -/(P)J|s = II (X - X) - J(P -P) ||x
在(f -f ) 元)时被最小化(见 A5.2.1 节的式(A5.2)).

记 P =广元和 f =/—4,我们看到
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rwx) = p

= ( JTI -1J ) -1JTE -1 ( X -X ) +/- * ( X)_
= ( JTI -1J ) '1JTI '1 ( X -X ) +/-10T7( X)

这表明/-ST? 是仿射而( JT5：- 1Jr 1 JT S - 1
是它的线性部分.应用结论 5.3,我们看到$的协

方差矩阵是

[ ( J T I ** J )m ( J t：E -1J) -l JT l -lV = ( J T I -'J ) -'K f l -'J ) -1

= ( J T S -'J ) -1

其中用了I：的对称性.以上证明了如下定理.

结论S.9 协方差的反向输送——仿射情形.令/:IRM

^
IRW!形为/(P) =/(P) + J( P-h

的仿射映射，其中 J 的秩等于M 令 X 是 IRW中的一个具有均值元 =/(P)和协方差矩阵S的随

机变置.令厂 IRM是一个映射，$把测置向量 X 映射到对应于 ML 估计义的参数集
合.那么云是一个具有均值尹的随机变量，其协方差矩阵是

I P = ( J T X x 'J ) '

当/不是仿射映射时，可以借助通常的途径用一个仿射函数逼近/来获得均值和协方差的

近似，下文将对此给予介绍.

结@5 . 1 0 协方差的反向传递——非线性情形. 1 1 1"是一个可微映射，而 J 是
它在点尹处的雅p比 矩 假 定 J 的秩为脱则/在 F 的邻域是一一对应的.令 X 是讯 中

的一个具有均值又 =/(F)和协方差矩阵的随机变量.令映射y
^

oT

^
IlT—IR

'
把测量向

量 X 映@到对应于 ML 估计爻的参数向量集合 . 那么在一阶精度下> X )是一个具

有均值吞和协方差矩阵(厂乙

^
广的随机变量.

(5.8)

5.2.3 超参数化

我们可以把结论5.9 和结论5.10 推广到冗余参数集超参数化的情形.其中，参数空间

IRM到测量空间 IRW的映射/局域上不是一一对应的.例如，如4.5 节所述，在估计2D 单应时，

存在一个映射/(P) ，其中 P 是表示单应矩阵 H 的元素的9维向量.因为单应仅有 8 个自由

度,故映射/不是一一对应的. 具体地说，对任何常数 A，矩阵表示同样的映射，因而图像坐

标向量/(P)和/UP)等价.

在一般情形，一个映射/:lRM—mw的雅可比矩阵 J 不是满秩 M，而是有一个较小的秩 d <
M. 该秩 d 称为本质参数 . 此时，矩阵（ jTZ

^
Jr1的维数是 M 但 秩 为 式(5 . 8 ) Sp =

( JTIx *J)
_
1显然不成立，因为该式右边的矩阵不可逆.

事实上，很清楚如果没有进一步的约束，被估计的向量

^
的元素可以通过乘以任意非零

常数 A 而无界地变化.因此，元素具有无穷方差. 通常要通过某种约束来限制被估计的单应

矩阵 H 或更一般地限制参数向量 P.通常的约束是 || P||=1 ，虽然其他的约束也是可能的，

例如要求最后一个参数等于 1(见 4.4.2 节）. 因此参数向量 P 被限制在参数空间 IR9或更一

般地在讯“的一个曲面上.对第一种约束，曲面||P||=1 是 IRM中的一个单位球面.第二种

约束圪 =1则表示中的一个平面.在一般情形,我们可以假定被估计的向量 P 在1#的

某个子流形上，如下面定理所示.

结论til 协方差的反巴传递——超参数化情形.令fIRM—IRw是一个可微映射，它将

—组参数尹映射到测量向量殳令 Sp 是嵌入中的过点歹的

^
维光滑流形并使得映射/在
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流形 Sp 上 P的一个邻域内是一一对应的,/把 F 局域地映射到 11

^
上的流形/(\).函数/有

一个局部逆函数，记为r1，它限制在曲面/( sP )上元的一个邻域内.定义 IRW上的一个具有均

值元和协方差5

^
的高斯分布，并令 Z( SP )把 IRW上的点映射到/( SP )上并在 Mahal-anobis 范数||•||Sx意义下最近的点.IR"上具有协方差矩阵 Xx 的 概 率 分 布 通 过/ 诱 导

IRW上的概率分布，它在一阶精度下的协方差矩阵是

S P = ( J T I x 'J ) "^A C A V l x 'J A ) -^1

式中,A 是任意 m xd 矩阵，它的列向置生成 SP 的过点 f 的切空间.
图 5.4 给出这方面的说明.由式（5.9)定义的记号（JTI：rJ)+ A将在 A5.2 节中进一步

(5.9)

讨论•

图 S.4 反向传递（超参数). 映射/将约束参数曲面映射到测量空间.一个测量 X 被映射（通

过映射7；)到表面/(Sp)上最接近的点.然后通过r 1返回参数空间，提供参数的 ML估计. X的

协方差通过被转移到参数的协方差.

证明结论5.11 的证明§容易的. 令 d 为本质参数的数目.定义映射g:IRrf —IRM把 IRd
中的开邻域 t/映射到包含点豆的开集 SP.那么复合映射 I R M在邻域上是一一对

应的.让我们用 J 和 A 分别表示/和g 的偏导数矩阵.那么/og 的偏导数矩阵为 JA .现在应

用结论5.10,我们看到 IR

^
h具有协方差矩阵S的概率分布函数可以反向输送到 11

^
上的具有

协方差矩阵(AT

^
Z
^

JA)―1
的概率分布函数.应用结论5.6,把它再正向输送到11

^
可以得到

SP 上的协方差矩阵 A( ATJTX -'JA)- * AT.把这个矩阵记为（JTI：“J)+A
，它与 A5.2 节中所定

义的( JT5：MJ)的伪逆有关.表达式(5.9)不依赖于矩阵 A 的具体选择，只要 A 的列向量生成

子空间不变. 具体地说，对任意可逆的 dxrf 矩阵 A 被 BA 代替，那么式（5.9)的值不

变.因此，任何矩阵 A 只要它的列向量生成 SP 的过点 P 的切空间就行.
注意上述证明给出了计算生成切空间矩阵 A——即 g 的雅可比矩阵的一种特殊方法.如

我们将要看到的,在许多情况下存在求 A 的更方便的方法.注意协方差矩阵式(5.9)是奇异

的.具体地说，它的维数是M而秩是这是因为被估计的参数向量集合的方差在与约束

曲面 SP 正交的方向上是零——即在正交方向上没有变化.注意虽然 JTI -'J 是不可逆的，
d xd矩阵 ATJTI - ' JA 的秩是（并且是可逆的.

一种重要的情形是约束曲面局部地正交于雅可比矩阵的零空间 . 记 A^( X )是矩阵 X 的

左零空间，即所有使 xTX =0 的向量 x 组成的空间.那么（如 A5.2节所示），伪逆 X +为

X + = X + A = A( ATXA )
_ 1 AT

的充要条件是

'
(A) = NL( X ) . 下面的结论可以从结论5.11 中直接得到.
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结论5.12 令可微映射/:IRM— 映 射 到 元，并 令 J 为/的雅可比矩阵.设 IRW上一

个具有协方差矩阵S x的高斯分布定义在又，同时如结论 5. 11，令广07!:IRM—IR"是把一个测

量 X 映到约束在局部正交于 J 的零空间的曲面 SP 上的 MLE 参数向量 P 的映射.那么厂
1。

^诱导在 IRM上的一个分布，它的协方差矩阵在一阶精度下等于

IP =( JTIX'J)
注意 P限制在一个局部正交于 J 的零空间的曲面上的约束在许多情况中是自然的约束.

例如，如果 P 是一个齐次参数向量(如一个齐次矩阵的元素），则约束满足通常的限制 I P I =1.

在这种情形下，约束曲面是单位球面，且任何一点的切面垂直于该参数向量.另一方面，因为

P 是齐次向量，函数/(P)不随比例因子而改变，因而 J 在径向方向有一个零向量，因此垂直于

约束曲面.

对于其他情形，在计算参数的协方差矩阵时对参数向量上加什么限制通常不是关键 � 另

外，因为伪逆运算就是它自身的求逆，我们可以根据从它的伪逆求得原始矩阵 •

然后,我们可以根据下式计算对应任何其他的子空间的协方差矩阵：

( J T I x-'J ) + A =( I；)
式中，A 的列向量生成参数空间的约束子空间.

5.2.4 应用与举例

单图像误差让我们把上述理论用于求被估计的 2D 单应 H 的协方差.首先，我们来看

误差限制在第二幅图像中的情形 .3 x 3 矩阵 H 被表示成9 维参数向量的形式，并用记号 h 代

替P以便提示我们它由 H 的元素组成.被估计的 G 的协方差是一个9 x9 的对称矩阵 . 匹配

点的集是给定的.点&是固定的真值，而点 X:是随机变量，它的每个分量受协方差为 cr2

或（如果有必要的话)更一般协方差的高斯噪声影响.函数/:IR9—IR2"定义一个映射，它把表

示矩阵 H 的9维向量 h 映射到由点 x;= H5,的坐标组成的 2n 维向量上.x;的坐标组成 IRW中
的一个组合向量，我们把它记为 X'. 如我们所看到的，当 h 变化时，点/(h)画出 IR2"上的一个

8维曲面 SP.在曲面上的每一点 X'表示一组与第一幅图像上的点 �相关的点给考一个测
量向量 X'，我们可以在 Mahalanobis 距离的意义下选择在曲面 S P 上与之最靠近的点满足

约束条件 II h||=1 的前像 h = f -' ( X' ) 表示用 ML 估计算法得到的估计单应矩阵4 由 X'值
的概率分布，我们希望导出被估计的 G 的分布 .其协方差矩阵由结论 5.1 2 给出 .该协方

差矩阵对应于约束||h||=1.
因此，计算一个被估计的变换的协方差矩阵的过程如下：

(1)由给定数据估计变换

(2)计算雅可比矩阵 J/ = axv油在 i处的值•

(3)被估计的 h 的协方差矩阵由式(5.10)给岀：zh = (JjSr J/}+.
我们将稍微详细地研究该过程的最后两步.

导数矩阵的计算首先考虑雅可比矩阵 j = axvah.该矩阵可以写成一个自然的分块式，

即 J =(K，⋯，JL⋯,J!)
T
，其中 =相:/油.㈣/油的公式在式(4.21)中给出：

(5.10)

+ A

t ^ 0T - x；i j

4 OT
( 5.11 )Ji = dXf/ dh = —
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式中，*『表示向量

把所有点\的矩阵叠合起来给出导数矩阵dX:/ah.—种重要情形是图像测量 X;是独立随

机 向 量.此 时 有 ，⋯，[„)，其 中 每 个I是第

^
个测量点 X;的2 x2协方差矩阵.

于是算得

Ih = ( JTIx-1J) + = ( l J J I；l J l ) +

例5.13 我们考虑一个简单的数值的例子，它k含下面的4组点对应

x1 = ( l ,0) T^( l ,0 ) T = x；
X2 = (0 ,1) t^ (0,1) T = X《

x3 = ( _ l，0)V> ( — 1,0) T = X J
x4 = (0 , - l )T e (0 , - l ) T = x；

即在一个射影基上点的恒等映射.我们假定点\准确地给定，而点 X;在每个坐标方向有一个

像素的标准偏差.这意味着协方差矩阵S<是单位矩阵.

显然，被计算的单应将是恒等映射.为简单起见,我们将它归一化（改变尺度）使它真为

恒等矩阵，因而令||H||2 =3 而不采用通常的归一化||H||=1.在这种情形下，式(5.11)中所

有的<都等于1.由式(5.11)不难得到矩阵 J:

(5.12)

0 0 0 0
1 0 10 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

那么

2 0 0
0 2 0
0 0 4

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 -2
0 0 0
-2 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

2 0 0
0 2 0
0 0 4

0 0 0
0 0 -2
0 -2 0

JTJ = (5.13)

0 0 -2 0 0 0 2 0 0
0 0 -2 0 2 0
0 -2 0 0 0 4 _

我们可以用式(5.9)求该矩阵的伪逆，其中矩阵 A 的列生成约束曲面的切平面.因为 H
在一个表示超球面的约束条件||H||2

=3下被计算，故约束曲面与求得的单应 H 的向量 h 相

垂直.对应向量 h 的一个豪斯霍尔德矩阵 A(见 A4.1.2 节）的性质是 Ah =(0，⋯，0,1)T，因

此 A 的前8列（记作\)垂直于 h，这正是我们希望得到的.这样可以精确计算伪逆而不必采

0 0 0
-2 0 0
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用 SVD.应用式(5.9)计算该伪逆得

5 0 0

0 9 0

0 0 9

0 -4 0

0 0 0
0 0 0

0 0 -1
0 0 0
9 0 0

0 0 0

-4 0 0

0 0 0

9 0 0

0 5 0

0 0 9

0 0 0

Ih = ( JTJ ) + Al = A1 ( A：( JTJ ) A1 ) - 1 A[ = -^ 0 0 -118
0 9 0

0 0 9

0 0 0
-1 0 0

0 0 0
0 0 9

18 0 0

0 18 0

0 0 20 -1 0
(5. 14 )

对角线给出 H 的每个元素的方差.
上面计算得到的方差可用来评价例5.14 中点转移的准确性.

5.2.5 双图像误差

对误差在两幅图像的情形，变换的协方差的计算要复杂一点.如在4.2.7 节中所见，我们

可以定义2n +8个参数组成的集合，其中8个参数表示变换矩阵而2〃个参数元表示在第一幅

图像中点的估计.我们可以更方便地用超参数化方法，以9个参数表示变换 H.雅可比矩阵

自然地分成形如 J =[A|B]的两部分，其中 A 和 B 分别是对摄像机参数和点\的导数.应用

式(5.10)算得

ATSX_ 1 A ATSX_ 1 B

BTIX_ 1 A BTIX_ 1 B
该矩阵的伪逆是参数集的协方差，而该伪逆的左上角方块是 H 的元素的协方差.关于它的详

细讨论在 A6.4.1 节中给出，那里还说明如何利用雅可比的块结构来简化计算.

在前节由4点估计 H 的协方差的例5.13 中，协方差矩阵的最终结果是 =2(JTIX-1J)+ ,
即为单图像误差时的协方差矩阵的两倍.这里假定两幅图像中所测量的点具有相同的协方

差.单图像和双图像的协方差之间的这种简单的关系一般不成立.

JTSx-，J =

5.2.6 在点转移中应用协方差矩阵

一旦得到协方差矩阵，我们就可以计算一个给定点的转移的不可靠性.考虑在第一幅图

像中的一个没有被用于计算变换 H 的新点 X.它在第二幅图像中的对应点是 = Hx.但是,

由于在估计 H 中存在不可靠性,x'的正确位置也有相应的不可靠性.我们可以由 H 的协方差

矩阵来计算这个不可靠性.
点 x'的协方差矩阵由下面的公式给岀：

Sx，= Jh ShJh
式中，Jh = dx7dh.dxVah 的公式在式(4.21)中给岀.

如果点 x 本身的测量也具有某种不确定性,那么在 x 和 h 间没有互相关的假设下，可以用

下面的公式代替：

(5.15)
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上面的假设是合理的，因为点 X 是一个没被用来计算变换 H 的新点
_
关于雅可比矩阵的公式

J,= dx' / dx 在式(4.20)中给出•

式(5.15)中的协方差矩阵用变换 H 的协方差矩阵Sh表示.由式(5.9)可知协方差矩

阵依赖于估计 H 时所用的具体约束.因此似乎同样依赖于用于约束 H 的具体方法.

但是，可以验证这些公式与用来计算协方差矩阵Zp + A
的具体约束 A 无关.

例 S.14 我们继续使用例5.13，令2D 单应 H 为有式(5.14)中的协方差Zh的恒等矩阵.

考虑一个任意点( x，y)被映射到点 x'= Hx.在此情形，协方差矩阵 = JhZhJ〖可以用符号计

算求得

(5.16)

2-X
2
+尤

4 + y2 + X
2 y2 xy( x + y2 -2)xy( x2 + y2 -2) 2 - y1 + y4 + x2 + x2 y2 .

X X 1 O' x' y' 1 [4

注意 ov,.和 ovy是* 和 y 的偶函数，而 ov,.是奇函数.这是由于计算 H 的点集关于* 和 y
轴的对称性所致.同时注意 ov..和 oy,.的差别仅在于交换* 和 y，这也是由于定义点集的对称

性所致.

可以看到变量 OV，.以 x 的4 次方量级变化，从

而标准偏差是*的平方量级.这说明如果外插所用

的变换点 x'= Hx 离开用于计算 H 的点集太远，那

么这个值是不可靠的.更具体地说，x'位置的 RMS

的不可靠性等于（OVi. + 0-ry )1/2
= /traced.)，可

以求得它等于（1 +(/ +/)
2
)

1/2
=(1 + r4广，其中

「是离原点的径向距离. 注意一个有趣的现象: RMS
的误差仅取决于径向距离.事实上可以证明点“的

概率分布仅取决于 X'的径向距离，虽然它有两个主

轴:指向径向和切向.图 5.5 给出了％'的 11肘5误差

作为 r 的函数的图形.

这个例子计算了在4组点对应的最低限度下一

个转移点的协方差.多于4 组对应时，情形并没有

实质性的不同.外插超过计算单应所用的点集是不

可靠的.事实上，我们可以证明如果 H 由单位圆周上等距的 n 点计算而来（而不是上面用4

点），那么 RMS 误差等于 ov，.+ =4(1 + r4 ) / n ,因此误差同样呈现二次方增长.

图 5.5 投影点f位置的 RMS误差是点f
到原点的径向距离的函数.单应 H由围绕

原点的单位圆上等距的4 点计算得到而且

误差仅在第二幅图像上 .RMS误差与计算

H时所采用的点的假设误差成比例，垂直轴

根据这个假设误差来标定.

5.3 协方差估计的蒙特卡洛法

前几节所讨论的协方差估计方法都建立在线性性的假定之上.换句话说，假定曲面/(h)
在被估计的点的附近是局部平的，至少在与噪声分布的近似程度相对应的区域上如此.同时

也假设变换 H 的估计方法是最大似然估计. 如果曲面不完全平，那么协方差的估计可能不正

确.另外,一个具体估计方法的性能可能低于 ML 估计,因而给被估计的变换 H 引入额外的不

可靠性.
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取得协方差估计的一般(虽然昂贵）方法是穷尽模拟. 假定噪声来自一个给定的噪声分

布，我们从精确对应于给定变换的点匹配集开始.然后对点加噪并用选定的估计过程计算相

应的变换.然后，按所假设的噪声分布进行多次试验，用统计方法计算变换 H 或进一步计算

转移点的协方差.图 5.6 对恒等映射的情况进行了说明.

图 5.6 在归一化和不归一化 DLT 算法中，点在恒等映射下的转移，同时参考图 4.4 以得到进一步的解释.

当我们不知道 H的真值时，估计变换 H的协方差的解析法和蒙特卡洛法都可以用于实际

数据的协方差估计.由给定的数据计算 H的估计以及点 X:和 X,.对应的真值.然后，把估计值

当作匹配数据点和变换的真值来计算协方差.得到的协方差矩阵就认为是真值变换的协方

差.这种等同的做法是基于假定数据点的真值与被估计的值非常接近,足以使协方差矩阵本

质上不受影响.

5 . 4 结束语

估计参数的偏差和方差的一个扩展的讨论在附录 3.

5.4.1 文献

由于仅采用一阶泰勒展开和高斯误差分布的假定使本章的所有推导大为简化.类似的思

想（ML，协方差⋯）可以通过采用费希尔信息矩阵推广到其他的误差分布.相关的文献可以在

Kanatani [Kanatani-96],Press 等[ Press-88]和其他统计书中找到.

Criminisi 等[Criminisi- 99b]给出当确定单应的对应在数量和位置上变化时，计算点转移

协方差的许多例子.

5.4.2 注释和练习

(1)考虑用正交回归计算与平面上一组 2D 点最佳拟合的直线的问题. 假定 /V 个点的每

一个坐标的测量具有独立标准偏差 tr.每点到拟合直线的距离的 RMS 期望值是什么？
答案:tr(( n -2)/ra)

1/2.

(2)(较难）18.5.2节给出一种由跨 m 幅视图的 n + 4 组点对应计算射影重构的方法，其

中4组点对应假定来自一张平面.假定这4组平面点的对应精确地给定，并且其他的《个图

像点在测量时带有 1 个像素的误差（每幅图像的每个坐标）.问残差||x'-FX,||的期望值是

什么？
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本 篇 大 纲

本篇包括三章，聚焦在单个透视摄像机的几何.

第6章介绍 3D 场景空间到 2D 图像平面的投影.摄像机映射由一个矩阵表示，在点映射

的情形下，它是一个把三维空间中的世界点的齐次坐标映射到图像平面上影像点的齐次坐标

的3 x4 矩阵 P.这个矩阵一般有11 个自由度，并且可以从中获取摄像机的一些性质,如中心

和焦距等.具体地说，焦距和宽高比等摄像机内参数包含在一个由 P 经过简单分解得到的

3 x 3 矩阵 K 中. 有两类特别重要的摄像机矩阵:有限摄像机和中心在无穷远的摄像机（例如

表示平行投影的仿射摄像机).

第7章介绍给定一组世界和图像的对应点坐标求摄像机矩阵 P 的估计问题.该章同时介

绍如何把摄像机的约束有效地引入估计的方法，以及镜头径向失真的矫正方法.

第 8章有三个主题. 首先，它包含了摄像机对有限点以外的几何体的作用. 这些几何体

包括直线、二次曲线、二次曲面和无穷远点等.无穷远点/线的图像是消影点/线.第二个主题

是摄像机标定，即在不求出整个矩阵 P 的情况下计算摄像机矩阵的内参数 K.特别介绍内参

数与绝对二次曲线的图像间的关系，以及由消影点和消影线来标定摄像机的方法.最后的主

题是标定二次曲线，这是实现摄像机标定可视化的一种简单的几何手段.
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摄像机模型

摄像机是 3D 世界（物体空间）和2D 图像之间的一种映射.本书主要关心的摄像机是中

心投影.本章将推导若干种摄像机模型,它们是表示摄像机映射的具有特殊性质的矩阵.

我们将看到所有中心投影的摄像机都是一般射影摄像机的特殊情况. 我们将用射影几何

的工具来研究这种最一般的摄像机模型的构造.我们将会看到摄像机的几何元素（如投影中

心和图像平面）可以非常简单地根据它的矩阵表示计算得到 . 一般射影摄像机的内在性质

(例如几何性质)可以用同样的代数表示式来计算 .

具体模型主要分成两类——有限中心的摄像机模型和“无穷远”中心的摄像机模型 .在

无穷远摄像机中,仿射摄像机特别重要，因为它是平行投影的自然推广.

本章主要讨论点的投影.摄像机对其他几何元素（例如直线）的作用将在第8章中讨论.

6.1 有限摄像机

本节，我们从最具体且最简单的摄像机模型即基本的针孔摄像机开始,然后通过一系列的

升级逐步把这个模型一般化.

我们推导的模型主要针对 CCD 类型的传感器，但同样适用于其他摄像机，例如 X-射线图

像、扫描负片、扫描放大负片等.

基本针孔模型我们考虑空间点到一张平面上的中心投影. 令投影中心位于一个欧氏坐

标系的原点，并考虑被称为图像平面或聚焦平面的平面在针孔摄像机模型下，空间坐标

为X =(X，Y，Z)T的点 X 被映射到图像平面上的一点，该点是连接点 X 与投影中心的直线与

图像平面的交点，如图 6.1 所示 . 根据相似三角形，可以很快地算出点（X,Y，Z)T被映射到图

像平面上的点(/X/Z,/Y/Z,/)
T.略去最后一个图像坐标之后，从世界坐标到图像坐标的中

心投影是

(X，Y，Z)TH

^
(/X/Z,/Y/Z) T

这是从3 维欧氏空间IR3 到2维欧氏空间IR2 的一个映射.

投影中心称为摄像机中心，也称为光心. 摄像机中心到图像平面的垂线称为摄像机的主

轴或主射线，而主轴与图像平面的交点称为主点.过摄像机中心且平行于图像平面的平面称

为摄像机的主平面.

用齐次坐标表示中心投影如果用齐次向量表示世界和图像点，那么中心投影可以非常

简单地表示成齐次坐标之间的线性映射.具体地说，式(6.1)可以写成如下矩阵乘积形式

( 6.1 )

117



_
计算机视觉中的多视图几何

图6.1 针孔摄像机几何 . C 是摄像机中心而 p 是主点.这里的摄像机中心位于坐标

原点.注意图像平面位于摄像机中心之前.

r/x 01
Y Y
z以 = (6.2 )0 z

0」

该表达式中的矩阵可以被写成 diag(/，/，l ) [ I 10],其中 diagC/

^
l )是对角矩阵，而[ I|0]

表示矩阵分块成一个3 x3块（单位矩阵)加上一个列向量(这里是零向量).

我们现在引入如下记号:世界点 X 用4维齐次向量（乂八7，1)
7
表示;图像点 * 被表示成

3 维齐次向量的形式;P 表示3 x4 齐次摄像机投影矩阵. 这样一来式(6.2)可以紧凑地写为

x = PX
它定义了中心投影的针孔模型的摄像机矩阵为

P = diag(/,/，l ) [ I|0]
主点偏置式(6.1)假定图像平面的坐标原点在主点上 . 实际情况可能不是这样，因此

一般情形的映射为

( X , Y , Z ) W/X/Z + p, , f Y / Z + P r )7

其中，(/

^
，/

^
)
7
是主点的坐标.参看图 6.2.该方程可以用齐次坐标表示成

Y〔/x + Zp,)「/
/Y + ZPr = f P y

P, On
Y

(6.3)0z zz 0」

若记

P,1
f P y (6.4)K a

则式(6.3)有一个简洁的形式

x = K[ l|0]X
_

矩阵 K 称为摄像机标定矩阵.在式(6.5)中我们记(X，Y，Z,1)7为乂

_
是为了强调摄像机被设

定在欧氏坐标系的原点且摄像机的主轴沿着 Z 轴的指向，而按此坐标系表示.这样的

坐标系可以称为摄像机坐标系.

(6.5)
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ii Yearn

P

图6.2 图像（ x,y )坐标系和摄像机U
_

,y
_

)坐标系.

摄像机旋转与平移一般,空间点采用不同的欧氏坐标系表示，称为世界坐标系.两个坐

标系通过旋转和平移相联系，如图 6.3 所示.如果交是一个3 维非齐次向量，表示世界坐标

系中一点的坐标，而殳
_
是以摄像机坐标系来表示的同一点，那么我们可以记又

_
= R(

^
-

己）,其中己表示摄像机中心在世界坐标系中的坐标，R 是一个表示摄像机坐标系方向的3

3 旋转矩阵.这个方程在齐次坐标下可以写成

x

RC x (6.6 )

图6.3 世界和摄像机坐标系之间的欧氏变换.

将它与式(6.5)结合起来可得

(6.7)

式中,X 用世界坐标系表示.这是由针孔模型给出的一般映射. 我们看到一般的针孔摄像机

P = KR[ I|- C ]有9个自由度:3 个来自 K(元素/,凡，&)，3 个来自 R，3个来自己包含在

K 中的参数称为摄像机内参数或摄像机的内部校准 . 包含在 R 和芒中的参数与摄像机在世

界坐标系中的方位和位置有关，并被称为外参数或外部校准 .

为方便起见，通常不显式地标出摄像机中心，而是把世界到图像的变换表示成交 Mm =
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RX + t.此时摄像机矩阵简化成

P = K[ R | t] (6.8 )

其中,根据式(6.7)，t = - RC.

CCD 摄像机刚刚推导的针孔摄像机模型假定图像坐标系是在两个轴向上具有相同尺

度的欧氏坐标系.但 CCD 摄像机的像素可能不是正方形.如果图像坐标以像素来测量，那么

需要在每个方向上引人不同的尺度因子.具体地说，如果在 * 和 y 方向上图像坐标单位距离

的像素数分别是化和％，那么由世界坐标到象素坐标的变换由式(6.4)左乘一个附加的因子

出哗(;^，％，1)而得到 . 因此 CCD 摄像机的标定矩阵的一般形式是

(6.9)K = «r Jo

式中，�

^
=加1 和

~
=/7 分别把摄像机的焦距换算成1和7方向的像素量纲 . 类似的，

x 0 =(%,yQ)
T
是用像素量纲表示的主点，其坐标为 *。 和 y0 = myPy . 因此，一个 CCD 摄

像机有10个自由度.

有限射影摄像机为了增加一般性，我们可以考虑如下形式的标定矩阵

a*

(6. 10 )K = Jo

增加的参数 s 称为扭曲参数. 对大多数标准的摄像机来说，其扭曲参数为零.但是在某些特

殊的情形，它可能取非零值，这些将在 6.2.4 节中介绍.

一个摄像机

P = KR[ I | - C ]
的标定矩阵 K 取式(6.10)的形式时称为有限射影摄像机. 一个有限射影摄像机有 11 个自由

度.这与定义到相差一个任意尺度因子的3 x4 矩阵的自由度数目一样.

注意 P 左边的 3 x3 子矩阵等于 KR,且是非奇异的.反过来，任何一个3 x4 矩阵 P,如果

其左边3 x3 子矩阵是非奇异的,则它是某个有限射影摄像机的摄像机矩阵，因为 P 可以分解

成卩=101[1丨 - C ], 事实上，令 M 为 P 的左边 3 x3 子矩阵，我们可以将 M 分解为乘积 M =KR，
其中 K 是形如式(6.10)的上三角矩阵而 R 是旋转矩阵. 该分解本质上是 A4.1.1 节中介绍的

RQ 矩阵分解,其中更多的内容将在6.2.4 节中介绍.于是，矩阵 P 可以写成 P = M[I丨 =

KR[ I|- C ]，其中p4 是 P 的最后一列. 简而言之：
• 有限射影摄像机的摄像机矩阵集合等于左边 3 x 3 子矩阵为非奇异的 3 x 4 齐次矩阵

所构成的集合.

一般射影摄像机在射影摄像机层次化的最后一步是移去加在左边3 x 3 子矩阵的非奇

异性约束.一般射影摄像机由秩为3的任意 3 x4 齐次矩阵表示.它有 11 个自由度.之所以

要求秩为3 是因为如果秩小于3,那么矩阵映射的值域将是一条直线或一个点而不是整张平

面,换句话说不是 2D 图像.

(6.11 )

120



m第 6章摄像机模型

6.2 射影摄像机

一般射影摄像机 P 按公式 X = PX 把世界点 X 映射到图像点 X. 在这个映射的基础上，

我们将分解该摄像机模型以揭示诸如摄像机中心一类的几何元素是如何在此矩阵中编码

的 . 在我们考虑的性质中，某些性质仅适用于有限射影摄像机和它们的特殊情况，而其余

的则将适用于一般摄像机，不同之处很容易根据上下文来区分 . 摄像机的有关性质概括在

表 6.1 中 .

摄像机中心 . 摄像机中心 C 是 P 的一维右零空间，即 PC =0.

- M -'p4O 有限摄像机(M 非奇异) C =

^
，其中 d 是 M 的3 维零向量，BP Md =0.

列点对于纟=1，⋯，3,列向量 p,分别对应于 X,Y,Z 轴在图像上的消影点.列 p4 是坐标原点的图像.

主平面摄像机的主平面是 P 的最后一行 P3.

轴平面平面 P1
和 P

^
P的第一和第二行）表示空间中过摄像机中心的平面，分别对应于映射到图像上

直线* =0 和 y =0的点.

主点图像点 x„ = Mm3
是摄像机的主点，其中11137是 M 的第三行.

主射线摄像机的主射线（主轴)是过摄像机中心 C 而方向向量为m3T
的射线.主轴向量 v = det(M)m3 指

向摄像机的前方.

无穷远摄像机（M 奇异）C =

表 6 . 1 射影摄像机 P 性质小结.该矩阵表示为分块形式 P = [ M|p4 ].

6.2.1 摄像机构造

一般射影摄像机可以按 P =[M|p4 ]分块，其中 M 是3 x 3 矩阵.我们将看到:如果 M 是

非奇异的,则它是有限摄像机;反之则不然 .

摄像机中心矩阵 P 有一个1 维右零空间，因为它有4列而秩是 3. 假定该零空间由4 维

向量 C 生成，即 PC =0.我们将证明 C 是用齐次4 维向量表示的摄像机中心.

考察包含 C 和三维空间中任一点 A 的直线.该直线上的点可以表示为

X( A ) = AA +(1 - A ) C
在映射 X = PX 下，该直线上的点被投影到

x = PX(A ) = APA +(1 - A )PC = APA
最后一步是因为 PC =0.上式表明该直线的所有点都映射到同一个图像点 PA,因而该直线必

然是过摄像机中心的一条射线.由此推出，C 是摄像机中心的齐次表示，因为对于 A 的所有

选择，直线 X(A )都是通过摄像机中心的一条射线.

这个结果并不意外，因为图像点(0，0,0)
7
= PC 无定义,并且摄像机中心是空间中唯一的

图像没有定义的点.对于有限摄像机,可以直接得到该结果，因为 C =( 亡 ，1)
T
显然是 P = KR

[1|- 己 ]的零向量.该结论甚至在 P 的第一个3 x 3 子矩阵 M 是奇异时也正确. 尽管对于奇
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异情形，零向量的形式为0 =((11，0)
1
，其中肘(1 =0. 此时摄像机中心在无穷远点. 这类摄像

机模型将在 6.3 节中讨论.

列向量射影摄像机的列是3 维向量，它们的几何涵义是特殊的图像点 . 记 P 的列为

分别是世界坐标 X，Y 和 Z 轴的消影点，因为这些点是轴方向

的图像.例如，X -轴的方向0=(1,0,0,0)
1
被映像到Pl = PD.参见图 6.4.列？4 是世界原点

的图像.

图 6.4 射影矩阵的列Pi , i = l，⋯，3 定义的三个图像点是世界坐标轴方向的消影点.

行向量射影摄像机式(6.12)的行是4维向量，在几何上可解释成特殊的世界平面.这

些平面将在下文讨论.我们引人 P 的行记号PiT，因而

Pll Pl2 Pl3 Pl4 r p1

p2T (6. 12 )P = P21 P22 P23 VIA

- P3T _
•P31 P32 P33 P34.

主平面主平面是过摄像机中心并平行于图像平面的平面.它由被影像到图像上无穷远

直线的点集 x 组成.更明确的表示就是 PX = u，y,o)T.因此点 x 在摄像机主平面上的充要

条件是P3TX =0.换句话说,P3 是摄像机主平面的向量表示 .如果 C 是摄像机中心，则 PC =
0,从而有P3TC =0.也就是说 C 在摄像机的主平面上.

轴平面考察平面P1 上的点 X 构成的集合 . 该集合满足P1TX = 0,因此被影像到图像

y -轴上的点 PX =(0，y，w)T& .再一次由 PC =0 得P1TC =0,因而 C 也在平面P1
上 .从而

平面P1 由摄像机中心和图像中的直线* =0 来定义 .类似地，平面P2
由摄像机中心和直线

:K = 0 来定义 •

与主平面P3 不同，轴平面P1 和P2 依赖于图像的* 轴和 y 轴，即与图像坐标系的选择有

关.因而，它们与自然摄像机几何的耦合不如主平面那样紧密.具体地说，平面P1 和P2 的交线

是一条连接摄像机中心和图像原点的直线，即图像原点的反向投影 . 该直线一般不与摄像机

的主轴重合.由P‘ 产生的平面如图 6.5 所示.

摄像机中心 C 位于所有三张平面上，又由于这些平面互不相同（因为 P 矩阵的秩为3)，

故它必定是三平面的交点.从代数上说，中心在所有三张平面上的条件是 PC =0,这是上面给

出的关于摄像机中心的原始方程.

主点主轴是过摄像机中心 C 并且方向垂直于主平面P3
的直线.主轴与图像平面交于

主点.我们可以用下面的方法来确定主点.一般来说，平面 n =( 7i1，7r2,7i3,7i4)T的法线是向量
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图6.5 由射影矩阵的行定义的三张平面中的两张 .

( 71,,712 ,7l3 )T.它也可以表示为无穷远平面上的一个点（ ，叱，

^
)

'
在摄像机的主平面为

P3 时，该点是(/>31，；>32/33 ,0)

'
我们记之为&.利用摄像机矩阵 P 投影该点给出摄像机的主点

PP3.注意该公式仅涉及 P =[M|p4 ]左边的 3 x 3 子 矩 阵 .事 实 上 主 点 由 来 计 算，

其中m3T
是 M 的第三行.

主轴向量尽管任何不在主平面上的点 X 都可以按照 x = PX 被映射为一个图像点，但实

际上仅在摄像机前面的点即空间中一半的点能在图像上见到 . $ P = [ M|p4 ]. 刚看到向

量 m3
指向主轴方向.我们想定义该向量指向摄像机的前方（正方向）.然而应注意 P 的定义

可以相差一个正负号.这就产生了歧义:是m3
还是 - m3

指向正向 . 我们现在就来解决这个

歧义问题.

我们从考察摄像机坐标系下的坐标着手.根据式(6.5)，一个 3D 点到图像点的投影方程

^x = PoamXcam = K[ l|0]X
_

，这里乂

_
是用摄像机坐标表示的 3D 点. 此时可以看到向量 v =

det( M)m3
=(0,0，l )T在主轴方向上并指向摄像机的前方，而不受 P

_
的尺度因子的影响.例

如，如果 P
_
-

^
Ptain，则 方 向 相 同.

如果3D 点用世界坐标表示，则P = f c K[ R | -# ] 項[ 1« | 口4 ],其中閱= 1̂因为 d e t ( R) >0,
向量 v = d e t ( M ) m3

同样不受尺度因子的影响.概括起来：

• v = d e t ( M ) m3
是在主轴方向上指向摄像机前方的向量.

6.2.2 射影摄像机对点的作用

正向投影我们已经知道，一般的射影摄像机根据映射 x = PX 把空间的一个点 X 映射到

一个图像点.在无穷远平面上的点 D =(dT，0)T
表示消影点.这些点映射到

PD = [ M|p4 ]D = Mdx =
因而仅仅受 P 的前3 x3 子矩阵 M 的影响.

点到射线的反向投影给定图像中的一个点 x,我们来确定空间中的哪些点被映射到该

点.这些点将组成过摄像机中心的一条空间射线 . 该射线的形式有若干种表示方法,与我们

如何表示三维空间的直线有关.其中的1

^
(

^
汉表示将在8.1.2节中介绍.而这里，直线被表

示成两点的连接.

射线上有两个点是已知的.它们是摄像机中心 C ( PC =0)和点 P + x，其中 P +是 P 的伪

逆 .P 的伪逆是矩阵 P + =?
7
(??

1
)

_
1并满足?？+ =1(参见 A5.2 节）. 点 P + x 在射线上是由于

它投影到 X，因为 P( P + x) = Ix = x. 从而射线由这两点的连线形成
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X( A ) = P + x + A C (6.13)

在有限摄像机情形可以导出另一种表示式 . E P = [ M|p4 ],摄像机中心为 C = - M -'p4.

图像点 x 反向投影的射线交无穷远平面于点 D =((厘
_、)

7,0)7,因而 D 提供了射线上的第

二个点.再一次将直线写成其上的两点的连接

M
_
1
(/i,x - p4 )

(6.14)

6.2.3 点的深度

下面，我们考虑在摄像机主平面前或后的一个点离主平面的距离 . 考虑摄像机矩阵 P =
[ 1�丨？4]，把三维空间的点义 =(父，丫，2,1)

7
=( 殳 7

，1)
7
投影到图像点 3�=�；(

^
,j,l )T

= P X.

令c =( d ，1)
T
为摄像机中心. 那么 M；=P3TX = P3T

( X -C)，因为对摄像机中心 C，PC =0. 但

是P3T
(X -C) =m3T

( X - �)，其中m3 是主射线方向，因此 u；=m3T
( 殳 - £ )可以解释为从摄

像机中心到点 X 的射线与主射线方向的点乘.如果摄像机矩阵已被归一化使得 det M >0 且

||m3
||=1，那么m3 是指向正轴向的单位向量.从而可以解释为:从摄像机中心 C 到点 X

在主射线方向上的深度.如图 6.6 所示.

cf

图6.6 如果对摄像机矩阵 P = [ M|p4 ]进行归一化，使得||m3
||=1 和

dteM>0,并且 x= «e{戈4，1)
丁

= ?叉，其中？[=(又,丫，2，1》丁
，那么《�是从

摄像机中心到点 X 在摄像机主射线方向上的深度.

任何摄像机矩阵可以通过乘以一个适当的因子而归一化. 然而为了避免总是处理归一化

摄像机矩阵，可以用下列方法计算点的深度：

结论 6.1 令 X = ( X，Y,Z,1 )
T
是一个 3D 点而 P =[M|p4 ]是一个有限摄像机的摄像机

矩阵，假定 P ( X，Y，Z，T ) T = W U，y，l)T，那么

sign(detM)wdepth ( X；P) = (6.15)T || m3 ||
是在摄像机主平面前方的点 X 的深度.

该公式是确定点 X 是否在摄像机前方的一种有效方式.可以验证无论点 X 或摄像机矩

阵 P 乘一个常数因子深度 depth( X；P)的值都不变 . 因而,dePth(X;P)与 X 和 P 的具体的

齐次表示无关.

6.2.4 摄像机矩阵的分解

设 P 为一般射影摄像机的摄像机矩阵.我们希望由 P 找到摄像机的中心、方位和内参数.
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求摄像机中心摄像机中心 C 是使 PC =0的点.数值计算上，这个右零向量可以由 P 的

SVD 得到，见 A4.4 节 .从代数上来说，中心 C =(X,Y,Z,T)T
可以用下面方法得到(见 3.5 节）

X = det([p2,p3 ,p4 l), Y = - det([p1 ,p3 ,p4 ]),

Z = det( [ p1 , p2 , p4 ] ) I T = - det( [ p, , p2 , p3 ] ).
求摄像机定向和内参数根据式(6.11),对于有限摄像机情形

P = [ M|-MC ] = K[ R|- RC ]

利用 RQ 分解把 M 分解成 M = KR,就能轻松地找到 K 和 R.这种分解为上三角矩阵和正交矩

阵的乘积的方法在 A4.1.1 节中介绍.矩阵 R 给出摄像机的定向，而 K 是摄像机的标定矩阵.

分解的多义性可以通过要求 K 有正对角元素来解决.

矩阵 K 有形式(6.10)

*ol
0 «r Jo

L 0 0 1 -
式中,

^
是*-坐标方向的比例因子巧是 y-坐标方向的比例因子,s 是扭曲参数，U，yD)

T 是主

点的坐标，像素宽高比是 a/a,.

例 6.2 形如 P =[M| - Md ]的摄像机矩阵
' 3.53553e + 2
-1.03528e + 2

. 7. 07107e -1 -3. 53553e -1 6. 12372e -1

3. 39645e + 2 2. 77744e + 2 -1.44946e + 6
_

2. 33212e + 1 4. 59607e + 2 -6. 32525e + 5
-9. 18559e + 2.

P =

的中心为芒 =(1000.0,2000.0，1500.0)T，并且矩阵 M 分解为

「468.2 91.2 300.0J 0.41380 0.90915 0.04708'

-0.57338 0.22011 0.78917

L l . OJL 0.70711 -0.35355 0.61237.

何时#0? 如 6.1 节所述，一般 s = 0 ,故一个真正的 CCD 摄像机仅有 4 个摄像机内参

数.如 果 那 么 可 以 解 释 为 CCD 阵列的像素元素产生扭曲使得 x 轴和 y 轴不垂直.这是

不大可能发生的.

现实中，非零扭曲可能在对图像再次取像(如一幅照片被重拍或底片被放大）时发生 .例

如用一个针孔摄像机（如普通的胶片摄像机）放大一幅图像时放大镜的轴与胶片平面或被放

大的图像平面不垂直.

在这个“照片的照片”中可能发生的最严重的失真是一个平面单应 . 假定原（有限）摄像

机用矩阵 P 表示，那么表示这种照片的照片的摄像机矩阵是 HP，其中 H 是一个单应矩阵.因

为 H 是非奇异的，所以 HP 左边的3 x3 子矩阵是非奇异的，因而可以被分解成乘积 KR，并且

不要求 K 中 s =0.但是注意 K 和 R 不再是原摄像机的标定矩阵和定向.

另一方面，可以证明对照片拍照的过程不改变摄像机的视在中心. 事实上，因为 H 是非

奇异的，所以 HPC =0的充要条件是 PC =0.
何处需要分解？ 如果摄像机矩阵 P 由式(6.11)给定,则其参数是已知的，分解显然没有

必要. 由此产生这样一个问题——在什么场合下我们会得到一个分解是未知的摄像机？事实

M = KR = 427.2 200.0

1 2 5
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上，在整本书中将用多种方法来计算摄像机，而分解一个未知的摄像机在实践中经常用到 � 例

如摄像机可以通过标定来直接计算——其中摄像机由一组世界到图像的对应来计算（第7

章)——或间接地通过先计算多视图关系（如基本矩阵或三焦点张量），再由该关系来计算投

影矩阵.

关于坐标定向的注在推导摄像机模型和其参数化式(6.10)时，我们假定图像和 3D 世

界的坐标系都是右手系，如图 6.1 所示.但是，在通常图像坐标的测量中 y 坐标沿向下的方向

增加,因而定义了一个与图 6.1 相反的左手坐标系.此时，一个切实可行的建议是把图像点的

y 坐标取负,从而使坐标系变为右手系 . 不过，即使图像坐标系是左手系，后果也不严重 . 世

界和图像坐标的关系仍然由一个3 x4的摄像机矩阵表示 . 按式(6.11)分解该摄像机矩阵使

K 取式(6.10)的形式仍可能使义和+为正.所不同的是 R 现在表示的摄像机定向是相对于

负 Z 轴的.另外，对摄像机前的点，由式(6.15 )给出的点的深度将是负的而不是正的.如果

记住了这一点，那么在图像中使用左手坐标系也是允许的.

6.2.5 欧氏与射影空间

在前几节的推导中都隐含地假定世界和图像坐标系是欧氏的. 从射影几何中借用了一些

概念(如对应于I上的点的方向）以及齐次坐标的方便记号使得用线性来表示中心投影成为

可能.

在本书的后续章节中我们将更多地采用射影坐标系 . 这很容易实现，设世界坐标系为射

影的，则摄像机和世界坐标系之间的变换式(6.6)仍然用一个4 x4的齐次矩阵 H 表示:X
_

=

HX;而且由三维射影空间IP3 到图像的映射仍然用一个秩为3 的3 x 4 矩阵 P 表示 .事实上，

最一般的射影摄像机是一个从IP3 到IP2
的映射，并包括了一个三维空间的射影变换、一个从

三维空间到图像的投影和一个图像的射影变换的复合.这可简单地由表示这些映射的矩阵的

连乘来得到：
'1 0 0 0'

P =[3 x 3 单应] 0 10 0

.0 0 1 0.
[4 x4 单应]

其结果是一个 3 x 4的矩阵.

然而，记住摄像机是欧氏装置是很重要的，且不能简单地因为有一个摄像机的射影模型就

可以避开欧氏几何的概念.

欧氏与仿射解释虽然一个(有限）3 x 4 矩阵总能如 6.2.4 节所示那样进行分解以获得

一个旋转矩阵、一个标定矩阵 K 等，所获得参数的欧氏解释仅当图像和空间坐标在适当的坐

标系下才有意义.该分解要求图像和三维空间都是欧氏坐标系.另一方面，即便两个坐标系

都是射影的，P 的零向量是摄像机中心的解释仍有效——这个解释仅要求射影概念中的保线

性. P3 解释成主平面至少要求图像和三维空间是仿射坐标系.最后，把m3 解释成主射线，则

要求一个仿射图像坐标系和一个欧氏世界坐标系，以使得垂直（于主平面）的概念有意义 .

6.3 无穷远摄像机

我们现在来考虑中心在无穷远平面上的摄像机.它意味着摄像机矩阵 P 的左边 3 x 3 子
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矩阵是奇异的.与有限摄像机一样，摄像机中心可由 PC =0 求得.

无穷远摄像机可以大致分为两种不同的类型:仿射摄像机和非仿射摄像机.我们首先考

虑在实用中最重要的仿射摄像机.

定义 6.3 仿射摄像机是矩阵 P 的最后一行P3T
形如(0,0,0,1)的摄像机.

之所以称它为仿射摄像机是因为无穷远点被它映射为无穷远点.

6.3.1 仿射摄像机

设想当我们利用摄影特技，将摄像机向后拉的同时通过变焦放大使感兴趣的物体始终保

持同样大小时会发生什么e? 这种情况如图 6.7 所示. 我们将用同时增加焦距和物体到摄像

机主轴之间的距离并取极限的方法对此过程建模.

&^ 3
透视 弱透视

增加焦距

增加到摄像机距离

图 6.7 当焦距增加，同时摄像机与物体之间的距离也增加时，图像保持同样大小，但透视效应消失.

为分析该技术，我们先从有限射影摄像机式(6.11)开始.摄像机矩阵可以写成

P0 = KR[ I|- C ] = K (6.16)

0 参见‘Vertigo’（Dir. Hitchock，1958)和‘Mishima’（Dir. Schrader,1985).
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式中，r;T是旋转矩阵的第 i 行. 摄像机定位在 �并由矩阵 R 定向，而内参数矩阵 K 的形式由

式(6.10)给出 . 按 6.2.1 节，该摄像机主射线与向量r3
同方向，而数值禹= - r3T己是世界原

点到摄像机中心在主射线方向上的距离.

现在，我们来考虑如果摄像机在一段时间 * 内以单位速度沿主射线向后移动，并使摄像机

中心移到 �- *r3
时会发生什么情况.用 �- *r3 代替式(6.16)中的 6 给出在 t 时刻的摄像

机矩阵：

- r1T
( C - tr3 )

- r2T( C - <r3 )

- r3T( C - tr3).

r1T

(6.17)P, = K = Kr2T
r2T

d,Lr3T L r

式中，r‘Tr3 当 i = l ，2时为零，因为 R 是旋转矩阵.标量< = - r3TC 是世界原点相对于摄

像机中心在摄像机主射线r3 方向的深度. 因此

• 沿主线追踪的效果是将矩阵的(3,4)元素用世界原点到摄像机中心的深度<替代.

下一步，我们使摄像机的焦距增加一个因子这使图像放大一个因子

^
8.4.1 节将证明

按因子 A 变焦的效果等于标定矩阵 K 右乘 diag( k,k,l ).
现在，我们来合成追踪和变焦的效应.假定使图像大小保持不变的放大因子是 k = d/d0.

由式(6.17)得出在时间 t 所产生的摄像机矩阵是

[d/d0
:J上P, = K d/d0 r2T

<4
r3T d,

并可忽略因子</d。.当 * =0时，摄像机矩阵 P,对应于式(6.16).而当<趋向无穷大时，该矩

阵变成

(6.18)P„ = limP, = K

0T d0

它恰好是把原来的摄像机矩阵式(6.16)最后一行的前三个元素取零. 根据定义6.3,P„ 是仿

射摄像机.

6.3.2 应用仿射摄像机的误差

可以看到:在过世界原点并垂直于主轴方向r3 的平面上的任何点的图像在这种变焦和运

动的复合作用下保持不变. 事实上，这样的点可以被记为

r1
+/3 r2

X =
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因为fW +〆)=0，故卩。义=?,叉4�
\对所有 *

^̂
.

对于不在该平面上的点，由 P。和 P« 映射所产生的图像是不同的，我们将研究相应的误差

范围. 设一点X离该平面的垂直距离是 A.这个 3D点可以表示成

x = ( ar l +"r;+ Ar3 )
并被摄像机 PQ 和 P„ 分别影像到

x X

x㈣ = P0X = K xafn„e = P„X = Kr y

K + A J
式中，S =a - r1TC，j 现在记标定矩阵为

、do ,

xK2
K =

L o T
式中，K2 x2是2 x2上三角矩阵，则有

K2 x2 x + ( d0 + A) x0

d0 + A
K2x2 S + d0i0

Xaffine =
do

P。的图像点通过除以第三个元素消去齐次化而得到：Sproj = X0 + K2x2 x / ( d0 + A )，而对

于匕的非齐次图像点是 = X0 + K2 x2 x / d0. 因此两点之间的关系是

d0 + A
^affine - *0 ~ ( X p r o j - X o )do

它表明

�用 p
« 仿射近似真实摄像机矩阵 p。的效应是把点X的图像径向地靠近或离开主点

X。，其加权因子是（(4 + A)A4 =l + A/ d0.
图 6.8 对此给予了说明 •

图 6.8 透视与弱透视投影.弱透视摄像机的行为等价于先正交投影到一张平面

(2= <4)上，接着从该平面进行透视投影.透视和弱透视投影的图像点之间的区别

依赖于点 X 离该平面的距离 A,及该点离主射线的距离.
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m 计算机视觉中的多视图几何

仿 射 成 像 条 件 由 和 的 表 达 式 可 以 推 得

Uproj =f ( xproj - x0 ) (6.1 9)

这表明真实透视图像的位置与用仿射摄像机逼近的位置之间的距离相差不大，如果：

(1)深度的起伏（A)相对平均深度K )较小，以及

(2)点离主轴的距离较小.

后一个条件在小视场时满足.一般，长焦距镜头获取的图像容易满足这些条件,因为视场和景

深都小于由相同 CCD 阵列的短焦距镜头获得的图像.

对于含有大量不同深度点的场景，仿射摄像机不是一个好的近似.例如，当场景中含有背

景物体的同时又有靠近的前景时，就不宜使用仿射摄像机模型 . 然而此时可对不同区域采用

不同的仿射模型 •

6.3.3 P„的分解

摄像机矩阵式(6.18)可以写成

R J
0T d0

] [*0K2P« = oT

式中,A 由旋转矩阵的前两行组成，i是向量（ - r1T 己 ，- r2 T 石 ）
T
，而6是向量(0,0)t，2 x2矩

阵 K2 X2是上三角矩阵.我们可以很快地验证

R t
0T d0

因此可以用<汶
2

^
代替 K2 X2并假定4 = 1.将此积乘起来得

^
2 x2

^ ^
2 x2

^
'*'X0

t

^
0 K2 x2 X0 R] [ ] [XoK2P„ =

0T 1oT oT

K2 x 2 6 J|R t + K^ X oP„ = oToT oT

R 6
0T 1.

〖2 x 2 K2 x 2 t + x0 ] [
0T

因此，对 i或做适当的替代，我们可以把仿射摄像机矩阵写成如下两种形式中的一种:

[ r ：][o^ ；] fr HI；：] ( 6.20 )

这样一来，摄像机 P„ 可以根据上面的分解以两种方式（即取 x。=o 或 i =6)之一加以解

释. 用式(6.20)的第二种分解时，世界坐标原点的图像是1

^
(0,0,0，1广 =( 5〖，1)

'
因此，

5。的值依赖于世界坐标的具体选择，从而不是摄像机本身的固有特性.这意味着摄像机矩

阵 P» 没有主点.所以优先使用式(6.20)中的 P。的第一种分解，并记为

r K2 x 2 ®i r R t i

i oT lJloT l i (6.21 )P« =
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m第 6章摄像机模型

其右边的两个矩阵分别表示 P。的摄像机内参数矩阵和外参数矩阵.

平行投影概括起来，P。和有限摄像机的本质区别是：

f l 0 0 0 1
• 平行投影矩阵 0 1 0 0 代替了有限摄像机的规范射影矩阵[1|0](式(6.5) ).

-0 0 0 1.

[ Kfi2Tx2 j代替了有限摄像机的 K(式(6.10 ) ).• 标定矩阵

• 主点无定义.

6.3.4 仿射摄像机的分层

类似于6.1 节中推导有限摄像机分类的方法，我们从平行投影的基本操作开始建立一个

摄像机模型的层次，它逐步地表示平行投影的更一般情形.

正投影考虑沿 Z 轴的投影，它由下面的矩阵形式表示
'1 0 0 0'

0 1 0 0
.0 0 0 1.

该映射把点（X,Y，Z,1)T
映射到图像点（X，Y，1)T,即去掉 Z 坐标.

为得到一般正投影映射,我们在此映射之前加一个形如

p = (6. 22 )

R
H =

0T 1

的 3D 欧氏坐标变换.记 t =( t,，《2 A )
T,我们看到一般正投影摄像机的形式是

r2TP = (6.23)h
- 0T 1 -

正投影摄像机有5个自由度，即描述旋转矩阵 R 的三个参数，加上两个偏置参数和《2.正投

影矩阵 P =[M|t]的特征是矩阵 M 的最后一行是零而前两行正交并有单位范数，以及 = 1.
缩放正投影缩放正投影是正投影紧接一个均匀缩放 .因此，它的矩阵一般可以写成如

下的形式

fr1T t, ] fr1Tr k
r2T r2TP = k (6.24)h h

1 1JLoT IJ LOT i / k.
它有6个自由度.缩放正投影矩阵 P = [ M|t]的特征是矩阵 M 的最后一行是零而前两行正交

并有相同的范数.

弱透视投影与有限 CCD 摄像机类似,我们可以考虑两根图像轴缩放因子不一样的无穷

远摄像机.这种摄像机的投影矩阵的形式是

*1

r2TP = (6.25)ar h
- 0T 1 -
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计算机视觉中的多视图几何

它有7个自由度.弱透视投影矩阵 P =[M 11]的特征是矩阵 M 的最后一行是零而前两行正交

(不同于缩放正投影，它们不需要有相等的范数).该摄像机的几何作用如图 6.8 所示.

仿射摄像机 PA 如 P« 情形中已经看到的一样，具有仿射形式且对元素不加限制的一般

摄像机矩阵可以被分解成

fr1T tl ]
r2TPA = ar

- 0T 1.
它有 8个自由度，并可以认为是有限射影摄像机的平行投影式(6.11).

仿射摄像机的最一般的形式是

mll ml2 ml3 *1
'

m23 t2PA = m21

L 0 0 0 1」

它有 8个自由度,对应于8个非零且非单位的矩阵元素.我们记左上角的2 x3 子矩阵为 M2 x3.

对仿射摄像机的唯一限制是 M2 X3的秩是2.这来自于对 P 的秩是3的要求.

这个仿射摄像机包括三个变换的复合效应:一个三维空间的仿射变换、一个从三维空间到

图像的正投影及一个图像平面的仿射变换.简单地把表示这些映射的矩阵连乘起来可得
'1 0 0 0'

PA =[3 x3仿射] 0 10 0 [4 x4仿射]

.0 0 0 1.
其结果是一个 3 x4仿射矩阵.

仿射摄像机下的投影是一个关于非齐次坐标的线性映射加上一个平移:

tomu m\2(;) = [ m2\

并可更紧凑地写成

X = M2 x 3 X + t (6.26)

点 ？=( tl ,«2)T
是世界坐标原点的图像.

本节的摄像机模型可以看作是满足附加约束的仿射摄像机，因此仿射摄像机是这个层次

的一个抽象.例如弱透视摄像机的 M2 X 3 W行是经缩放的旋转矩阵的行，因而是正交的.

6.3.5 仿射摄像机的其他性质

空间中的无穷远平面被映射到图像中的无穷远点.这不难通过计算 PA ( X，Y,Z，0 ) T
=

(X，Y，O)T
得到.扩展有限射影摄像机的术语，我们将其解释成摄像机的主平面是无穷远平面.

因为光心在主平面上，所以它必然也在无穷远平面上.由此我们得到

(1)反过来说,主平面是无穷远平面的任何射影摄像机矩阵是仿射摄像机矩阵.

(2)平行的世界直线被投影成平行的图像直线.这是因为平行世界直线相交于无穷远平

面，而该交点又被映射到图像中的无穷远点.因此图像直线是平行的.
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行投影的方向，而(dT，0)T
是摄像机中心，因为(3)满足 M2 x3d =0的向量 d是平

由平行投影和仿射变换（或是空间的，或是图像的）的复合效应组成的任何摄像机都将具

有仿射形式.例如，平行-透视投影就是由这两个映射组成:第一个是平行投影到过形心并与

图像平面平行的平面�上.平行投影的方向是连接形心与摄像机中心的射线方向.平行投影

之后是n与图像之间的一个仿射变换（实际上是一个相似变换）.因此,平行透视摄像机是仿

射摄像机.

6.3.6 一般无穷远摄像机

=0.

仿射摄像机是主平面为无穷远平面的摄像机.因此其摄像机中心在无穷远平面上 .然

而，也有可能摄像机的中心在无穷远平面而并非整个主平面是无穷远平面.

如果 P = [ M|?4]且厘是奇异矩阵，那么这个摄像机的中心位于无穷远 .显然，这比

要求 M 的最后一行是零（如仿射摄像机的情形）的条件更弱.如果 M 是奇异的但其最后

一行不是零，那么摄像机不是仿射的，并且也不是有限射影摄像机 . 这样的摄像机是相

当奇怪的，故不在本书中做详细的研究 . 我们可以比较仿射和非仿射无穷远摄像机的性

质如下：

仿射摄像机 非仿射摄像机

摄像机中心在化上

主平面是11�

Hoo上点的图像在

^
上

是 是

是 不是

一般不是是

这两种情形下摄像机中心都是投影的方向.此外，对仿射摄像机，所有非无穷远点都在摄

像机的前面.对非仿射摄像机，空间被主平面划分成两组点集.

一般的无穷远摄像机可以来自于由仿射摄像机产生的图像的透视成像.该成像过程可用

一个表示平面单应的一般3 x3矩阵左乘仿射摄像机矩阵来描述.所得的3 x4矩阵仍然是无

穷远摄像机，但它没有仿射形式，因为世界平行线在图像中一般表现为会聚线.

6.4 其他摄像机模型

6.4.1 推扫式摄像机

线阵推扫式（LP)摄像机是卫星常用的一类传感器（如 SPOT 传感器）.这种摄像机用一

个线阵传感器一次获取一条影像线.当传感器移动时，传感器平面扫过空间的一个区域

(因而命名为推扫）并每次取一根图像线.图像的第二维由传感器的运动提供.线性推扫

式模型假定传感器沿着一条直线相对地面做匀速运动. 此外,我们假定传感器阵列的方位

相对于移动的方向是恒定的. 在传感器方向上，图像实际上是透视图像，而在传感器运动

方向上3 x4 摄像机矩阵描述，与一般射影摄像机情形完全相同.但是，应用这个矩阵的方

式略有不同.
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运动的直线

瞬时视平面

图 6.9 推扫式摄像机的摄像几何.

• 令\=0彳，2,1厂为一个物体点，而？为 1

^
摄像机的摄像机矩阵 . 假定 PX =

( x ,y ,w )\那么对应的图像点（表示成一个非齐次2维向量)是U,y/«;)T.
我们应该把它与射影摄像机映射做比较 . 后一种映射中表示成（*,y,«0T

的点是

( x /w ,y/ w ) T . 注意 LP 中的差别是:为得到图像坐标，坐标*不被比例因子 u;除.在此公式中，

图像中的 x 轴是传感器运动的方向，而 y 轴是线性传感器阵列的方向.该摄像机有 11 个自

由度.

LP 投影公式的另一种写法是

P2TX= F^xx =* =P1TX y = y/ z (6.27)

其中，（？， ）
T
是图像点.

注意？坐标是射影行为，而

^
由点 X 到垂直于平面P1

的方向上的正投影得到.向量P1

表示在时刻《 =0(即坐标为？=0的直线被获取时)摄像机扫过的平面.

直线的映射 LP 摄像机的一个新颖的特性是空间直线不映射为图像中的直线（它们在射

影摄像机的情形被映射为直线，见 8.1.2 节）.3D 直线上的点集 X 可以写成X。+ aD，其中

\。=(\，丫，2，1广是直线上的一点，而0 =(队，仏，仏，0)
7是该直线与无穷远平面的交. 此

时由式(6.27)算出

x =P1T
( X0 + «D)

P2T
(X0“D)r = P3T
(X0 + «D)

这可以写成一对方程 7 +6t 和( c +出）歹 = e +片从这些方程中消去 t 得到一个形如 S k y +

p x + y y +5 =0的方程，它是图像平面上的双曲线方程，它在一个方向渐进于直线& + y =0,
而在另一个方向渐进于直线《>+/3 =0.双曲线由两条曲线组成.但这里仅有一条曲线作为直

线的图像实际出现在图像中,而另一条曲线所对应的点在摄像机的后面.

6.4.2 线阵摄像机

本章已经研究了三维空间到 2D 图像的中心投影.类似的推导可以用于一张平面到位于
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其中的一条 1D 直线的中心投影.见图 22.1.该几何的摄像机模型是

rx\
Pn Pn Pi3

= Y = P2 x 3xUJPl\ Pl2 Pl3

它是从平面的齐次表示到直线的齐次表示的线性映射.该摄像机有5 个自由度.投影矩阵

P2 x 3的零空间 c 仍然是摄像机中心，并且用类似于有限射影摄像机的方法（式(6.11))可以把

矩阵分解为

^2 x 3 = ^2 x 2^2 x 2[ ^2 x 2 I ~ C ]

式中，S 是表示中心的非齐次2维向量(2dof)，R2 x2是旋转矩阵（ ldof)，而

是内标定矩阵(2dof).

6 . 5 结束语

本章讨论了摄像机模型及其分类和构造.后续几章将讨论由世界到图像的对应来估计摄

像机以及摄像机对不同几何体(如直线和二次曲面）的作用.消影点和消影线也将在第 8 章

中做更详细的介绍.

6.5.1 文献

[Aloimonos-90]定义了包括平行一透视在内的摄像机模型的层次 .Mundy 和 Zisserman
[Mundy- 92]将其推广到仿射摄像机.Faugeras 在他的书[ Faugeras- 93]中推导了射影摄像机的

性质.关于线阵推扫式摄像机更多的细节在[Gupta-97]中给出，而 2D 摄像机在[ Quan- 97b]
中给出.

6.5.2 注释和练习

(1)设4是射影图像，而/,是/。的图像（图像的图像），其合成图像为广证明 /'的视在摄

像机中心与/。的一样.思考如何用它来解释为什么肖像的眼睛“当你在房间走动时总是看着

你”.另一方面验证厂和/。的其他参数可能不同.

( 2 )证明在射影摄像机 P下，图像点 x 反向投影的射线（同式(6.14)中的）可以被写成

L * = PT[x] IP
式中， 是直线的对偶 Pliicker 表示（式(3. 9 ) ).

( 3 )仿射摄像机.

(a)证明仿射摄像机是将平行世界直线映射到平行图像直线的关于齐次坐标的最一般的

线性映射.为此考虑

^
上的点的投影，并证明只有当 P 具有仿射形式时，它们才映射到图像

的无穷远点.

( b)证明被仿射摄像机映射的平行直线上的线段的长度比是不变的.在仿射摄像机下还

有什么其他的不变量？

(6.28)
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(4)有理多项式摄像机是一种一般的摄像机模型,广泛地用于卫星侦察领域 .其图像坐

标由下列比值定义：
x = N x ( X ) / D x (\) y = N y ( X )/ D r ( X )

式中，函数％，A，

'
，Z),是三维空间点 X 的三次齐次多项式.每一个三次多项式有20 个系

数，因此整个摄像机有78 个自由度.本章研究的所有摄像机（射影、仿射、推扫）都是有理多

项式摄像机的特殊情形 . 其缺点是对这些情形严重的超参数化了.更多细节在 Hartley 和

Saxena[ Hartley -97e]中给出 •

(5)有限射影摄像机(式(6.11))P 可以通过右乘一个4 x4的单应 H 变换成正投影摄像

机(式(6.22))
'1 0 0 0'

PH = KR[ I|- C ]H = 0 10 0 = Porthog
.0 0 0 1.

(选择 H 的最后一行使其秩为4).于是因为

x = P(HH - 1 ) X =(PH)(H - 1 X) = PorthogX(

故在 P下的成像等价于先将三维空间点 X 变为 X'zH

^
X，再对其进行一个正投影 .这样一

来,任何摄像机的作用都可以认为是先做一个三维空间的射影变换,再跟着做一个正投影.
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第7 章

摄像机矩阵 P 的计算

本章介绍由3 维空间与图像平面元素间的对应来估计摄像机投影矩阵的数值方法.摄像

机矩阵的这种计算称为摄像机参数估计(Resectioning).最简单的对应是 3D 点 X 与它被未知

摄像机映射的图像点 x 之间的对应.只要知道足够多的对便可以确定摄像机矩阵

P.同理,P 也可以由足够多的世界与图像的直线对应来确定.

如果对矩阵 P 施以附加约束（例如像素是正方形），那么满足这些约束的受限摄像机矩阵

可以由世界与图像的对应来估计.

在整本书中我们都假定3 维空间到图像的映射是线性的.如果镜头存在失真，那么该假

定无效.镜头径向失真的矫正问题将在本章处理.

摄像机的内参数 K 可以利用6.2.4 节的分解方法由矩阵 P 求得.或者用第8章的方法可

以直接计算内参数而不必估计 P.

7.1 基本方程

我们假定 3D点X;和2D 图像点x,之间的若干组点对应已经给定.问题是求一个

摄像机矩阵 P，即对所有 i 都有x;= P X;的3 x4矩阵.这个问题显然与第4章中计算2D 射影

变换 H 的问题相似.唯一的差别是问题的维数.在2D 时，矩阵 H 的维数是3 x 3,而现在 P 是

一个3 x4矩阵.可以预料，第4章的许多材料几乎可以不加改变地适用于现在的情形.

如 4.1 节一样，对于每组对应\0\，我们可以导出一个关系式：

Xj X：W )
X j P2 = 0

0T
一％

x j 0T
(7.1)一心

oT 儿P3 JX I X jL -r；
式中,PiTS P 的第 i 行,它是一个4 维向量.另外，因为式(7.1)的三个方程是线性相关的，我

们可以选择只用其前两个方程：
'pi、

P2 =0
0T X:~ wi J i

(7.2)

利用 ra 组点对应集并将每组对应的方程式(7.2)联立起来，便得到一个2/ixl2的矩阵 A.投

影矩阵 P 通过解方程组 Ap =0算出，其中 p 是由矩阵 P 的元素组成的向量.

最小配置解因为矩阵 P 有12个元素和（忽略缩放因子）11 个自由度，所以解 P 需要 11

X j 0Tw i - x i
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个方程 .由于每组点对应可以导出两个方程，为了求解 P 至少需要5t组这样的对应.f表

示仅需要用第六组点对应的一个方程，所以我们仅需要知道第六个图像点的 * 坐标（或 y
坐标).

给定这个最小数目的对应时，解是精确的，即空间的点准确地投影到它们被测量的图像

上.该解由解方程组 Ap =0得到，其中 A 是11 x 12 的矩阵 .A 的秩一般为 11，而解向量 p 是

A 的1 维右零空间.

超定解如果由于点坐标的噪声导致数据不精确并且给定 n^6 组点对应，那么 Ap =0

将不存在精确解.与单应的估计一样，P 的解可以通过最小化一个代数或几何误差来获得.

代数误差所用的方法是在满足某个归一化的约束下，求||Ap||的最小值. 可能的约束是

0 ) IIP II = 1-
(2)||p3
||=1,其中f 是由 P 最后一行的前三个元素组成的向量(/>31，p32 ,p33)

T.

第一个约束适于常规使用,我们现在就使用它.第二个归一化约束将在7.2.1 节中讨论.

每种情形的残差 Ap 都称为代数误差.用这些方程计算摄像机矩阵 P 的完整的 DLT 算法与算

法 4.1 给出的计算 H 的过程一样.

退化配置分析估计 P 的退化配置比2D 单应情形要复杂很多.有两种类型的配置都存

在 P 的多义性解 . 这些配置将在第22章中详细研究.最重要的临界配置如下：

(1)摄像机中心和点都在一条三次绕线上 .

(2)这些点都在一张平面和包含摄像机中心的一条直线的并集上 •

对于这样的配置，摄像机不能由点的图像唯一地得到.相反地，它可以分别沿该三次绕线

或该直线任意地移动.如果数据接近于一种退化配置,那么得到的是 P 的粗劣估计.例如，如

果摄像机远离一个地势起伏小的场景（如取接近天边区域的视图），那么这种情形接近平面性

退化 •

数据归一化如 2D 单应估计的情形一样，对数据实行某种类型的归一化是重要的.用

与前面同样的方法对图像点\做适当的归一化.也就是说，点应该被适当平移使其形心位于

原点，并通过缩放使其到原点的 RMS(均方根）距离等于及.在选择30点\的归一化方法时

会遇到一些困难.当点到摄像机的深度变化相对比较小时，采用同样类型的归一化是有道理

的.因此，把点的形心平移到原点，并对其坐标进行缩放使它们到原点的 RMS(均方根）距离

等于W(使“平均”点的坐标为（1,1,1,1)T
).这种方法适用于点紧致分布的情形，如图 2.1 中

标定物体上点的分布.

如果某些点距离摄像机很远，前面的归一化技术效果不是很好. 例如，有些点接近摄像

机，同时有些点在无穷远（它们被影像成消影点）或接近于无穷远（这可能出现在地形的斜视

图上），那么通过点的平移使它们的形心移到原点是不可能的或不合理的.此时采用4.9.2 节

练习（3)中的归一化方法可能更合适，尽管它还没有经过彻底的验证.

经适当的归一化后，估计 P 的算法与计算 H 的算法 4.2 过程相同.

直线对应扩展 DLT 算法使之也适用于直线对应的情形是一件简单的事 .3D 中的直线

可以用它通过的两点X。和X,来表示.现在根据结论 8.2,由图像直线丨反向投影得到的平面

为 PT1.那么点\在该平面上的条件是
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I T P X-O , ;=0，1
j 的每个选择给出关于矩阵 P 的元素的一个线性方程，因此由每个 3D 到 2D 的直线对应得到

两个方程.这些方程关于 P 的元素是线性的，可以加到由点对应得到的方程式(7.1)中，然后

计算该组合方程组的解.

(7.3)

7.2 几何误差

可以与2D 单应（第4章)一样来定义几何误差.首先假定世界点\比图像测量点要准确

得多.例如点X,.可能来自一个准确加工的标定物体.那么图像中的几何误差是

^ d i x^ x, ) 2

式中，x,是被测量的点是点 PX;，即 X;
1

在 P 作用下的精确的图像点.如果测量误差满足高

斯分布，那么

min^JCx^PX, ) 2
(7.4)

的解是 P的最大似然估计.

如2D 单应一样，最小化几何误差需要应用诸如 Levenberg-Marquardt 的迭代技术 .P 的参

数化可由矩阵元素的向量 P 提供.DLT 解或最小配置解可以用作迭代最小化的初始点.完整

的黄金标准算法概括在算法 7.1 中.

目标

给定《為6组由世界到图像的点对应{X,e x;},确定摄像机投影矩阵 P 的最大似然估计，即求最小化

I r f U u P X j2 的 P.

m
(1)线性解 . 用诸如算法 4.2的线性算法计算 P的一个初始估计：

( a )归一化:用一个相似变换 T 去归一化图像点,而用第二个相似变换 U 去归一化空间点.设归

一化后的图像点是 t =T x,,归一化后的空间点是又 = U X;.

( b ) DLT:把每组对应 i产生的方程组(7, 2)并起来形成一个2a x 12 矩阵人记p 为矩阵F的元

素构成的向量 . A p =0的满足 || p )1 =1 的解是 A 的对应于最小奇异值的单位奇异向量 •

( 2)最小化几何误差 . 以线性估计为初始点，在？上用诸如 Levenberg-Marquardt 的迭代算法最小化几

何误差式(7. 4 ) :

I^ x. P X , ) 2

(3)解除归一化 . 由P 求原(未归一化)坐标系下的摄像机矩阵，即

P=T''P U.

算法 7.1 在世界点精确已知的条件下，由世界到图像的点对应估计 P 的黄金标准算法 .

例 7.1 由标定物体估计摄像机

我们利用来自图7.1 显示的标定物体的数据，将 DLT 算法与黄金标准算法7.1 做一个比
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较.图像点X;由下列步骤从标定物体中得到：

(1)Canny边缘检测[ Canny-86].
(2)对检测过并连接的边缘进行直线拟合.

(3)求直线的交点以得到成像的角点.

■■■ ■ ■

_
■■ ■ ■n

图 7.1 —种典型标定物体的图像.黑白棋盘模式（“Tsai 栅格”）的设计使得成像正方形的角

点位置可以被高精度地提取.共有197个点被识别并用于本章例子中的标定摄像机.

如果足够细心，那么获取的点\的定位精度可以远小于1/10 像素.根据经验，一个好的

估计所需的约束（点的测量)数目应该超过未知数（11 个摄像机参数）的五倍，也就是说至少

应该使用28 个点.

表7.1 给出用线性 DLT算法和黄金标准算法得到的标定结果. 注意黄金标准算法得到

的结果改进非常小.千分之一像素的残差区别可忽略不计.

f, 扭曲 残差

线性

迭代 0.364

表 7.1 DLT 和黄金标准标定

世界点有误差世界点的测量可能出现不具有“无限”精度的情形.此时，我们可以选择

最小化3D几何误差或图像几何误差，或两者同时最小化来估计 P.

如果仅考虑世界点的误差，那么3D几何误差定义为

X d^X ) 2

式中，i是空间最接近X,并通过\ = PX;准确地映射到x,.的点 •

更一般地，如果世界和图像点的误差都考虑，那么应对世界和图像误差的加权累加进行最

小化.如 2D单应一样,这时需要将所估计的 3D点义添加到参数集中. 我们需要最小化

i=i

式中〆Msh表示每组测量和\关于已知误差协方差矩阵的 Mahalanobis 距离.最简单的 Ma-
halanobis距离仅是一种加权的几何距离,其中权值的选择反映图像和 3D点的相对测量精度，

同时因为图像和世界点通常采用不同的测量单位.
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7.2.1 代数误差的几何解释

假定 DLT 算法中所有的点\已经归一化使得X;= (HZj)7且 = { X i ,y i ,\ )\
4.2

_
4 节中指出，此时 DLT 算法要最小化的量是Z \A))\其中 A (H1)

T
= PX;.

然而,根据式(6.15)
± II P3 II depth( X；P)

因此4可以解释成点X,. 沿主射线方向到摄像机的深度，只要对摄像机归一化使得||p3
||* =

/>31 +4 +/>33 =1- 由图 7.2可见乂）正比于州叉:，
'

),其中/是焦距而 X;是被映射到

X;的点，且在过\ 并平行于摄像机主平面的平面上 . 因此，要最小化的代数误差等

于f^d ( wy.

w; =

图7.2 DLT 算法最小化点X;和\'之间几何距离 A 的平方和,X;精确地映射到x,_,且在过

X；并与摄像机主平面平行的平面上.由简单的计算可知《�/ =/A.

距离#X;，X;)是需要用于所测量 3D 点的校正量，以使得其与所测量图像点X;精确对

应.限制条件是校正必须在垂直于摄像机主轴的方向上进行.由于这个限制，点 X;不同于映

射到X,并与X,最近的点文.但当X;离摄像机主射线不太远时，距离#

^
:)是#1,文）的

合理近似 .DLT 最小化 WXpX,')(稍大于 d(X;，i))的平方和使得其对远离摄像机主射线的

点略有偏重.此外，代数误差的表达式中出现焦距/表明 DLT 算法将倾向于最小化焦距而使

3D 几何误差略有增加 •

变换不变性我们刚才看到在约束||p3 II =1 下最小化 II Ap||可以解释成最小化 3D 几

何距离.这样的解释不受3D 空间和图像空间的相似变换的影响. 因此，我们可以料到对图像

或 3D 点坐标的数据进行平移和缩放不会对解产生任何影响. 这正是可以利用 4.4.2 节中的

讨论来证明的情况.

7.2.2 仿射摄像机的估计

上面有关射影摄像机推导的方法可以直接用于仿射摄像机.仿射摄像机是投影矩阵的最

后一行为(0,0,0,1)的摄像机.仿射摄像机的 DLT 估计是在 P 的最后一行满足上述条件下最

小化 II Ap||.如计算2D 仿射变换一样，仿射摄像机的代数误差和几何图像误差相等.这意味

着可以通过线性算法来最小化几何图像距离.

如前面一样，假定所有的点X,.已经归一化使得X;=(乂,，

^
，1)

7
，\ =(u;,l )T，并且
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P 的最后一行具有仿射形式，那么关于单组对应的式(7.2)简化为

0T - X j
x j 0T

它表明此时代数误差的平方等于几何误差的平方

II Ap II 2 = X 石 d ( X i，i ) 2

该结果可以通过比较图 6.8 和图7.2从几何上加以理解.

仿射摄像机的最小化几何误差的线性估计算法在算法7.2中给出.在高斯测量误差的假

设下，它就是 PA 的最大似然估计.

1C：:卜口= (7.5)0

目标

给定组世界到图像的点对应{Xn},确定仿射摄像机投影矩阵 PA 的最大似然估计，即求在仿

射约束P37 =(0,0,0,1)下最小化5；〆（x..PXJ2
的摄像机 P.

魅

(1)归一化:用一个相似变换 T归一化图像点，而用第二个相似变换 U来归一化空间点. 假定归一化

后的图像点是t =Tx;，而归一化后的空间点是 X ,=UX,，其最后一个元素是 1.

(2)每组对应 X

^
x,.产生（由式(7.5))方程

X ] 0T ( P

P 2 J U-0T X

把它们垒起来形成一个 2nx 8 的矩阵方程 A8 p8 = b,其中p8 为包含矩阵卩4前两行的 8 维

向量 .

(3)解由 A8 的伪逆（见 A5.2节）给出：

p8 =A:b

并且 f 3T
=(0,0,0,1 ).

(4)解除归一化:原（未归一化)坐标系下的摄像机矩阵由 PA求得，即

PA =T -|PAU

算法 7.2 由世界到图像的点对应来估计仿射摄像机矩阵 PA 的黄金标准算法.

7.3 受限摄像机的估计

如迄今为止所介绍的那样,DLT算法通过一组 3D到 2D的点对应计算一般射影摄像机的

矩阵 P.中心在有限点的矩阵 P 可以分解成 P =K[R|-Rfi ],其中 R 是 3 x 3 的旋转矩阵而

K 具有式(6.10)的形式：
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*ol
(7.6 )K = O-y TO

作为 P 的内标定参数，K 中的非零元素是有几何意义的量 . 我们可能希望在满足摄像机参数

的限制条件下寻求最适配的摄像机矩阵 P.常见的假设是

(1)扭曲 S 为零.

(2)像 素 是 正 方 形 =ar
(3)主点(％,y。）7已知.
(4 )整个摄像机标定矩阵 K 已知.

在某些情形下，一个受限的摄像机矩阵有可能用线性算法来估计(见本章末的练习）.

作为受限估计的一个例子，假设我们希望寻求适配于一组测量点集的最理想的针孔摄像

机模型（即满足 s =0和义 =+的射影摄像机）.如下文将讨论的，这个问题可以用最小化几

何误差或最小化代数误差来解决.

最小化几何误差为最小化几何误差，我们选择一组参数来刻画所要计算的摄像机矩

阵.例如，假定我们强调约束 s =0 和％=%，那么可以用余下的9 个参数来参数化摄像机矩

阵.它 们 是 加 上 表 示 摄 像 机 定 向 R 和位置 c 的6个参数. 记该参数集为 q.那么摄

像机矩阵 P 可以用这些参数显式地算出.

几何误差可以用迭代最小化方法（例如 Levenberg- Marquardt )关于这组参数来最小化 .

注意当仅对图像误差最小化时，最小化问题的大小是 9 x 2a(假定摄像机有 9 个未知参数).
换句话说，LM 最小化算法是最小化函数/:IR9—IR2". 当对 3D 和 2D 误差都最小化时，函数

/是IR3n +9—IR5"的映射，因为 3D 点必须被包含在测量中并且最小化中还包括 3D 点真实位

置的估计.

最小化代数误差还可能用最小化代数误差来求解，此时迭代最小化问题会变得非常小,

这将在下文中解释.考虑把参数集 q 映射到相应摄像机矩阵 P = K[R|- RC ]的参数化映射

g. 确切地说，我们有一个映射 P =g(q)，其中 P 是矩阵 P 的元素构成的向量.最小化所有点

匹配的代数误差等价于最小化||Ag( q ) || .
简化的测置矩阵一般2a x 12的矩阵 A 可能有很多行. 但可用一个12 x 12的方阵 A 代

替 A，使得对任何向量 p 有||Ap||= pTATAp -||Ap||.这样的矩阵 A 被称为简化的测量矩

阵. 一种实现的方法是利用奇异值分解(SVD).令 A = UDVT是 A 的 SVD，并定义i = DVT.那

么正如所需要的

AtA =(VDUT)( UDVt) =(YD)(DVt) =AtA
获取又的另一种途径是利用 QR 分解 A = Q又，其中 Q 具有正交列而 A 是上三角方阵.

注意映射 q h^Ag( q)是从IR9
到IR12

的映射 . 这是一个可以用 Levenberg- Marquardt 方法

求解的简单的参数最小化问题. 须注意的要点是：
• 给定《组世界到图像的点对应集:X;̂ XiI 求最小化代数距离和 I： U,，P X,.)

2
的

约束摄像机矩阵 P 的问题简化为与点对应数目 n 无 关 的 函 数 的 最 小 化

问 题 .

|| Ag( q)||在参数 q 的所有值上最小化.注意如果 P = K[ R|- RC ]中的 K 如式(7.6)所示，
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那么 p 满足条件 +/4 +/4 =1，因为这些元素与旋转矩阵 R 的最后一行相同 . 因此，最小

化 Ag(q)将给出一个满足约束 S =0 和 并通过缩放使K +/4 +/4 = 1 的矩阵 P，而且

它还最小化所有点对应的代数误差.

初始化求摄像机初始参数的一种途径是：

(1)用诸如 DLT 的线性算法求出一个初始的摄像机矩阵.

(2)把固定参数强制到所希望的取值范围（例如，令 s =0,% =& 并等于 DLT 算法求得的

平均值).

(3)把分解初始摄像机矩阵(见 6.2.4节)所获得的值赋给参变量.

在理想情形下固定参数的假定值将接近 DLT 所得到的值.然而实际上并非总是如此.

因此把有关参数用它们的希望值替代会得到不正确的初始摄像机矩阵，并可能导致大的残差

和难以收敛.实践中效果更好的方法是采用软约束，即在代价函数中额外添加一些项.因此，

对于 s =0且％ %的情形，把 ws2 + w ( ax - ar ) 2 作为额外项加到代价函数中. 对于图像几

何误差，代价函数变成

^ d i x^ P X y + w s^w i a,-^ ) 2

我们从由 DLT 算法估计的参数值出发.在估计过程中，权值从一个小的值开始并在每次迭代

中逐渐增加.这样一来，s 的值和宽高比将逐渐地接近它们的预期值.最终有可能在最后的估

计中把它们固定到所预期的值.

外部校准假定摄像机所有的内参数已知，那么剩下来就是要确定摄像机的位置和定向

(或姿态). 这是“外部校准”问题，它在已标定系统的分析中有重要意义.

为了计算外部校准，需对在世界坐标系中位置准确已知的一个配置进行成像 .之后求摄

像机的姿态.在机器人系统的手眼标定中求摄像机位置就是这样的情形;还有在采用配准技

术的基于模型的识别中，其中需要知道物体相对摄像机的位置.

这里必须确定六个参数,三个用于定向、三个用于位置.因为世界到图像的每组对应产生

两个约束，所以有三点就足够了.事实的确如此，而且求得的非线性方程组一般有四个解.

实验评估

对例7.1 中的标定栅格进行受限估计的结果在表7.2 中给岀.

fy fyf, 扭曲 残差

代数 1633. 4

几何 32

表7.2 受限摄像机矩阵的标定.

代数和几何最小化都是在9个参数上的迭代最小化 . 然而代数误差方法快得多，因为它

只要最小化12个误差，而几何最小化却是2/1 =396 个.注意固定扭曲和宽高比会造成其他参

数值的改变（与表7.1 比较)并会增大残差值.

协方差估计协方差估计和误差在图像中的传播技术可以同 2D 单应（第5 章）一样处

理.类似地，最小残差期望值可按结论5
_
2进行计算 .假定所有的误差仅发生在图像测量中，

ML 残差期望值等于
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sreB = 0- (1 -d/2nyn
式中W 是要拟合的摄像机参数数目（完整的针孔摄像机模型是11).给定一个残差，该公式也

可以用来估计点测量的准确性.例7.1 中 , n = 197 且‘=0.365,得到 o" = 0.37. 这个值比预

期的大，其原因是我们后面将看到的出自于摄像机模型——忽略了径向失真.

例7.2 估计摄像机的方差椭球

假设利用最大似然（黄金标准)方法，在一组摄像机参数上最优化来估计摄像机.根据结

论5.10,通过后向传播可以用估计的点测量的协方差来计算摄像机模型的协方差.由此给出

Icamera =( JTXp；L,sJ)<，其中 J 是以摄像机参数表示的测量点的 Jacobian 矩阵 .3D 世界点的不

确定性也可用同样方法考虑.如果摄像机用有意义的参数（例如摄像机的位置）来参数化，那

么每个参数的方差可以从协方差矩阵的对角元素直接得到.

已知摄像机参数的协方差，就能算出误差界或方差椭球.例如由所有参数的协方差矩阵，

我们可以取岀表示摄像机位置的 3 X 3 协方差矩阵的子块从而摄像机中心的置信度椭球

定义为

( C -C) TSc ' ( C - C) = k2

式中，A2
是置信度水平为 a 时累积；

^
分布的逆，即 P (见图 A2.1 ). 这里 n 是变量

数，对摄像机中心而言是 3.对于所选择的确定性水平摄像机中心位于该椭球内部.

图 7. 3 给出关于所求摄像机中心的不确定性椭球区域的例子. 给定所求摄像机的协方差

矩阵的估计,可以用5.2.6 节的技术来计算更多3D 世界点在图像中位置的不确定性.

(a>

图 7.3 摄像机中心的协方差椭球.（a)Stanislas 广场(法国南锡）的5 幅图像，其 3D 标定点

已知.（b)对应于每幅图像的摄像机中心的方差椭球，它们由根据标定点图像所估计的摄像

机求得. 注意椭球为典型的雪茄形状并指向场景数据.承蒙 Vincent Lepetit,Marie-OdileBer-
ger 和 Gilles Simon 提供图.
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7.4 径向失真

在前几章中，我们总假定线性模型是成像过程的精确模型.因此世界点、图像点和光

心共线并且世界直线被影像为直线等 . 但实际的（非针孔）镜头不符合这种假设 . 通常

最重要的偏差是径向失真 . 实践中当镜头的焦距（和价格）减少时该误差会更显著，如

图 7.4所示 •

(b)⑻

图 7.4 (a)短焦距对（b)长焦距.注意在( a)中外围的弯曲图像线是场景直线的图像.

解决这种失真就是将图像测量矫正到假定由理想的线性摄像机获得的程度 . 这样摄

像机在效果上仍是一个线性装置.这个过程如图 7.5 所示 . 此矫正必须在投影过程中恰

当的地方进行. 根据式（6.2)，镜头失真发生在世界向图像平面的初始投影中. 其后，标

定矩阵式（7.6)反映图像中仿射坐标的一种选取，它把图像平面的物理位置翻译成像素

坐标.
线性图像径向失真

矫正

图 7.S —个正方形的严重径向失真的图像被矫正成就像由理想的线性镜头所获得的图像.

我们将用（

^
,5" )

T
标记在理想（非失真）针孔投影下的点以焦距为测量单位的坐标.从

而对点 X 有（见式(6.5))

( i , y ,i )T = Wo]xcam
式中，XeaJi摄像机坐标下的 3D点，它与世界坐标的关系由式(6.6)给出.实际的投影点通过

一个径向位移与理想点关联.因此，径向（透镜)失真的模型是

(::卜( ?)〔;~) (7.7)

式中，

•( x , y )是理想图像位置(遵循线性投影).

• (巧，7,)为经径向失真后的实际图像位置.
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• ? 为到径向失真中心的径向距离 + 歹
2.

•L( ? )是一个失真因子，它仅仅是半径 7 的函数.

失真矫正在像素坐标中，失真矫正记为

J -J c +i(r)(y-jc)
式中，（17)是测量的坐标，（If )是矫正后的坐标，而（\,yj是径向失真的中心，并且 r2 =
( x - x y + ( y - y c y . 注意如果宽高比不是1,那么在计算 7�时必须对它进行矫正. 通过这样

的矫正，坐标与3D 世界点的坐标由一个线性投影摄像机相关联.

失真函数和中心的选择函数 L( r)仅当 r 为正值时有定义并且 i(0) =1.任意函数i( r)
可以由泰勒展开式i( r) =1 + Kir + K2r2 + /c/ +⋯来近似.径向矫正的系数1 &
hi 被看成是摄像机内标定的一部分.主点经常被用作径向失真的中心，虽然它们未必完全重

合.该矫正和摄像机标定矩阵一起确定了图像点到摄像机坐标系中的射线的映射.

计算失真函数函数 i( r)可以通过最小化一个基于线性映射的偏差的代价函数来计算 .

例如，算法 7. 1 通过最小化标定物体（如图 7. 1 的 Tsai 栅格）的几何图像误差来估计 P. 失真

函数可以作为成像过程的一部分，并且在最小化几何误差的迭代中同时计算参数 & 和 P.类

似地，失真函数可以在估计单个 Tsai 栅格和其图像的单应时得到.

一种简单且更一般的确定以r)的方法是要求场景直线的图像必须是直线 . 代价函数定

义在通过 i( r)矫正映射后的图像直线上（例如连接像直线端点的直线与其中点之间的距离）.

此代价函数以迭代方式在失真函数参数 & 和径向失真中心上进行最小化. 这对城市场景图

像是一种非常实用的方法，因为其中通常存在大量的直线.它的优越性是不需要特殊的标定

模块,因为场景提供了标定元素.

例7.3 径向矫正.通过最小化一个基于被影像场景直线的直线度的代价函数来计算图

7.6a 中图像的函数 i( r).图像大小是640 x 480 像素，而计算得到的矫正参数和中心是 Kl =
0.103689,K2 =0.00487908,#c3 =0.00116894, =0.000841614，& =321.87,jc =241.18 像素，

其中像素由图像一半大小的平均值归一化.图像外围矫正达30 个像素 . 图像插补的结果如

图7.6b 所示.

x = x c + L( r ) ( x - x c )

，/c2，K3，•••，*
"

图 7.6 径向失真的矫正.（a)原始图像，在此图像中世界直线的像是弯曲的.其

中的若干条线用虚线标注 .（b)消除径向失真的图像形变插补.注意现在图像外

围的线是直的了，但图像的边界却弯曲了.

例7.4 我们继续研究图 7.1 所示且在例7.1 中讨论的标定栅格的例子.用直线方法把

径向失真移去，然后用本章介绍的方法标定摄像机.结果在表 7.3 中给出.
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fy m
1.0044

扭曲 残差

线性 377

迭代

代数

迭代

线性

迭代 305

代数 1633 371 293

迭代 371

表7.3 通过和不通过径向矫正的标定. 在中隔线以上的结果是径向矫正过的，以下用于比较的结果是没有

经过径向矫正的（引自前面的表).每种情形中，上面两种方法用于一般摄像机模型，而下面两种用于具有正

方形像素的受限模型.

注意径向矫正后，残差明显变小.由此残差推出的点测量误差的估计值是 <7 = 0. 18 像

素.因为径向失真涉及图像有选择性的拉伸，图像的有效焦距发生改变是很有道理的，正如这

里看到的.

在径向失真的矫正中，通常不需要实际地对图像进行形变插补.测量可以在原图中进行

(如角点的位置），而只须把测量按式 ( 7. 7 )映射.关于特征应该在什么地方测量的问题没有

一个肯定的回答.形变插补图像会使噪声模型失真（由于取平均）而且很可能引人混频效应.

基于这个原因，通常首选在未插补的图像上进行特征检测.然而特征群组合,例如连接边界

点形成直线元素，最好在插补后进行，因为原图的线性度阈值很可能会过大.

7 . 5 结束语

7.5. 1 文献

在[ Sutherland-63]中，DLT 最初的应用是摄像机的计算.由几何误差的迭代最小化来进

行估计是摄影测量术的标准过程,例如见[Slama-80],

标定摄像机的最小配置解（由 3 点的图像得到的姿态）作为一个原创问题由 Fischler 和
bolles[ Fischler-81]在他们的 RANSAC 的文章中给予研究.这个问题的解经常重新出现在文

献中；[Wolfe-91]和[Hamlick-91]给出了很好的论述.准线性解在[Quan-98]和[ Triggs-99a]
中给出，它比最少的点对应数目多一组.

这里未涉及的另一类方法是由仿射摄像机开始对射影摄像机进行迭代估计.Dememthon
和 DavisfDementhon-95 ]的算法 “25 行代码产生基于模型的对象姿态”采用了这个思想 .
[ Christy-96]采用了类似方法.

Devemay 和 Faugeras[ Devemay-95]把计算径向失真的直线方法引入计算机视觉文献.在

摄影测量学中该方法被称为“铅锤线矫正”，见[ Brown-71].

7.5. 2 注释和练习

(1)给定 5 组世界到图像的点对应乂(0\，证明对具有零扭曲的摄像机矩阵 P —般有四个
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解，它们都精确地把世界点映射到图像点.

(2)给定3组世界到图像的点对应\0\，证明对具有已知标定 K的摄像机矩阵 P—般有

四个解，它们都精确地把世界点映射到图像点.

(3)在下面的每种条件下，寻找计算摄像机矩阵 P的线性算法：

(a)摄像机的位置(但不是定向）已知 •

(b)摄像机主射线的方向已知.

(c)摄像机的位置和摄像机主射线已知.

(d)摄像机的位置和整个定向已知.

(e)摄像机的位置和定向已知，同时摄像机内参数(K ,s ,x o m y0 )的某些子集也已知.

(4)焦距和在主轴上的位置的综合考虑. 比较一个深度为d的点在摄像机焦距增加 A/
�
或

摄像机沿主轴后退一个位移 A*3 之前和之后的成像位置.令(*,y)
T和(V，y')

T
为变化前后点

的图像坐标.遵循与式(6.19)类似的推导，证明

式中，〆= A///表示焦距的变化，或舻 = -M3 /d 表示位移(这里扭曲 s =0，且 =七 =_/)•

对深度变化(A;)比平均深度(禹）小的一组标定点X;有

kl> = - At3/d;=
_

A t3 / ( d0 + A；)= - At3/<4
即蛉在整个集合上近似于常数.由此推出由这样的集合来标定时，变化焦距 V或移动摄像

机舻得到相似的图像残差. 因此，被估计的参数:焦距和在主轴上的位置相互关联.

(5)推扫式摄像机的计算 .在 6.4.1 节中介绍的推扫式摄像机也可以用 DLT 方法来计

算 .投影矩阵的 *(正投影)部分有 4 个自由度，它们可以由 4 个或更多的点对应Xex;来确

定;投影矩阵的 y(透视)部分有7个自由度,它们可以由 7组点对应来确定.因此，最小配置

解需要7个点.细节在[Gupta-97]中给出.
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进一步讨论单视图几何

第6章引人投影矩阵作为摄像机对点的作用的模型.本章将介绍在透视投影下其他的

3D 几何实体与其2D 图像之间的联系. 这些实体包括平面、直线、二次曲线、二次曲面;我们也

将推导它们的正向和反向投影的性质 •

摄像机将被进一步剖析，并简化到其中心点和图像平面.最终建立两种性质:具有相同中

心的摄像机所获取的图像以一个平面射影变换相关联;无穷远平面I上的几何实体的图像与

摄像机的位置无关，仅取决于摄像机的旋转和内参数 K.
无穷远平面t上的几何实体(点、直线、二次曲线）的图像特别重要.我们将看到t上点

的图像是消影点，而上直线的图像是消影线，它们的图像与 K 和摄像机旋转都有关.但是，

绝对二次曲线的图像 w 仅与 K 有关，而不受摄像机旋转的影响.二次曲线《与摄像机标定 K
密切关联并有关系 W =(KKT)-1.因而，由图像点反向投影产生的射线之间的角度可根据 w
来确定.

有了这些性质，就可以用消影点来计算摄像机的相对旋转而无须知道摄像机的位置. 进

一步地说，因为利用 K 就能由图像点来计算射线之间的角度，那么反过来，K 也可以通过射线

之间的已知夹角来计算.特别是 K 可以由场景的正交方向所对应的消影点来确定.这说明摄

像机可以由场景特征来标定，而不需要知道具体的世界坐标.

本章介绍的最后一个几何实体是标定二次曲线，它利用几何方法使 K 可视化.

8.1 射影摄像机对平面、直线和二次曲线的作用

本节（实际上本书的大部分内容）在确定摄像机投影矩阵 P 的作用时通常重要的只是它

的3 x4 形式和秩. 而该矩阵元素的具体性质和关系则相对无关紧要.

8.1.1 对平面的作用

点的成像方程 x = PX 是世界坐标系中的点到图像坐标点的一个映射.我们可以自由地

选择世界坐标系.假定选择 XY -平面与场景中的平面 IT对应，使得在此场景平面上的点的 Z
坐标为零，如图 8.1 所示（设摄像机中心不在场景平面上）.那么，如果SPi 表示 P 的列，则71

上的点的图像为

Y
x = PX =[p,p2 p3 p4 ] = [ Pi P2 P4 ] Y

0
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因此，n上的点X�=(X，Y,1)7与其图像 x 之间的映射是一个一般的平面单应（平面到平面的

射影变换）：x = H ，其中 H 是一个秩为3的3 x3 矩阵.它表明：
• 在透视影像下，一张场景平面与一张图像平面之间最一般的变换是平面射影变换.

图 8.1 平面上点的透视图像世界坐标系的 XY-平面与平面n—致 . 图像和场景平

面的点由一个平面射影变换相关联.

如果摄像机是仿射的，那么类似的推导表明场景与图像平面由一个仿射变换相关联.

例8.1 对标定摄像机（式(6.8)) P = K[R|t]，世界平面 Z =0 和其图像之间的单应是

H = K[ r
"

r2,t] (8.1)
式中,i�，是 R 的列.

8.1.2 对直线的作用

正向投影 3 维空间的一条直线投影到图像平面上的一条直线.从几何上不难看出该直

线与摄像机中心确定一张平面，而图像是该平面和图像平面的交(见图 8.2),也可从代数上加

以证明:设 A,B 是3维空间中的点，而 a,b 是它们在 P 作用下的图像，那么连接3 维空间点 A
和 B 的直线上的点 X (M ) = A + /.B 投影到连接 a 和 b 的直线上的点：

x(/i ) = P( A + /iB) = PA + AtPB
= a + /̂ b

图 8.2 直线投影 .3 维空间的直线 L 由透视摄像机影像成直线 1. 图像直线 1是平面

ri和图像平面的交，其中平面n由 L和摄像机中心 C确定.反之，图像直线1反向投影

成3维空间的平面IT. 该平面是图像直线的“反拉伸”.

直线的反向投影映射到图像中一条直线的空间点集是由摄像机中心和图像直线确定的
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一个空间平面，如图 8.2所示.从代数上说，就是

结论 8. 2 经摄像机矩阵 P 映射成一条直线 1的空间点集是平面 PtL
证明点 x 在丨上的充要条件是xTl =0.空间点 X 的图像点 PX 在直线1上的充要条件是

XTPT1 =0.因此如果令 PT1表示一个平面，那么 X 在此平面上的充要条件是 X 映射到丨上的

一个点.换句话说,PT1是直线丨的反向投影.

从几何上说就是:存在一个过摄像机中心的平面星（两参数族），并且投影矩阵的三行 PiT
(式(6.12))组成该星的一个基.平面 PT1是该基的一个线性组合，对应于包含摄像机中心和

直线1的星的元素.例如，如果1 =(0，1,0)
T
，则平面是P2

，它是图像％ 轴的反投影.

Pliicker 直线表示理解 PlUcker 直线映射的这些材料不是本书下文所必须的.

我们现在转向直线的正向投影.如果3 维空间的一条直线用 PlUcker 坐标表示，那么它的

图像可以用这些坐标的线性映射表示 . 我们将用直线的两种表示:4 x 4 矩阵和 6 维向量来推

导这个映射 •

结论 8.3 在摄像机映射 P 作用下，用式（3.8 )定义的 Plucker 矩阵 L 来表示的3 维空间

直线被映射成满足

[ I] x = PLP1 ( 8.2)
的直线1,其中[ l] x 在（A4.5 )中定义 •

证明假定 a = PA，b = PB.过 A，B 的3维空间直线的 Plucker 矩阵 L* L =ABT - BAt.
那么矩阵 M = PLPT = abT - baT是 3 x 3 反对称矩阵，并有零空间 axb,因而 M d a x b],� 又

因为过图像点的直线由卜a x b 给出，由此可以完成证明.

显然，由式(8.2)的形式可知在图像直线坐标（和世界直线坐标

~
之间存在一种线性关

系，但该关系的系数关于点投影矩阵 P 的元素是二次的.因此，可以重排式(8.2)使得 Plucker
直线坐标 /：(6维向量）和图像直线坐标 1(3 维向量)之间的映射表示成一个 3 x6 矩阵. 可以

证明

定义 8.4 线投影矩阵 P是秩3的3 x6矩阵

P2 AP3

P3 AP1

- P1 AP2

-
式中,P;T

是点摄像机矩阵 P的行，而Pf A P 是平面P;和妒的交线的 Plucker 直线坐标.

于是，正向直线投影为

结论 8.5 在线投影矩阵 P作用下，用式( 3.11 )定义的 Plucker 坐标乙来表示的IP3
中的

直线被映射到图像直线

(8.3)V =

■

(P2 AP3丨£)
_

=VC = (P3 AP!|�)

-(P1 AP2|£)-
(8.4)

式中，积（ £|£|)在式(3.13 )中定义 .

证明假定该3 维空间直线是点 A 和 B 的连线，而且这两点分别投影到 a = PA , b = PB.

那么其图像直线为 l =axb = ( PA) x ( PB ) . 考虑其第一个分量

Z, = ( P2TA ) ( P3TB ) - ( P2TB ) ( P3TA )
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= ( P2 A P3 I C )
其中第二个等式由式(3.14)得到.其他分量由类似方式得到.

线投影矩阵:P对直线的作用如同 P 对点的作用.类似于6.2.1 节中把点摄像机矩阵 P的

行解释成平面，这里 P的行在几何上解释成直线.P 的行P;T是摄像机的主平面和轴平面�:P的
行是这些摄像机平面对的交. 例如，P的第一行是P2 A P3 ,这是 y =0的轴平面P2

与主平面P3

的交线的6维向量 Plucker 直线表示.对应于 P 的三行的三条直线交于摄像机中心.考虑3

维空间中满足只:=0的直线 /：.这些直线在 P 的零空间中.因为 P的每行是一条直线，并且

根据结论 3.5，如果两直线 A 相交，则积（A|A) =0,所以 /：与 P的行所表示的每条直

线都相交.这些直线是摄像机平面的交线，而摄像机中心是唯一在摄像机所有三张平面上的

点.因此我们得到

• IP3 中满足 PL =0的直线 L 必过摄像机中心 •

3 x6 矩阵 P 有3 维零空间.在允许有齐次尺度因子的条件下，这个零空间是包含摄像机

中心的两参数直线族.这是可以预料的，因为IP3 中存在共点的直线星(两参数族).

8.1.3 对二次曲线的作用

二次曲线的反向投影一条二次曲线 C 反向投影成一个锥面.锥面是一种退化的二次曲

面，即表示该二次曲面的4 x4 矩阵不满秩 . 锥面的顶点（这里就是摄像机中心）是该二次曲

面矩阵的零空间.

结论 8.6 在摄像机 P 作用下，二次曲线 C 反向投影成锥面

QC - PTCP
证明点 x 在 C 上的充要条件是xTCx =0.空间点 X 映射到点 PX,它在二次曲线上的充

要条件是XTPTCPX =0.因此如果用 Q„。= PTCP 来表示一个二次曲面，则 X 在此二次曲面上的

充要条件是 X 映射为二次曲线 C 上的一个点.换句话说，Q。。是二次曲线 C 的反向投影.

注意摄像机中心 C是退化二次曲面的顶点，因为 QcoC = PTC( PC) =0.
例 8.7 假定 P = K[ I|0]，那么二次曲线 C 反向投影为锥面

SIQco

矩阵 Q。。的秩为 3.它的零向量是摄像机中心 C =(0,0,0,1)
T.

8.2 光滑曲面的图像

一个光滑曲面s的图像的外形线由影像射线与曲面的切点产生，如图 8.3 所示.类似地，

外形线的切线反向投影成曲面的切面.

定义 8.8 轮廓生成元 r是影像射线与曲面 S 的所有切点 X 构成的集合.对应的图像视

在轮廓线7是 X 的图像点 X 构成的集合，即7是 r 的图像.

视在轮廓线也称“外形线”或“轮廓”.如果沿摄像机中心到 X 的方向去观察曲面，那么曲

面看上去受到折叠，或有一个边界线或封闭轮廓.

显然，轮廓生成元 r仅取决于摄像机中心与曲面的相对位置，而与图像平面无关.然而

视在轮廓线7由图像平面与轮廓生成元的射线的交确定，因此与图像平面的位置有关.
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视在轮廓线

轮麻生成元

图 8.3 轮廓生成元和视在轮廓线 .（a)平行投影情形;（b)中心投影情形.由摄像机中心到 X 的射

线与曲面相切于 X 此类切点 X 的集合定义了轮廓生成元,而它们的图像定义了视在轮廓线. 轮廓

生成元一般是一条空间曲线.承蒙 RobertoCipolla 和 PeterGiblin 提供图.

对于沿方向 k 的平行投影，考虑与 k 平行且与 S 相切的所有射线，如图 8.3a 所示 .这些

射线形成一个切射线的“柱面”，该柱面与 s 的切点组成的曲线就是轮廓生成元 r.该柱面与

图像平面相交的曲线就是视在轮廓线 y.注意r 和 y 本质上都依赖于 k. 当方向 k 变化时，集

合 r 在曲面上滑动. 例如，当 S 是一个球时，r 是正交于 k 的大圆. 此时轮廓生成元r 是一条

平面曲线,但一般情况下 r是一条空间曲线.

下面我们介绍二次曲面的投影性质.对这类曲面，可推导其轮廓生成元和视在轮廓线的

代数表达式.

8.3 射影摄像机对二次曲面的作用

二次曲面是一种光滑曲面，因此它的外形曲线由反向投影射线与曲面相切的点产生，如

图 8.4所示.

:

图 8.4 二次曲面的射线锥.锥的顶点是摄像机中心.二次曲面的轮廓生成元 r
是平面曲线（二次曲线），它是二次曲面与摄像机中心 c的极平面的交线.

假如二次曲面是一个球面，那么摄像机中心与二次曲面之间的射线锥面是一个正圆锥面，

即轮廓生成元是一个圆，该圆所在平面垂直于摄像机中心和球心的连线.这一点可以由该几
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何体关于这条直线的旋转对称性推知.球面的图像由该圆锥面与图像平面的交得到.显然，

这是一个经典的圆锥截线，所以一个球的视在轮廓线是一条二次曲线.特别地，如果球心在摄

像机的主轴（Z 轴）上，那么该二次曲线是一个圆.

现在考虑上述几何实体的3维射影变换.在射影映射下，球面变换成二次曲面而视在轮

廓线变换成一条二次曲线.然而，因为相交和相切性被保留，所以轮廓生成元是一条（平面）

曲线.我们现在给出这些几何结果的代数表达.

二次曲面的正向投影既然外形线由相切性产生，那么对偶二次曲面自然会在这里

起重要作用，因为它定义了二次曲面 Q 的切平面.

结论8.9 在摄像机矩阵 P的作用下，二次曲面 Q 的外形线是由下式给定的二次曲线 C:
C * = PQ * PT

证明该表达式可以由如下事实直接导出:二次曲线 C 的切线1满足1T
(T1 =0.这些直线

反向投影到与该二次曲面相切的平面11=?71并且满足 nT(T n =0.事实上对每条直线有

nTQ * n = lTPQ * PTl
=1TC * 1 =0

由于它对 C 的所有切线都成立，从而这个结论得到证明.

注意式(8.5)与由？1心1

^
1'矩阵式(8.2)表示的直线投影的相似性

_
点二次曲面 Q 的投影

的表达式可以由式(8.5)导出，但相当复杂.不过轮廓生成元的平面却可以容易地用 Q 表示：
• 与二次曲面 Q 和中心为 C 的摄像机相对应的轮廓生成元 r的平面是％ = QC.
这个结论直接来自 3.2.3 节关于点和二次曲面的极点-极线关系.它的证明留作练习.

注意,二次曲面与平面的交是二次曲线. 因此如上文所述，r 是二次曲线且其图像 y(即视在

轮廓线）也是二次曲线.

我们还可导出由摄像机中心与二次曲面形成的射线锥面的表达式.这个锥面是秩为3 的

退化的二次曲面.

结论8.10 顶点为 V 并与二次曲面 Q 相切的锥面是一个退化的二次曲面

QCO =(VTQV)Q -(QV)(QV ) T

注意 Qe()v =0. 因而 V 正是所要求的锥面的顶点.具体证明省略.

例 8.11 我们用分块形式记该二次曲面为

(8.5)

Qa q
Q =

^44

如果对应于锥面的顶点 v =(0,0,0,1)
7
是世界坐标系的中心,那么

《44Q3 X3
_
明 0

Qco =
0T 0.

显然这是一个退化的二次曲面.

8.4 摄像机中心的重要性

3 维空间的物体和摄像机中心确定了一个射线集合，而这些射线与一张平面的交就产生
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该物体的图像.这个集合通常称为射线锥，尽管它不是经典意义上的圆锥.如图 8.5 所示，假

如射线锥与两张平面相交，那么所得两幅图像 / 和 /'显然以一个透视映射相关联 . 这表明由

同一摄像机中心所获得的图像可以通过一个平面射影变换而相互映射，换句话说，它们是射影

等价的，因而有相同的射影性质.因此，摄像机可以被看成一种射影成像装置——度量以摄像

机中心为顶点的射线锥的射影性质.

图8.S 以摄像机中心为顶点的射线锥.这个锥与一张平面的交产生一

幅图像 .3维空间点 X 和摄像机中心 C 之间的射线在图像点 x 和 x'处穿

过该平面.所有这样的像点以一个平面单应 *'=Hx 相关联.

现在用代数方法来推导两幅图像/与以一个单应相关联的结论并求这个单应的公式.
考虑具有相同中心的两个摄像机

P = KR[ I|C ],P,二 K，R'[ I|C ]

注意因为摄像机有共同的中心，故它们之间存在一

^
简单的关系，即 F = ( K' R' ) ( KR ) ' P.从而

由这两个摄像机产生的3 维空间点 X 的图像点之间的关系如下

x’ = P,X =( K,R,)(KR)•1 PX =(K,R,
)(KR ) '1 x

也就是说，对应的图像点以一个形如 x'= Hx 的平面单应（3 x 3 矩阵）相关联，其中 H =
( K^^ C K R )

我们现在来研究固定摄像机中心而移动图像平面的几种情形.为简单起见，选择世界坐

标系与摄像机坐标系相一致，因而 P = K[ I|0](并假定图像平面不包含中心，否则图像将是退

化的).

8.4.1 移动图像平面

首先考虑焦距增加的情形.在一阶近似下，它相当于图像平面沿主轴移动 . 而在图像上

的效果是简单地放大.这仅是一阶近似，因为组合透镜的变焦会同时引起主点和有效摄像机

中心的扰动.从代数上来说，如果 x 与 x'分别是点 X 在变焦前后的图像，那么

K[ I|0]X
x，= K，[ I|0]X = K'K -'（K[ I|0]X) = K,K -'x

因而 x'= Hx,其中 H = K'K
_、如果 K 和 K'之间仅有焦距不同,那么由简单计算可知

X =

k l ( l - k ) x 0K，K -1 =
0T
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其中，A是非齐次主点，而 A =///是放大因子.这个结果可以从相似三角形直接得到:变焦因

子 A 的效果是使图像点 S 沿由主点5。到点 x ' = k x +(1 - k ) X。的射线移动 . 从代数上来

说，利用标定矩阵 K 的最一般形式(式(6.10))，我们可以写出

k' l ( l - k ) x0 l
=

k l ( l - A) x0 j|A x0 jK，=
0T 0T

k l= [M X~«1 = K ；
0T

它表明

• 因子 & 的变焦效果等于用 diagU,A,l )右乘摄像机标定矩阵 K.

8.4.2 摄像机旋转

第二个常用的例子是摄像机在不改变内参数的情况下绕其中心旋转 . 这种“纯”旋转的

例子在图 8.6 和图 8.9 中给出.从代数上来说，如果 x 和 x'分别是点 X 在纯旋转前后的图像,

那么

x = K[ I|0]X
x;= K[ R|0]X = KRK 'K[ I|0]X = K R K 1 x

因而 x'= H x,其中 H = K R K \ 这种单应是一个共轭旋转,并将在 A7.1 节中做进一步讨论.

现在我们通过举例来给出它的若干性质.

(b) (c)

图 8.6 在图像( a)与( b)之间，摄像机绕其中心做了旋转.对应点（即同一 3D 点的图

像）以一个平面射影变换相关联.注意不同深度的 3D 点，例如杯口和猫的身体，在（a)

中是重合点，在（b)中也是重合点，因此这里不存在运动视差 . 但是，在图像（a)和（c)

之间摄像机既绕中心旋转又做平移.在这种一般运动之下，在( a)中不同深度的重合点

在（c)中却被影像成为不同的点，因此这里由于摄像机平移产生了运动视差.

例8.12 共轭旋转的性质.
单应 11 = 1�11

^
1
与旋转矩阵 11有相同的特征值|/4，；

'̂
/

^
4!(相差一个常数因子），其中

是未知的尺度因子(如果 H 经尺度变换使得 d e t(H) =1，那么/1= 1).因此，视图之间的旋转

角可以直接由 H 的复特征值的相位算出.类似地，可以证明（见练习）与 H 的实特征值对应的

特征向量是旋转轴的消影点.

例如，图 8.6的图像( a)与( b)之间有一个摄像机的纯旋转.单应 H 由算法 4.6 计算，旋

转角度估计为4.66°,而轴的消影点是（ -0.0088,1,0.0001)T,它实质上是 y 方向的无穷远点 •

因此旋转轴几乎与 y 轴平行.
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变换 H = KRIT 1
是无穷单应映射 H。的一个例子，该映射将在本书中多次出现，并在 13.4

节中给出定义.第 19章中将把这个共轭性质用于自标定.

8.4.3 应用与举例

具有同一摄像机中心的图像之间的单应关系能以多种方式加以利用.一种应用是通过射

影形变插补来合成图像. 另一个应用是拼图，可以用平面单应将由旋转摄像机获得的视图

“缝”成一个全景图像.

例8.13 视图合成

可以利用平面单应性的形变插补由现有图像产生新的对应于不同摄像机定向（具有相同

摄像机中心）的图像.

在正视图中，矩形被映射成矩形，并且空间的矩形与图像中的矩形有相同的长宽比.反过

来，一个正视图可以通过对图像进行单应性的形变插补来合成,该单应把四边形图像映射回具

有正确长宽比的矩形.其算法是：

(1)计算把图像中的四边形映射回具有正确长宽比的矩形的单应 H.
(2)用这个单应对原图像进行射影形变插补.

相应的例子如图 8.7 所示.

(C)

图 8.7 合成视图 .（a)原始图像 .（b)由（a)产生的走廊地板的正视图（由地板砖的四个角

计算单应).（C)由（a)产生的走廊墙的正视图（由门框的四个角计算单应).

例8.14 平面全景拼图

摄像机绕其中心旋转所得到的图像之间以一个平面单应相关联.这样的一组图像可以通

过射影形变插补与其中一幅图像的平面配准，如图 8.8 所示 .

图8.8 由旋转摄像机获得的三幅图像可被配准到中间图像，通过射

影形变插补将外边的两幅图像与中间的图像配准.

其算法要点是：

(1)选择图像集合中的一幅作为参考图像.
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(2)计算将其余图像中的一幅映射到参考图像的单应 H.
(3)用得到的单应对这幅图像进行射影形变插补,并且用插补图像与参考图像的非重叠

部分来扩大参考图像.

(4)对图像集合中余下的图像重复上述后两步过程.

所需单应可以通过辨认（至少）四组对应点，或采用算法 4.6 的自动方法来算出.图 8.9

给出拼图的一个例子.

图 8.9 平面全景拼图.由便携式摄像机绕其中心拍摄的（三十幅中的）八幅图像.这三十幅图像

用平面单应配准并形成一幅全景拼图. 注意“蝴蝶领结”式的特征形状，这是因为与图像序列的中

间一幅图像配准的缘故.

8.4.4 (简化的）射影记号

在第20章中我们将会看到如果世界和图像点都选择规范的射影坐标，SP
X,=(1,0,0,0)T

，X2 =(0，1，0,0)
T
，X3 =(0,0，1，0)

T ,X4 =(0,0,0，1 ) T

和

Xl =(1，0,0)
T
，X2 =(0，1,0)

T
，X3 =(0,0，1)

T
，X4 =(1，1，1 ) T

那么摄像机矩阵

a 0 0 - d'

0 b Q -d
Lo 0 c - d .

满足x; = PX;，i = 1, ⋯，4 和 P ( a' 1 X ' ,c -' ,d' iy = 0,后者表示摄像机中心是 C =
,d - x )\我们称这个矩阵 P 为简化的摄像机矩阵，显然它由摄像机中心 C 的三

个自由度完全确定 . 这进一步说明：由同一中心的摄像机所获取的所有图像是射影等价

的——摄像机已经简化到它的本质:一种实现IP3 到IP2
映射的射影装置，唯一影响其结果的

( 8.6 )P =
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是摄像机中心的位置.第20章将用这种摄像机表示来建立对偶关系.

8.4.5 移动摄像机中心

摄像机变焦和旋转的情况说明:移动图像平面但同时保持摄像机中心不动所诱导的图像

之间的变换仅与图像平面的运动有关而与3 维空间的结构无关.因而，不能从该操作中获得

3维空间的任何信息.但是，如果移动了摄像机中心，那么图像对应点之间的映射便与其3 维

空间结构有关，并且事实上通常被用来（部分地)确定该空间结构.这正是本书后面许多内容

将涉及的主题.

我们如何只从图像来判断摄像机中心是否移动呢？考虑在第一幅视图中重合的两个3 维

空间点，即在同一射线上的点.如果摄像机中心被移动了（没有沿着这条射线）那么其图像就

不再重合了.原来是重合的图像点之间的相对位移被称为视差，如图 8.6 所示，图 8.10 更以

图解方式加以说明.如果场景是静止的而在两幅视图中有明显的运动视差，那么摄像机中心

被移动了.其实，在摄像机仅做关于其中心的纯旋转时（如安装在机器人头上的摄像机），一
种获得其运动参数的简便方法就是调整运动直到没有视差.

图 8.10 运动视差 . 从以 C 为中心的摄像机观看时，空间点X,和叉2 的图像是重合

的. 而从以 C'为中心的摄像机观看时，只要 C'不在过X,和\的直线 L 上，两空间

点的图像必然不重合.事实上，过图像点Xl'和<的直线正是射线 L 的影像，在第9章

中我们将看到该直线是一条对极线.点x[和<之间的向量是视差.

3 维空间结构的一种重要的特殊情形是所有的场景点都共面.对于这种情形，即使移动

摄像机中心，图像的对应点仍以平面单应相关联 . 这种情形下的图像之间的映射将在关于平

面问题的第13 章做详细讨论.特别是消影点（平面心上点的图像）在任何摄像机运动下都由

一个平面单应相关联.我们将在 8.6节中再来讨论这个问题.

8.5 摄像机标定与绝对二次曲线的图像

到目前为止，我们已经讨论了不同几何实体（点、直线、二次曲线、⋯）的正向和反向投影

的射影性质.这些性质仅依赖于3 x4形式的射影摄像机矩阵 P.现在介绍如果摄像机内标定

K 已知，我们能获得什么.我们将发现此时欧氏性质（如两条射线的夹角）可以被测量.

标定给出了什么？ 图像点 x 反向投影为由 x 和摄像机中心确定的一条射线.标定把该

图像点与射线的方向相关联.假定在摄像机的欧氏坐标系中射线上的点被记为殳 =Ad，那么

这些点在相差一个尺度因子下映射为点 x = K[ l|0](AdT,l)T
= Kd.因此得到
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结论8.15 摄像机标定矩阵 K 是 x 与在摄像机的欧氏坐标系下测量的射线方向 d =
K

_、之间的一个(仿射）变换.

注意，d = IT 1x —般不是单位向量.

分别与图像点xMx2 对应的方向为的两条射线之间的夹角可以由我们熟悉的两向

量夹角的余弦公式得到：

d:d2cosO =
V/( K " 1 X. )T ( K "1 X. ) 7( K "1 X2 ) T ( K - ,

X2 )

x ] ( K - r K - l ) x2

7x[( K -TK -1 ) xiyx2
T ( K -TK -' ) x2

式(8.7)表明，如果 K 已知，从而矩阵 K^K — 1已知，那么射线之间的夹角可以从它们的对

应图像点得到测量.已知 K 的摄像机称为已标定的摄像机. 一个已标定的摄像机是一个能够

测量射线方向的方向传感器——如同一个2D 量角器.

(8.7)

标定矩阵 K 也提供图像直线和场景平面之间的关系：
结论8.16 —条图像直线1确定一张过摄像机中心的平面，在摄像机的欧氏坐标系下，该

平面的法线方向为 n = KTl.
注意，法线 n —般不是单位向量.

证明直线1上的点x 反向投影到正交于平面法线n 的方向d = K 1x,即dTn = XTK _ Tn =0.
因为丨上的点满足xTl =0,所以丨= K

_Tn,从而得到 n = KT1.

8.5.1 绝对二次曲线的图像

我们现在来推导一个把标定矩阵 K 与绝对二次曲线的图像 co 相关联的非常重要的结果.

我们必须首先确定无穷远平面t和摄像机图像平面之间的映射. &上的点可以写为XM =
(/，(

^
，并被一般摄像机卜狀⑴ - 6 ]影像为

d
x =PX„ = KR[ I|- C ] = KRd

0
它表明

• 7I„与其图像之间的映射由平面单应 X =Hd 给出，其中

H = KR
注意，这个映射与摄像机的位置 C 无关，而仅取决于摄像机的内标定及其相对于世界坐标系

的定向.

( 8.8 )

因为绝对二次曲线 OJ3.6节)在 ir„上，我们可以计算它在变换 H 下的图像,并得到

结论8.17 绝对二次曲线的图像（简称 IAC )是二次曲线(

^
( KK7) —1 = K TK
'证明根据结论2.13,在点单应变换 XHHXT，二次曲线 C 映射为 CHH -TCIT 1.由此

推出化（它是I上的二次曲线 C =化 =1)映射为

=(KR)-TI(KR)-'= K T R R 'K - 1
I

^
KK7)-1�所以 IAC 是 WMKKT)- 1.

与化一样，二次曲线 0)是虚（没有实点）的点二次曲线.现在我们可以把它看作一种方

便的代数工具，在本章后面的计算以及第19章摄像机的自标定中都会用到它.

这里提出几点注意；

0)
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(1)绝对二次曲线的图像 0)仅与矩阵 P的内参数 K 有关;而与摄像机的定向和位置无关.

(2)按式(8.7)可以用下列简单的表达式给出两条射线的夹角：
x[g)X2

(8.9)cosd =
\j x j 」xj(1)X2

这个表达式与图像的射影坐标系无关，也就是说，在图像的射影变换下保持不变.为了看清这

一点，考虑任意2D 射影变换 H.点\变换为 H Xi 而 0)(同任意像二次曲线）变换为 frTwH'因此，式(8.9)并没有变化，从而对图像中的任何射影坐标系都成立 •

(3)式(8.9)的一个特别重要的具体例子是:如果两个图像点x,和\对应于正交方向，

那么

x[(0 x2 =0 (8.10 )
这个方程将在本书的后续部分被应用于多个点，因为它提供了关于(0 的线性约束.

(4 )我们也可以定义绝对二次曲线的对偶图像(简称 DIAC )为
co * = w

_ i = KKT (8. 11 )
这是一个对偶（线）二次曲线，而 co 是点二次曲线（虽然它不含实点）.二次曲线 o/是 Q』的图

像,并由式(8.5)o/ = PQ:PT给出.

(5)结论 8.17 说明一旦 co(或等价的 a/ )在图像中被辨认，那么 K 就被确定.这是因为

通过 Cholesky 分解（见结论 A4.5)对称矩阵 o 可以被唯一地分解成一个具有正对角元的上三

角矩阵及其转置的乘积，即 a/ = KKt.
(6)第3 章中我们看到平面K与 JC»相交于一条直线，而这条直线与相交于n上的两个

虚圆点.虚圆点的图像在 0)上，并且是平面11的消影线与 0)的交点 •

图8.11 两射线之间的夹角 0

下面的例子说明:0)的后两个性质是标定算法的基础.

例8.18 —个简单的标定装置.

三个正方形（它们所在平面是不平行的，但也不必正交）的图像提供计算 K 的足够约

束.考虑其中的一个正方形 .它的四个角点和其图像之间的对应确定正方形所在平面 K和

其图像之间的单应 H. 把这个单应作用于 it上的虚圆点得到它们的图像是 H ( 1，± i，0)T.

从而给出（目前还未知的）co 上的两个点.把类似过程应用于其他正方形总共给出 co 上的

六个点，由它们便可计算出 0)(因为确定一条二次曲线需要五个点）. 概括起来算法的步骤

如下：

(1)对每个正方形，计算把其角点（0,0)7，（1，0)

'
(0,1)

'
(1，1)

7映射到相应图像点的
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单应 H(平面坐标系与正方形的对准是相似变换，且不影响虚圆点在平面上的位置).

(2)计算该正方形所在平面虚圆点的图像，即 H (1,± i,0)T. EH = [h,，h2，h3 ]，则虚圆

点的图像为l h2.

(3)由这六个虚圆点的图像拟合出一条二次曲线 co.虚圆点的像在 o)上的约束可以被重

写成两个实约束.如果h,±;112 在 0> 上，那么（1|1 ±

^
2)70)(

^
± ih2 ) =0,而其虚部和实部分

别给出

hjw h2 =0 和h[co h = hjco h2 (8. 12 )
这是关于 o)的线性方程组 . 由五个或以上这样的方程就可在相差一个尺度因子的条件下确

定

(4)用 Cholesky 分解由 co =( KKT) — 1计算标定 K
_

图 8.12 给出印有正方形的三张平面组成的标定物体及算得的矩阵 K. 就计算内标定的目

的而言，正方形比标准标定物体(例如图7.1)更优越，它不需要计算 3D 坐标.

525.81108.3
1097.8 395.9

(b)

图 8.12 由度置平面进行标定 .（a)三个正方形提供一种简单的标定物体.这些平面

不必正交.（b)用例8.18的算法求得的标定矩阵.图像的大小是1024 x768 像素.

8.8 节我们将回到摄像机标定，其中消影点和消影线提供关于 K 的约束.例 8.18 中使用

的几何约束将在 8.8.1 节中进一步讨论.

8.5.2 正交性和

二次曲线 0)可用于描述图像中的正交性.式(8.10)中已经看到，如果两个图像点X,和\
反向投影为正交射线，那么这两点满足x〖(ox2 =0.类似地，可以证明

结论8.19 分别反向投影到正交的射线和平面的点 x 和直线1满足1 =
从几何上来说，这些关系表明:反向投影到正交射线的图像点关于 co 共轭 x2 = 0)，

而反向投影到正交的射线和平面的点和直线是极点-极线关系（1 = cox).见 2.8.1 节 . 这两个

关系的示意图如图 8.1 3 所示.

这些关于正交性的几何描述，以及由图像点测量的两条射线的夹角的射影表示式（8.9)，
仅仅是本书前面推导的关系的简单具体化和概括.例如，我们已经推导了3 维空间中两条直

线夹角的射影表示式(3.23),即

COS0 =
此d2

式中,d,和屯是直线的方向（直线与&的交点）.光线是3 维空间中过摄像机中心的直线，因

此式(3.23)可直接应用于光线.这恰好是式(8.9)所述的——它不过是式(3.23)在图像中的
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(b)

图8.13 由共轭和极点-极线关系表示正交性 .（a)如果图像点x,,x2 关于 o> 共轭，

x2 =0,那么它们反向投影为正交的射线 .（ b)如果点 x 和直线1关于(0 为极点-极线关系，

即1 = 0>x,那么 X 和1反向投影所得的射线和平面相互正交.例如（参看 8.6.3 节）一个平

面法线方向的消影点和该平面的消影线关于 0)为极点-极线关系.

计算.

在映射(式( 8. 8 ) ) H = KR(它是在世界坐标系的平面&和图像平面之间的单应）作用下，

fi„ h4HTwH = ( KR ) Tw ( KR ) 且d; = H - 1 x, = ( KR ) 把这些关系代人式 ( 3. 23 ) 就得到式

( 8.9 ) . 类似地，图像中体现正交性的共轭和极点-极线关系就是它们在&上的直接映像，可以

通过比较图 3. 8 和图 8. 13 来理解 •

在实际中，这些正交结果在消影点和消影线的情形有大量的应用.

8.6 消影点与消影线

透视投影的一个显著特征是延伸至无穷远的物体的图像可能出现在有限范围内.例如，

一条无穷远直线被影像成终止在消影点的一条线段.类似地，平行的世界直线，例如铁道线，

被影像成汇聚的线,它们在图像上的交点是铁道方向的消影点.

8.6.1 消影点

产生消影点的透视几何在图 8. 14 中说明.显而易见,从几何上来说，一条世界直线的消

影点由平行于该直线并过摄像机中心的射线与图像平面的交点得到. 因此消影点仅依赖于直

线的方向，而与其位置无关.从而一组平行的世界直线具有共同的消影点，如图 8. 15 所示.

代数上，消影点可以作为极限点而求得，方法如下:将 3 维空间中过点 A 且方向为 D =
( dT，0)T

的直线上的点记为 X(A ) = A + AD,参看图 8. 14b.当参数 A 由 0 变到oo时，点 X( A)
由有限点 A 变到无穷远点 D.在射影摄像机 P = K[ I|0]作用下，点 X( A )被影像为

x( A ) = PX( A ) = PA + APD = a + AKd
式中，a 是 A 的图像.从而该直线的消影点 v 通过取极限得到

v = limx(A)= lim ( a + AKd) = Kd

根据结论 8.15 , v = Kd 表示消影点I反向投影&方向为 d 的射线.注意消影点 v 仅依赖于该

直线的方向 d，而与 A 的位置无关.

用射影几何语言可以直接得到这个结果:在 3 维射影空间中，无穷远平面是直线方向

的平面，而且具有相同方向的所有直线交于同一点（参见第 3章). 消影点就是这个交点的

图像.因此如果一条直线的方向是 d，则它与的交点是X

^
Md
'

O)7.而 v 是X„的图像
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*4 — X

(b)

图 8.14 消影点的形成 .（a)平面到直线的摄像机.点Xj= l，⋯，4在世界直线上是等距的，但它们在图

像直线上的间距是单调下降的.当时,该世界点被影像到垂直图像线上的

x
^ =

v'上.因此，世界直线的消影点由过摄像机中心 C 并平行于它的射线与图像平面的交产生 .（b)3维空

间到平面的摄像机.方向为 d 的一条直线的消影点 v 由平行于 d 并过 C 的射线与图像平面的交产生 .该

世界直线可以用 XU)= A + XD 来参数化，其中 A 是直线上的点，而 D =( dT,0)T.

和倾斜图像线上的X = V

V = PX„ = K[ I|0]Q = Kd

概括起来：

结论 8. 20 方向为 d 的 3 维空间直线的消影点是过摄像机中心且方向为 d 的射线与图

像平面的交点7,即 v = Kd.
注意与图像平面平行的直线被影像成平行线，因为 v 在图像的无穷远处. 但是,反过来

(图像中的平行线是场景中平行线的图像）不成立，因为主平面上相交的直线被影像成平

行线 .

例 8.21 由消影点求摄像机旋转.

消影点是无穷远点的图像，它提供定向（姿态）信息的方式与不动星提供的方式类似.考

虑由定向和位置都不同的两个标定摄像机获取的某场景的两幅图像.无穷远点是场景的一部

分，因而与摄像机无关.它们的图像，即消影点，不受摄像机位置变化的影响，但要受摄像机旋

转的影响. 假定两个摄像机具有相同的标定矩阵 K,且在两幅视图之间摄像机旋转了 R.
设一条场景直线在第一幅视图中的消影点是1，在第二幅视图中的是v';.消影点Vi 在第一

个摄像机的欧氏坐标系中测量得到的方向是化，而对应的消影点V〗在第二个摄像机的欧氏坐
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标系中测量得到的方向是d,'. 这些方向都可以由消影点算得，例如 = K - 1 v/ [| K - ' Vi ||
中加进归一化因子 II K -'v,||是为了保证d;是单位向量 . 方向士和d',通过摄像机的旋转軋 =
Rd,相关联，它给出关于R 的两个独立约束.因此旋转矩阵 R 可以由这样的两组对应方向算出 •

两条场景直线之间的夹角我们已经知道一条场景直线的消影点反向投影成平行于该场

景直线的射线 . 从而根据式(8.9)(由图像点确定反向投影的射线之间的夹角），可以通过两

条场景直线的消影点来测量它们的方向夹角.

结论 8.22 令¥,

^
2 是

_
幅图像中两条直线的消影点，而令 0)为图像中绝对二次曲线的

图像. 如果 0是两直线方向间的夹角，那么

v^v2
(8.13)cos0 = »2

关于计算消影点的注通常，消影点由一组平行线段的图像来计算,尽管还可以由其他方

法来确定（例如例 2.18 和例 2.20 中介绍的直线上的等长区间）.对于平行线段情形，目标是

估计它们的公共图像交点——平行场景直线方向的图像 . 由于测量噪声的存在，线段的图像

一般不相交于唯一点.通常，消影点通过先求直线对的交点,再求这些交点的中心，或者利用

寻找离这些测量直线最近的点来计算.然而这些都是非最优的方法.

在高斯测量噪声假设下，消影点和直线段的最大似然估计（MLE)是通过确定一组相交于

同一点的直线来计算，这组直线最小化测量直线段的端点到其垂直距离的平方和，如图 8.15a

所示. 这个最小化问题可以利用 Levenberg-Marquardt 算法（A6.2 节）进行数值计算 . 注意如

果直线由拟合多个点，而不仅是直线的端点来定义，我们可以使用 16.7.2节中介绍的方法将

每条直线简化到等价的加权端点对，然后再用到这个算法中.图 8.15b 和 c 显示了利用这种

方式求得的消影点的例子.显然测量直线和拟合直线的残差非常小.

m

(b) (c)

图 8.15 由平行场景直线的图像求消彩点的 ML 估计.U)估计消影点 v 涉及对每一条测量

直线（粗线）拟合通过 V 的直线（细线）.V 的最大似然估计是最小化拟合直线和测量直线端点

的垂直距离的平方和的点 .（ b)测量线段用白色显示，拟合直线用黑色显示 .（e)( b)中虚正方

形的特写.注意测量和拟合直线之间的非常小的角度 .

8.6.2 消影线

3 维空间的平行平面与交于一条公共的直线，而这条直线的图像就是平面的消影线.

如图 8.16 所示，几何上，消影线由图像与平行于场景平面并过摄像机中心的平面的交线得

到 .显然，消影线仅与场景平面的定向有关，而与它的位置无关.因为直线与平行于它们的平

面交于ii„，因此不难看出与平面平行的直线的消影点必然在该平面的消影线上 .这样的例子
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如图 8.17 所示.

图 8.16 消影线的形成 .（a)场景平面上的两组平行线汇聚于图像中的消

影点V,和v2.通过

'
和\的直线丨是该平面的消影线 .（ b)平面 n的消影线

1由图像平面与过摄像机中心 C 并平行于 Jt的平面的交获得.

图 8.17 消影点和消影线 . 走廊地平面的消影线可以由该平面上的两组平行线获得 .

( a)几乎平行于图像平面的直线的消影点离有限（实际）的图像很远 .（b)注意:对应地

板砖对边的等距平行线的图像的间距单调下降 .（c)平行于一张平面（这里是地平面）的

直线的消影点在该平面的消影线上.

如果摄像机标定 K 已知，那么场景平面的消影线可以被用于确定关于平面的信息，这里

我们举三个例子：

(1)平面相对于摄像机的朝向可以由其消影线确定.根据结论 8. 16,过摄像机中心并且

法线方向为 n 的平面与图像平面的交线是 1 = K Tn. 从而 1是与 n 垂直的平面的消影线 . 因

此在摄像机欧氏坐标系下，消影线为1的平面的方向为 n = K T1.
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( 2 )平面可以仅由其消影线进行度量校正.这可通过以例8.13 的方式考虑摄像机的合成

旋转来看到. 因为从消影线可知平面的法线，所以可利用单应来合成旋转摄像机，使得平面是

正平行的（即平行于图像平面).该单应的计算在练习（ix)中讨论.

( 3 )两个场景平面的夹角可以由其消影线确定. 假设消影线是1,和12，那么平面间的夹角

0由下式给出

(8. 14 )COS0 =

证明留作习题.

计算消彩线确定场景平面的消影线的一个常用方法是:先确定平行于平面的两组直线

的消影点，再构造通过这两个消影点的直线.这种结构如图 8. 17 所示.确定消影点的其他方

法如例 2. 19 和例 2. 20 所示.

然而消影线可以直接确定,而无须使用消失点作为中间步骤. 例如，消影线可由一组等距的

共面平行线的图像来计算.这是实践中很有用的方法，因为这样的直线集经常出现在人造结构中,

例如:楼梯、建筑物墙壁上的窗户、围栏，散热器和斑马线等.以下示例说明了涉及的射影几何.

例 8.23 给定三个共面的等距平行线的图像时的消影线

场景平面中的一组等距直线可以表示为 ax' + by' +\ =0,其中 A 取整数值.这组（一束）

直线可以被写成1：1 =(�,6，
^
07 =((1，6,0)

7
+�(0,0，1)

7
，其中(0,0,1)

7
是场景平面上的无穷

远直线.在透视成像下，点变换是 x = Hx',而相应的直线变换是1�= H
_
T1'„ = 1。+ �1,其中

I((0,0，1)
T
的图像)是平面的消影线. 成像几何如图 8.18c 所示.注意，所有直线1�交于共同

的消影点（由1, 给出,i</)相交，并且间距关于《单调递减.可以由该集合中的三条直线确

定消影线1，如果它们的索引㈤被识别. 例如，从三条等距直线的图像1。,1,和12，可得消影线

的闭形式解为

xl2 ))l, +2((l0 xl1 )
T
(l2 xl,))l2

证明留作练习.图 8. 18b 显示了以这种方式计算的一条消影线.

(8.15 )

(b)

(c)

图 8.18 从等距平行线的图像确定平面消影线 .（a)具有等距条的垂直栅栏的图像 .（b)从
三个等距条（间隔 12)计算的消影线 1.注意，水平线的消影点位于该消影线上.（c)像直线 1„

之间的间距关于 n 单调递减.
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8.6.3 消影点和消影线的正交关系

在实际中常岀现的情况是产生消影点的直线和平面正交.此时它们的消影点和消影线与

有特别简单的关系，而且可以进一步用这些关系来（部分地）确定 0),并进而如 8.8 节中将看

到的那样确定摄像机的标定 K.
根据式(8.13)，两条垂直世界直线的消影点\,v2 满足<Wv2 =0.这意味着消影点关于 co

共轭，如图 8.13 所示.类似地由结论 8.19,与消影线为1的平面垂直的方向的消影点 v 满足

l = cov. 这意味着消影点和消影线关于 o)是极点——极线关系，如图 8.13 所示 .这些图像关

系概括如下：

(1)相互垂直方向的直线的消影点满足

0)

v}cov2 =0 (8.16)

(2)如果直线与平面垂直，那么相应的消影点 v 和消影线1之间的关系为

(8.17)

反之有 v =
(3)两垂直平面的消影线满足l}o/ l2 =0.
例如,假设地平面(水平）的消影线1在图像中被辨认，并且摄像机内标定矩阵 K 已知，那

么可以由 v = 得到垂直消影点 v(平面法方向的消影点）.

8 . 7 仿射3D 测量和重构

2.7.2节已经看到,确认场景平面的消影线可以测量场景平面的仿射性质. 如果还确认

了不平行于该平面的方向的消影点，那么可以为透视成像场景的3 维空间计算仿射性质.我

们将对这种情形说明该思想:消影点与正交于平面的方向对应,尽管正交性对于构造并不是必

须的.本节中介绍的方法不需要知道摄像机的内标定 K.
把场景平面视为水平地平面将是方便的，此时消影线是地平线. 类似地，把与场景平面正

交的方向视为垂直使得 v 是垂直消影点将是方便的.这种情形如图 8.19 所示.

假设我们希望测量竖直方向上两条线段的相对长度，如图 8.20a 所示.我们将有以下结果：

结论8.24 给定地平面的消影线丨和竖直消影点 V，则可以测量竖直线段的相对长度，只

要它们的端点位于地平面上.

显然，相对长度不能由其成像长度直接测量，因为当竖直线更深人场景（即离摄像机更

远）时，其成像长度会减小.可以按照下面两步确定相对长度：
第1步:将一条线段的长度映射到另一条线段.在 3D 中，通过构造平行于地平面且方向

为 <B,，B2 >的直线将1转移到L2 上，可将L,的长度与1

^
2 进行比较.该转移点将被记为 f ,

(见图 8.20b).在图像中，通过先确定消影点 u(它是<h，b2 >与I的交点）来进行相应的构

造. 现在任何平行于 <Bt ，B2 >的场景直线都被成像为通过 u 的直线，因此特别地，通过T,并
平 行 于 的 直 线 的 图 像 是 通 过t,和11 的直线.直线<1,11 >与12 的交点定义了转移

点元的图像1(见图 8.20c).
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像平面

⑻ (b)

图 8.19 竖直消影点和地平面消影线的几何 .（a)竖直消影点 v 是摄像机中心在地平面《上

的“垂足”的图像.（b)消影线1对场景空间中的所有点进行了划分.任何投影到消影线上的

场景点与平面n的距离都和摄像机中心相同;如果它“高于”这条直线,那么它离平面更远，

而如果“低于”，则它比摄像机中心离平面更近.

•T2 T2 ft
T,

L2 Tiff
dxL,

/ 7

⑻ (b)

image
(c) (d)

图 8.20 计算平行场景直线的长度比 .（a)3D 几何:竖直线段L, = <B,,T, >和1̂2 = <B2，T2 >

的长度分别为 4 和基点B,，B2 在地平面上.我们希望从成像配置中计算场景长度比名：

(b)在场景中，线段L,的长度可以通过构造平行于地平面的直线而产生点

^
来转移到L2.( c)图

像几何:1是地平面消影线，v 是竖直消影点.图像中相应的平行线结构需要先的图像b,确
定消影点 u,再通过12 与直线的交点确定 7,( 元的图像).（d)在图像中，直线13 平行于

.点i,和I由直线13 分别与<1,(>和<

^
4>的交点来构造.距离比

就是所求的 4的估计.
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第2 步:确定场景直线上的长度比.我们现在在场景直线的图像上有四个共线点，并希望

确定场景中的实际长度比. 四个共线图像点是b2 , fMt2 * v.这些可以被看成是沿着场景直

线分别在距离0,<乂和oo处的场景点的图像.仿射比<:<i2 可以通过将射影变换（它把 v 映

射到无穷远)应用于像直线来获得. 该投影的几何结构如图 8.20d 所示（见例2.20).

执行这两步的算法细节在算法 8.1 中给出.

目标

给定地平面的消影线1和竖直消影点 v,及两条线段的上端点（ t,,12 )和下端点（1>1,b2 ),如图 8.20 所

示，计算线段在场景中的长度比.

(1〉计算消影点 u H h x b2 ) x l.

(2)计算转移点 T, =( t( x u2 ) x l2(其中12 = v x b2 ).

(3)将像直线1,上的四个点b2 ,7,，

^
分别用它们到b2 的距离重新表示为0,？；,i2 和 R

(4)计算映射齐次坐标(0，1)4(0,1 )和(?；,1)4(1,0)的射影变换 H2 x 2(它将消影点 v 映射到无穷远

点）.一个合适的矩阵是

= [ 1 I!H2

(5)L2 上从B2 到场景点 f

^
T2 的（比例）距离可以由点 H2x2( 的位置获得.

从而它们的距离比由下式给出：

d , t ,( i;- )

dl ~

L(，- 7,:

算法 8.1 从单幅图像计算场景长度比.

注意,应用该算法无须知道摄像机的标定 K 和姿态 . 事实上，还可以计算摄像机中心相

对于地平面的位置. 即使图像中的消影点和/或线在无穷远处，算法也是良定的. 例如，在仿

射成像条件下，或者假设图像平面平行于竖直场景方向（使得 v 在无穷远处）. 此时距离比简

化为争 =fd2 h
例8.25 在单幅图像中测量人的身高

假设我们有一幅图像，其中包含足够的信息来计算地平面消影线和竖直消影点，以及一个

已知高度的对象(其顶部和底部都被成像）.那么可以测量站在地平面上任何地方的人的高

度，只要他们的头和脚都是可见的.图 8.21a 显示了一个例子.场景中包含了大量水平线，由

其可计算水平消影点.两个这样的消影点确定了地板的消影线（这是该图像的水平线）.场景

中还包含了大量竖直线，由其可计算竖直消影点（图 8.21c).假设两个人竖直站立，那么可以

使用算法 8.1 从他们的长度比直接计算他们的相对高度. 他们的绝对高度可以通过计算其相

对于具有已知高度的地平面上的物体的高度来确定.这里已知的高度由文件柜提供.结果如

图 8.21d 所示.
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(b >

(d)

图 8.21 基于仿射性质的高度测霣 .（a)原始图像.我们想测量两个人的身高 .（ b)径
向失真校正后的图像（参见 7.4 节).（e)消影线（已显示）由对应于水平方向的两个消

影点计算.还显示了用于计算竖直消影点的直线 . 竖直消影点并未显示，因为它位于

图像下方 .（d)利用图像左侧文件柜的已知高度,按算法 8.1 所述方法测量两个人的绝

对高度.测量的高度在真实值的 2cra 以内.[Criminisi-OO]中介绍了不确定性的计算 .

8.8 由单视图确定摄像机标定 K

我们已经知道，一旦 0)已知，射线的夹角就可测量 . 反过来，如果射线的夹角已知，那么

就得到关于 C0的约束.每两条射线之间的已知角度给出关于 0)的形如式(8.13)的一个约束.

不幸的是，对任意角度及已知的\和\，它给出的是关于(0 元素的二次约束.然而，如果直线

相互垂直，则式(8.13)简化为式(8.16),即v〖wv2 =0,从而关于 o)的约束是线性的.

关于 0)的线性约束还可由直线及其正交平面产生的消影点和消影线得到 . 常见的一个

例子是图 8.19 所示的竖直方向和水平面.由式(8.17 ) ,l = w v. 把它写成 l x ( w v ) = 0 以消去

齐次比例因子，从而得到关于 C0元素的三组齐次线性方程.它们等价于关于 0)的两个独立约束.

所有这些条件提供关于 0)的线性约束.给定足够多的这种约束便可算出 0),从而得到标

定矩阵 K，因为《=(KKt)'当标定矩阵 K 具有比式(6.10)更特殊的形式时，需要由这类场景约束来确定的 to 的元素

数目可以减少. 当已知 K 为零扭曲（

^
=0)或正方形像素（ =a，且 s =0)时,我们可以利用这

些条件来协助寻找 0).具体地说，通过直接计算可以很快地验证：

结论 8.26 如果 s =K12 =0,那么以12 =仿21 =0.如果还满足 =K„ =心 =ay，那么 =a>22.
因此，在求绝对二次曲线的图像时，我们可以很容易地考虑摄像机上的零扭曲或正方形长

宽比约束,只要已知这样的约束存在.还可以证明在 K 的元素与 a/ = KKT的元素之间没有类
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似于结论 8.26 这样简单的关系存在.

我们已经看到了关于 0)的约束的三个来源：

(1)由已知单应成像的平面上的度量信息，参见式(8.12).

(2)对应于垂直方向和平面的消影点和消影线，参见式(8.16).

(3)“内部约束”，如结论 8.26 中的零扭曲或正方形像素等.
这些约束总结在表 8.1 中 . 我们现在介绍如何组合这些约束来估计0)，并进而估计 K.

约 束条 件 类 型 约 束 数

yJcov2 =0对应于正交直线的消影点\ *v2

对应于相互正交的直线和平面

的消影点 v 和消影线1

用已知单应 H =[1

^
,112，h3]成像

的度量平面

零扭曲

正方形像素

线性

[ l] x

^
v =0 线性 2

h|o)h2 =0

h
'J'fyh] — hJ

线性 2

=0 线性仿12 = ft>21

=0

线性 2^11 =^22

表 8 . 1 关于 W 的场景和内部约束 .

因为上述所有约束（包括内部约束）在代数上都被描述为关于 w 的线性方程，所以将它们

作为约束矩阵的行组合起来是很简单的事情.所有约束放在一起使得含《个约束的方程组可

以被写为 Aw =0,其中，A 是《><6 矩阵,W 是包含 to 的六个不同齐次元素的6维向量.使用最

低配置的5 个约束方程，可以得到精确解 . 当方程多于五个时，可利用算法 A5.4 找到最小二

乘解 . 该方法总结在算法 8.2 中.

目标

通过组合场景和内部约束求出 w 来计算 K.
算法

( 1)将 W 重新表示为 6 维齐次向量 W = ( u；, ,w2 ,w3 ,�4 .�5 ，》6 )
T
，其中

wx w2 w4

w2 W 3 w5

1^4 W 5 W6 J

(2)表 8.1 的每一个可用约束都可被写成aTw = 0. 例如，对于正交性约束 uTo>v = 0,其中 u =
( ^1 yU2 tu3 ) J = ( i；, fv2 fv3 ) J ,6 维向量 a 为

a = ( vlul yvlu2 + v2 ux yv2 u2 + v3 u{ u3 + v3 u2 ,v3 u3 )

可以由场景和内部约束的其他约束源获得类似的约束向量.例如度量平面产生两个这种约束.

(3)将每个约束的方程aTw =0合并成方程组 Aw =0,其中 A 是对应 n 个约束的 n x 6矩阵.

(4)类似算法 4.2，利用 SVD 解 w,从而确定 W.

(5)利用矩阵的逆和 Cholesky 分解（见 A4.2.1 节）从 o 中分解出 K.

算法 8.2 从场景和内部约束计算 K.
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使用超过最小配置所需的五个约束时，我们可以选择将一些约束作为硬约束——完全满

足的约束.这可通过参数化(0 使其显式满足这些约束（例如对零扭曲约束设置《21 = o>12 =0,

对正方形像素约束还加上 = o>22 )来实现.也可用算法 A5. 5 的最小化方法来实现硬约束 .

否则，在有噪声的情况下，将所有约束视为软约束并利用算法 A5. 4 产生的解将不完全满足约

束。例如，像素未必正好是正方形.

最后，实际中的一个重要问题是退化.这发生在组合约束不是独立时，并导致矩阵 A 降

秩. 如果秩小于未知数的个数,那么得到关于 0)(从而 K)的单参数解族. 此外，如果条件接近

退化，那么解是病态的，且族中的特定成员由“噪声”确定.这些退化通常可以从几何上理解。
例如在例 8.18 中，如果三个度量平面是平行的，那么三对虚圆点是重合的，且仅提供两个约束

而不是六个 . Zhang[ Zhang-00]推广的关于退化问题的实用解决方案是在不同位置多次对度

量平面进行成像. 这减少了退化发生的机会,并且还提供了非常超定解 .

例 8. 27 由三个正交消影点来标定 .

假定已知摄像机是零扭曲的且像素是正方形的（或等价的其宽高比已知）.三组正交消影

点方向提供另外三个约束.总共给出 5 个约束，这足以计算 co ,并进而得到 K.

概括起来该算法有以下几步：

(1)正方形像素时(0具有如下形式：
0w\ W 2

0 M) , W 3

L»2 W3 诏4」

( 2 )每对消影点v,，

'
产生关于 CO 的元素的一个线性方程 = 0. 三对消影点的约束并

在一起得到方程 Aw =0 ,其中 A 是 3 x 4 矩阵 .

( 3 )向量 w 由 A 的零向量得到，并且确定了 co. 利用 co 的 Cholesky 分解再求逆由 co =
( 尺

^
广可得到矩阵心

图 8.22a 给出一个例子. 消影点由图 8.22b 所示的三个正交方向来计算. 图像为1024 x
768 像素，求得的标定矩阵为

「1163 0 5481
K 1163 404

(C )

图 8.22 在图像的扭曲是零而宽高比是 1 时，主点是三组正交方向的消影点的垂心.

( a)原图像.（b)场景中的三组平行线，其中每组的方向都与其他两组正交.（c)主点是

以消影点为顶点的三角形的垂心.
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在这种情况下，也可以从几何上计算主点和焦距 . 主点是顶点为消影点的三角形的垂

心.图 8.23 显示主点在三角形的一个顶点到其对边的垂线上 . 对其他两边类似地构造表明

主点是垂心. 该结论的代数推导留作习题. 焦距也可以从几何上计算，如图 8.24 所示 .

像平面p

c

(a) (b)

图 8.23 主点的几何结构.消影线13 反投影到法线为 n 的平面 ir. 消影点v3 反投影到正交于平面的直

线 1.( a ) 过摄像机中心 C 的平面 ji的法线 n 与主轴定义了一个交图像于直线1 = < v3 ，x >的平面.直线13
是 it与图像平面的交，同时也是 7T的消影线.点v3 是法线与图像平面的交，同时也是其消影点 . 显然主点

在1上，而1和13 在图像平面上相互垂直.（b)主点可以作为三角形的垂心由三个这样的约束来确定.

图 8.24 焦距的几何结构 .（a)考虑由摄像机中心 C、主点和消影点之一（例如图

8. 23a 所示的v3 )确定的平面. 从 C 到1和到 x 的射线相互垂直.焦距 a是摄像机中

心到图像平面的距离 . 利用相似三角形，a2
=<i( p，v3 )d( p,x)，其中 d( u,v)是点 u 和

v 之间的距离 .（ b)在图像中以v3 和 x 之间的线段为直径绘制圆 . 过 p 且垂直于

< v3 ,x >的直线与圆交于 a,b 两点.焦距等于距离 d( p,a).

请注意，如果有一个消影点（例如竖直方向）处于无穷远，则该估计方法是退化的. 此时，

A 的秩降为2，关于 o)且相应地关于 K 存在单参数族的解 . 这种退化可以由图 8.23 的垂心结

构从几何上看出. 如果v3 在无穷远处，那么主点 p 位于直线13 = <\，& >上，但是其* 位置没

有被定义.
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例8.28 其他内参数已知时确定焦距.

我们考虑从单视图进行标定的另一个例子.假设已知摄像机具有零扭曲，其像素是正方

形的（或等价的其宽高比是已知的），并且主点在图像中心.那么仅有焦距是未知的 . 此时 co
的形式非常简单:它是仅有一个自由度的对角矩阵 diag(I//2,1//2,1). 利用算法 8.2，可以由

一个额外约束（如由对应于正交方向的两个消影点产生的约束)确定焦距/

图 8.25(a)显示了一个例子.这里约束中所使用的消影点是从窗户和路面的水平边缘及窗

户的竖直边缘来计算的.这些消影点也决定了建筑物正面的消影线 1.给定 K 和消影线1，可以

如例 8.13 那样利用单应映射图像来旋转合成摄像机使得立面是正平行的.结果如图 8.25( b)
所示.注意，在例 8.13 中，为校正平面，必须知道矩形在场景平面中的长宽比.这里仅需要知

道平面的消影线，因为摄像机标定 K 为单应提供了所需的额外信息.

图 8.25 通过部分内参数进行平面校正 .（a)原始图像.（b)假设摄像机具有正方形像素并且

主点在图像中心处的校正 . 焦距由单个正交消影点对计算.校正图像中窗户的长宽比与真实

值相差3.7%.注意，两个平行平面，即上部建筑外立面和下部车间，都被映射到正平行平面.

8.8.1 约束的几何

尽管表 8.1 中给出的代数约束看起来是从不同的来源产生的，但是它们实际上都等价于

两个简单的几何关系中的一个:两点在二次曲线 0)上,或者两点关于(0共轭.

例如，零扭曲约束是正交性约束:它指定图像％ 和 y 轴是正交的.这些轴分别对应于欧氏

坐标系中方向为（1,0,0)T
和(0，1 ,0)

T的射线，并成像于\ =(1，0,0)
T
和

'
=(0，1，0)

T
(因为

这些射线平行于图像平面）. 零扭曲约束

(8.16))v；o> v
1 =0.几何上，零扭曲等价于点（1，0,0广和(0，1，0)

T
关于 to 共轭 •

正方形像素约束可以用两种方式解释. 正方形具有定义两组正交直线的属性:相邻边缘

是正交的，两条对角线也是正交的.因此，正方形像素约束可以被解释为一对正交直线约束.

正方形像素的对角线消影点为（1，1，0)
7
和（ -1，1 ,0)T. 所得的正交性约束导致表 8.1 中给出

的正方形像素约束.

另外，正方形像素约束可以用两个已知点位于 IAC 上来解释.如果图像平面具有正方形

像素,那么它有欧氏坐标系，并且虚圆点具有已知坐标（1，± i,0)T.可以证明两个正方形像素

方程等价于（1,tLObd，± l— ,0)T
=0.

这是最重要的几何等价.本质上，具有正方形像素的图像平面起着场景中的度量平面

的作用.正方形像素图像平面等价于以恒等单应成像的度量平面.实际上，如果将表 8.1

的约束“用已知单应成像的度量平面”中的单应 H 替换为单位矩阵，那么可立即获得正方形

像素约束.

=0 仅是以另一种方式写正交性约束（式仞12 = 0>21
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因此，我们看到表 8.1 中给出的所有约束都来源于已知点位于 to 上或点对关于 0)共轭.

因此，确定 0)可以被视为给定二次曲线上的点和共轭点对情形下的二次曲线拟合问题.

值得注意的是,二次曲线拟合是一个微妙的问题.如果点在二次曲线上分布不好，那么拟

合经常是不稳定的（[Bookstein-79]).当前问题同样如此，我们已经看到它等价于二次曲线拟

合.算法 8.2中给出的从消影点寻找标定的方法相当于代数误差最小化，因此并不给出最优

解.为了获得更高的精度，应该使用第4章的方法，例如 4.2.6 节的 Sampson 误差法.

8.9 单视图重构

作为本章推导方法的应用，我们现在将展示由单幅图像进行纹理的 3D 重构，纹理由分段

平面图形模型映射得到.可综合运用 8.8 节的摄像机标定方法和例 8.28 的校正方法来反投

影图像区域以给模型平面贴纹理.

我们将以图 8.26a 中的图像说明该方法，其中场景包含三个主导的且相互正交的平面:建

筑物的左右立面和地平面. 三个正交方向的平行线集合定义了三个消影点，再加上正方形像

素约束，就可利用 8.8 节中介绍的方法来计算摄像机标定.从三个平面的消影线（也可由消影

点确定）和所求的 0)，可以计算单应，以纹理映射适当的图像区域到模型的正交平面.

更详细地，在图 8.26a 中取左立面作为参考平面，其正确比例的宽度和高度由校正确定 .

右立面和地平面定义正交于参考平面的 3D 平面（我们已经在计算摄像机中假设了平面的正

交性，因此相对定向是确定的）. 右平面和地平面的缩放由平面的公共交点计算，这完成了三

正交平面模型.

求出标定后，就可以计算场景中不正交的平面（例如屋顶）的相对定向，只要能利用式

(8.14)找到它们的消影线.如果一对平面的交在图像中可见，使得两个平面有公共点，那么

可以确定它们的相对位置和尺寸.利用两个平面之间的单应，可以由公共点之间的距离校正

来计算相对大小. 模型视图和正确映射到平面的纹理如图 8.26b 和 c 所示.

(b) ⑹

图 8.26 单视图重构.（a)牛津大学默顿学院 Fellows 四合院的原图象 .（b)( c)从
单幅图像创建的 3D 模型的视图.屋顶平面的消影线由重复的纹理图案计算.

177



m 计算机视觉中的多视图几何

8.10 标定二次曲线

绝对二次曲线的图像（IAC)是图像中一条虚二次曲线，因而是看不见的. 有时为了可视

化的目的,考虑与摄像机标定紧密相关的另外一种曲线.这条二次曲线称为标定二次曲线，它

是一个顶角为45°而轴为摄像机主轴的圆锥面的图像.

我们希望用摄像机的标定矩阵来计算这个圆锥面的公式.因为45°圆锥面与摄像机一起

移动，它的图像显然与摄像机的定向和位置无关.因此我们可以假定摄像机定位在原点且定

向为 Z 轴的正方向.因而，可令摄像机矩阵为 P = K[ I|0]. 现在45°圆锥面的任何一点满足

X2
+ Y2

= Z2.该圆锥面的点映射为二次曲线

(8.18)C = K' K —

上的点，这不难由结论 8.6 得到验证.这条二次曲线称为摄像机的标定二次曲线.对于

一个具有单位标定矩阵 K =I的摄像机，标定二次曲线是中心在原点（图像的主点）的单位圆 •

二次曲线式(8.18 )可简单地按照

结论 2.13 的二次曲线变换规则

(c

^
irTcir1 )对这个单位圆进

行仿射变换得到 . 因此，标定矩阵

为 K 的摄像机的标定二次曲线是

中心在原点的单位圆经过矩阵 K
的仿射变换后得到的曲线.

从标定二次曲线很容易获得

标定参数.如图 8. 27 所示，主点是

二次曲线的中心，而比例因子和扭

曲因子能被轻易地辨认. 在零扭曲的情形，标定二次曲线的主轴与图像坐标轴方向一致 . 一

个实际图像的例子如图 8.29 所示.

例 8. 29 假定一个摄像机的标定矩阵为 K = diag(/,/，1),其焦距为/个像素，具有零扭曲

和正方形像素，且图像原点与主点重合 . 那么由式（8.18 )得到标定二次曲线是 0 =(�啤
(1,1，-/2

)，它是半径为/，中心为主点的圆.

正交性和标定二次曲线式(8.9)给出对应于两个图像点的射线的夹角公式
_
特别是当 xfT

=0时，对应于图像点 x 和 x'的两条射线正交.如图 8.13 所示，它可以解释成点 x'在直线 ojx

上，而该直线是 x 关于 IAC 的极线 •

我们希望用标定二次曲线做一个类似的分析.EC = K
_ TDK
'

其中 D = diag( l ,l ,- 1 )，

图 8.27 由标定二次曲线读出摄像机的内参数 K.( a)扭曲5 为

零.（ b)扭曲 s 不为零.K 的扭曲参数（参见式(6.10))由二次曲

线的最高点的 z 坐标给出.

我们有

C = ( K TK _
1
)(KDK -')=W S

式中，S = KDK
_
\ 然而，对任何点 x，乘积 Sx 表示点 x 关于二次曲线 C 的中心（即摄像机主

点）的反射.用 i 表示反射点，我们发现
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x’Twx = x,TCx (8.19)

由此推出下面的几何结论：

结论 8.30 如果图像中的直线对应于与通过图像点 x的射线正交的平面,那么该直线是

反射点 i 关于标定二次曲线的极线 Ci.
这种结构如图 8.28 所示 .

图 8. 28 按如下步骤做与通过图像点 x 的射线相垂直的直线：（1)求 x 关于 C 的中心的

反射 i(即与 *到中心的距离相等的点）.（2) i 的极线就是所需求的直线.

例 8.31 给定三个正交消影点下的标定二次曲线

可以直接画出图 8.22 中例子的标定二次曲线.如果仍然假定零扭曲和正方形像素，那么

标定二次曲线是一个圆.若给定三组相互正交方向的消影点，我们可以通过直接的几何作图

(见图 8.29)找到标定二次曲线.

(1)首先以三个消影点vl 5 v2 和1为顶点构造三角形.

(2)C 的中心是三角形的垂心.

(3)将其中的一个消影点（例如v,)关于中心反射到弋.

(4)根据条件：<的极线是过v2 和力的直线来确定 C 的半径.

M标定二次曲线

(b)(a)

图 8.29 由三组正交消影点求得的标定二次曲线 •（a)几何作图 •（b)图 8.22 的图像的标定二次

曲线.

8.11 结束语

8.11.1 文献

Faugeras 与 Mourrain[Faugeras-95a]和 Faugeras 与 Papadopoulo[Faugeras-97]用 PlUcker 坐
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标推导了直线的投影.Koenderink[ Koenderink- 84,Koenderink-90]和 Giblin 与 Weiss[ Giblin-87]
给出轮廓生成元和视在轮廓线的许多性质，以及它们与曲面微分几何的关系.

[Kanatani-92]给出标定条件下的消影点和消影线的另一种处理方法，以及由相同中心的

摄像机获取的图像之间是以一个平面单位相关联的结论.Mundy 与 ZiSSerman[Mimdy- 92]用
几何手段证明了这个结论;[Hartley-94a]基于摄像机投影矩阵给出此结论一个简单的代数推

导；[ FaUgeras-92b]引人了射影（简化的）摄像机矩阵 .绝对二次曲线的图像与摄像机的标定

之间的联系由[ FaUgeras-92a]首先给出.

[ Capel-98,Sawhney-98,Szeliski-97]中介绍了全景拼图的计算 . 计算消影点的 ML 方法

在 Liebowitz 与 Zisserman[ Liebowitz-98]中给出 ■ [ Schaffalitzky-OOb]和[Se-00 ]中给出了由共

面等距直线自动估计消影线的应用.[ CriminiSi-00，ProeSmans-98 ]中介绍了由单视图的仿

射 3D 测量.

由度量结构（例如正方形）已知的多个场景平面来计算 K 的结论在[ Liebowitz- 98]中给

出.其算法在[ LiebOwitz-99a，StUrm-99C，Zhang-00]中给出.当加了零扭曲约束后，用 co 而不

是/的优越性首先由[ArmStr0ng-%b]提出. 用相互正交方向的三个消影点进行内标定的方

法由 Caprile 与 Torre[Caprile-90]给出，虽然这个结论在较早的摄影测量术的文献[Gracie-68]
中曾被引用过 . 此时焦距的简单公式在[ CipOlla- 99，Hartley- 02b]中给出 .[ Liebowitz- 99b，
Liebowitz-01]中给出了当组合多个约束时出现退化情形的讨论.[Criminisi-99a,Criminisi-01,
Horry-97,Liebowitz-99a,Sturm-99a]中研究了单视图重构.

8.11.2 注释和练习

(1 )世界平面的单应假定 H 已求出（例如由四个或更多世界点和其图像的对应计算得

到）且 K 也已知，那么摄像机的姿态 j R ,t j 可以由摄像机矩阵 x r2，t]确定，其中

[ r
"

r2，t] = ± K -'H/||K -'H||
注意上式具有两重多义性. 该结果来自式(8.1)，其中给出世界平面和标定摄像机 P = K[R|t]
之间的单应.

证明世界平面( n T，d)T
上的点和其图像之间的单应 x = H x 可以表示成 H = K(R - t n T/d).

平面上点的坐标为交 =(X,Y,Z)t.
(2)直线投影

(a)证明包含摄像机中心的任何直线在映射（式（8.2))的零空间中，即它被投影到直线

1 =0.
( b)证明IP3 中的直线 Z：=：PTX 是过图像点 X 和摄像机中心的射线 . 提示:从结论 3.5 出

发，证明摄像机中心 C 在 Li .
( c)PT的列的几何解释是什么？

(3)二次曲面的轮廓生成元. 二次曲面的轮廓生成元 r 由 Q 上所有这样的点 X 组成:过

X 的切平面包含摄像机中心 C.Q 的过点 X 的切平面由 n = QX 给定，而条件 C 在 n上是CTn =
CTQX =0. 于是 r 上的点 x 满足CTQX = O,从而在平面上，因为4叉 =(：7(

^
=0. 这

表明二次曲面的轮廓生成元是一条平面曲线，而且，因为 = QC,所以 r 的平面是摄像机中

心关于此二次曲面的极平面.
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(4)代数曲面的视在轮廓线 . 证明一个 a 次的齐次代数曲面的视在轮廓线是 - 1)次
的曲线.例如，如果 n =2,那么曲面是二次的并且视在轮廓线也是二次曲线.提示:记曲面为

F(X,Y,Z,W) =0,那么切平面包含摄像机中心 C,如果

Cxlx +CY^+Czf+Cw aw
也= 0

这是( n -1)次的曲面.

(5)H = KRK -1
的旋转轴的消影点. 一个共轭旋转的单应H = KRK - 1

有一个特征向量 Ka,
其中 a 是旋转轴的方向，因为 HKa = KRa = Ka. 最后的等式来自 Ra = la ,即 a 是 R 的单位特

征向量. 进一步，我们得到:( a)Ka 在单应 H 下是不动点；（b)由结论 8.20 得到 v = Ka 是旋转

轴的消影点.

(6)合成旋转 . 如例 8.12 所示，假定用绕摄像机中心做纯旋转的两幅图像来估计一个单

应. 那么被估计的单应将是一个共轭旋转，因而 H = KR(0 )1

^
(虽然 K 和 R 未知）.但是，把

H2 应用于第一幅图像所产生的图像与摄像机绕同一轴旋转两倍角所获得的图像一样，因为

H2 = KR2 K
_ 1 = KR⑽K

_ i .
更一般地 . 我们可能用 HA 记通过任意小角度 A0的旋转 .为理解 HA ,注意到 H 的特征

值分解为 H(0) = Udiag( l，e

'
e —

^
IT 1
』和 U 都可以由已估计的 H 算得. 那么

HA = Udiag( l ,e,A#,e ~ iAfl )U -1 = KR ( A60 K -1

是通过角度 A0的旋转的共轭.利用代替 A0，我们就可由该单应获得旋转任意角度$的合

成图像.所得图像是原图像之间的内插（如果0 <0)或外插（如果$>0).

(7)证明可以求出透视像平面的虚圆点，如果下列任何一种图形在该平面上：（a)正方形

方格栅;（b)两个矩形，一个矩形的边与另一个矩形的边不平行；（c)半径相等的两个圆；

( d)半径不等的两个圆.

(8)证明在零扭曲的情形，co 是二次曲线

x - x0 + 1̂ + 1 =0
«r

它可以解释成是一个中心在主点的楠圆，其轴分别与 * 和7方向一致而且轴的长度分别是

和

(9)如果已知摄像机标定 K 和场景平面的消影线1,那么场景平面可以由一个对应于合成

旋转的单应 H = KRKM来校正，该单应将1映射到1�，即需要 H t1 =(0,0,1)t.这是因为如果

旋转平面使得其消影线为1�,那么它是正平行的 . 证明 H T 1 = (0,0，1)
T
等价于 Rn =

(0,0，1)
T
，其中 n = KT1是场景平面的法线.这是将场景法线旋转到沿着摄像机 Z 轴的条件.

注意旋转不是唯一定义的，因为绕平面法线的旋转不影响其度量校正.然而，R 的最后一行等

于 n,使得 R =[A ，1>

2，11]
1
，其中11，1'1 和1>

2 是正交向量组 •

(10)证明具有消影线1,和12 的两平面之间的夹角是

IV 12
COS0 =

(11)推导式(8.15).提示:直线1位于由I,和12 定义的束中，因此可以被表示为丨=�1,+
/312.然后对 n =1，2,利用关系1�=4 + nl 解出a 和择

(12)当消影点由三个正交方向产生且图像是正方形像素时，用代数方法证明主点是以消
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I 计算机视觉中的多视图几何

影点为顶点的三角形的垂心.提示:假设作为三角形一个顶点的消影点是 V 而其对边的直线

(通过另外两个消影点）是 1. 那么由式(8.17)得到

平面.证明主点在从 v 到 1的直线上并且 v 与 1在图像上互相垂直.因为这个结论对任何顶

点都成立，所以主点是三角形的垂心.

(13)证明三组相互正交的方向的消影点是关于（0 的自极线三角形[ Springer-64 ]的

因为 v 和1分别来自正交直线和V = 0)

顶点.

( 14 )如果摄像机具有正方形像素，那么中心在主轴上的球的视在轮廓线是一个圆.如果

此球做平行于图像平面的平移，那么视在轮廓线由圆变形为主点在其长轴上的一个椭圆 .

U)如何把以上观察用作内参数标定的方法？

( b)从几何上证明该椭圆的长短轴之比与球到摄像机的距离无关.

如果该球做平行于主轴的平移，那么视在轮廓线可变形为双曲线，但该双曲线仅有一支被

影像. 为什么？
( 15 )证明对于一般摄像机，球的视在轮廓线与 IAC 的关系为

式中,C 是成像球体的锥轮廓,v 是依赖于球体位置的三维向量. 证明在[Agrawal-03]中给出.

注意，该关系对 0)设置两个约束，原则上使得 0)，从而标定 K 可以从球的三幅图像来计算 . 然

而，在实践中，这不是用于计算 K 的良定方法，因为球体的轮廓与圆的偏差很小.
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计算机视觉中的多视图几何

本 篇 大 纲

本篇涵盖了两幅透视视图的几何.这些视图可以同时摄取（如双眼立体装置）或者相继

摄取（如利用一个相对于场景运动的摄像机）. 这两种情形在几何上是等价的,并且在这里将

不加区分.每幅视图有相应的摄像机矩阵 P 和其中“’”标记与第二幅视图相关的元素），

并且3 维空间中的点 X 在第一幅视图中成像为 x = PX，在第二幅视图中成像为 X'= P'X.像

点 x 与 x'对应，因为它们是同一个3 维空间点的像.我们将重点讨论三个问题：

(1)对应几何. 给定第一幅视图中的像点 x,怎样约束第二幅视图中对应点的位置？

(2)摄像机几何（运动）.给定对应点集{x,ex: } , i = l ,2 , - ,n,对应于这两幅视图的摄像

机矩阵 P 和r是什么？

(3)场景几何（结构）. 给定对应像点 xox'和摄像机矩阵 P 和 P'，它们在3 维空间中的位

置(原像)X 是什么？
第9章介绍两视图的对极几何并直接回答第一个问题:一幅视图中的点定义了另一幅视

图中对应点所在的对极线.对极几何只依赖于摄像机——其相对位置及其内参数，与场景结

构则毫不相干. 对极几何由称为基本矩阵的 3 x 3 矩阵 F 表示.本章给出了对基本矩阵的分

析，及当两个摄像机矩阵 P 和 P'已知时求基本矩阵的计算方法.然后证明了 P 和 P'在相差一

个3维空间射影变换的意义下可以由 F 计算得到.

第10章介绍未标定多视图几何的一个最重要结果——不需要其他任何信息，仅由图像对

应点就可以计算摄像机和场景结构的重构. 这同时回答了第二和第三个问题. 仅根据点对应

得到的重构将相差一个3 维的射影变换，并且这种不确定性可由摄像机或场景的良定的额外

信息来解决. 用这种方法，可以由未标定的图像计算仿射或度量重构.接下来的两章将介绍

相关细节和计算该重构的数值算法.

第 1 1 章 介 绍 由 一 组 对 应 图 像 点 计 算 F 的方法，即使这些点的结构（3D 原像X,)

和摄像机矩阵都是未知的. 然后在相差一个射影变换的意义下，摄像机矩阵 P 和 P'可以由所

求的 F 来确定.

第 12章介绍在给定摄像机和对应像点后，计算场景结构的三角测量法——由对应点 x 和

被相应的摄像机 P 和 P'反向投影的射线的交点来计算 3 维空间点 X. 类似地，其他几何元

素（如直线或二次曲线）的 3D 位置也可以由它们的图像对应来计算.

第 13 章涵盖平面的两视图几何. 它给出第一个问题的另一种回答:如果场景在一张平面

上，那么一旦求出该平面的有关几何，一个点在一幅图像中的像 x 就决定了该点在另一幅图像

上的像 x'的位置.这两个像点由一个平面射影变换相关联.本章还介绍了视图之间的一个特

别重要的射影变换——无穷单应，这是由无穷远平面所诱导的变换.

第 14 章介绍两个仿射摄像机矩阵 P 和 P'的两视图几何.这种特殊情形相对于一般射影

情形有一些简化，并且能为很多实际情形提供一个很好的近似.
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对极几何和基本矩阵

对极几何是两幅视图之间内在的射影几何.它独立于场景结构，只依赖于摄像机的内参

数和相对姿态.

基本矩阵 F 概括了这个内在几何. 它是一个秩为2的 3 x 3 矩阵.如果一个3 维空间点

X 在第一、第二幅视图中的像分别为 x、x\则这两个图像点满足关系x'TFx =0.
我们将首先介绍对极几何并推导基本矩阵.然后，针对摄像机在视图之间的一般运动和一些

经常发生的特殊运动，阐述基本矩阵的性质.接下来证明在相差一个3维空间射影变换下由 F 可恢

复摄像机矩阵 • 这个结论是第10章射影重构理论的基础.最后，在已知摄像机内参数的条件下，我

们将证明在存在有限个解的意义下，由基本矩阵可算出获取这些视图的摄像机的欧氏运动.

基本矩阵独立于场景结构. 然而,它可以仅根据场景的像点的对应计算得到，无须知道摄

像机的内参数或相对姿态 . 这种计算将在第11 章中介绍.

9.1 对极几何

本质上，两幅视图之间的对极几何是图像平面与以基线（基线是连接两摄像机中心的直

线）为轴的平面束的交的几何. 这种几何通常由立体匹配中搜索对应点的问题推动，我们就从

这个目的开始.

假定在3 维空间中的一个点 X 在两幅视图中成像，它在第一、二幅视图上的像分别为 x
和 X'.那么在对应的图像点 x 和 xf之间存在什么关系呢？如图 9. la 所示，像点 x 和 X',空间

点 X 和摄像机中心是共面的. 记这个平面为n.显然，从 x 和f反向投影的射线相交于 X，因

而这两条射线共面并在n上. 后一种性质在搜索点对应中有非常重要的意义.

现在假定我们只知道 X，我们会问其对应点 x'是如何被约束的.此时平面B被基线和由 x
定义的射线所确定.从上面的讨论我们知道对应于（未知）点 x'的射线在 IT上，因此点 x'在平

面n与第二个像平面的交线 1'上.直线 1'是从 x 反向投影的射线在第二幅视图上的像,它是对

应于 x 的对极线.从立体对应算法的角度来看，它的好处在于无须在整个像平面上搜索对应

于 x 的点，而只要限制在直线 1'上即可.
对极几何中所涉及的几何元素如图 9.2所示，其中有关术语是：
• 对极点是连接两摄像机中心的直线（基线）与像平面的交点.等价地，对极点是在一

幅视图中另一个摄像机中心的像. 它也是基线(平移）方向的消影点.
• 对极平面是一张包含基线的平面. 存在着对极平面的一个单参数族(束).
• 对极线是对极平面与图像平面的交线.所有对极线相交于对极点.一张对极平面与

185



计算机视觉中的多视图几何

对极平面71.

X的对极线

(b)⑻

图 9.1 对应点的几何 .（a)两个摄像机由它们的中心 C 和 C'及其成像平面表示.摄像机中心、3 维

空间点 X 以及其图像 x 和 X'都处在一张公共平面n上 .（b)图像点 x 反向投影成3 维空间中由第一

个摄像机中心 C 和 x 确定的一条射线.这条射线在第二幅视图中被影像成一条直线 1'.投影到 x 的

3维空间点 X 必然在这条射线上，因此 X 在第二幅视图上的图像 x'必然在 1'上.

baseline

⑻ (b)

图 9.2 对极几何 .（a)摄像机基线与每个图像平面交于对极点 e 和 e'.任何包含基线的平面 ic是

一张对极平面，并且与图像平面交于相应的对极线 1 和 1'.( b)当 3D 空间点 X 位置变化时，该对

极平面绕基线“旋转”.这个平面族称为对极束.所有对极线相交于对极点.

左右像平面相交于对极线，并定义了对极线之间的对应.

图 9.3 和图 9.4 给岀了对极几何的例子. 这些图像对的对极几何以及本章的所有例子都

⑻

图 9.3 会聚摄像机 .（a)会聚摄像机的对极几何 .（b)和（c )叠加了对应点和其对极线

(白色）的一对图像.视图之间的运动是一个平移加旋转 . 在每幅图像中，另一个摄像

机的方向可以由对极线束的交点来推算 . 在此例中，两个对极点都在可视图像的外面.
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按 11.6 节所介绍的方法直接由图像计算得到 .

在无穷远在无穷远

图 9.4 平行于图像平面的运动.对于平行于图像平面做平移以及旋转轴垂直于图像平面

的特殊运动情形，基线与图像平面的交点位于无穷远，从而对极点是无穷远点且对极线是

平行线 .（a)平行于图像平面做平移的对极几何 .（h)和（c)一对图像:视图之间的运动（大

致）是平行于*轴的平移而没有旋转.四条对应的对极线用白色线叠加在图像上.注意对

应点在对应的对极线上.

9.2 基本矩阵 F

基本矩阵是对极几何的代数表示.下面，我们从一个点与其对极线之间的映射来推导基

本矩阵，然后详细说明这个矩阵的性质.

给定一对图像，由图 9.1 可见:对于一幅图像上的每点*，在另一幅图像中存在一条对应

的极对线 r. 在第二幅图像上，任何与该点 x 匹配的点 X'必然在对极线 r上.该对极线是过点

x 与第一个摄像机中心 C 的射线在第二幅图像上的投影.因此,存在一个从一幅图像上的点

到另一幅图像上与之对应的对极线的映射

x y
现在要探索的正是这个映射的性质. 结论是这个映射是一个（奇异）对射,即是由被称为

基本矩阵的矩阵 F 表示的从点到直线的射影映射.

9.2.1 几何推导

我们从基本矩阵的几何推导开始.一幅图像上的一个点到另一幅图像上与之对应的对

极线的映射可以分解为两步 . 第一步，把点 x 映射到在另一幅图像上它的对极线 P上的某

点 X'.这个点 X'是点 X 的一个潜在的匹配点 . 第二步，连结 x'与对极点 e'所得的直线就是

对极线 1'.

步骤1:通过平面的点转移. 如图 9.5 所示，考虑空间中不通过两个摄像机中心的平面 it .
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过第一个摄像机中心且对应于点 X 的射线与平面 11相交于点 X. 这个点 X 再投影到第二幅图

像中的点 X'. 这个过程称为通过平面 7T的转移.如图9.lb 所示，因为 X 在对应于 X 的射线上，

它的投影点 X'必然在对应于这条射线的图像即对极线 r上.点 X 和 X'都是在一张平面上的

3D 点 X 的像.第一幅图像中所有这样的点Xi 的集合和第二幅图像中对应点X:的集合是射影

等价的，因为它们都射影等价于共面的点集X,.. 因此存在一个把每一x;映射到x:的 2D 单应

Hn-

7T A

图9.5 —幅图像中的点 x 通过平面 it转移到第二幅图像中的匹配点 x'.过 \'的对极线由

连接f 与对极点 e'得到.可以用符号写成 X'= H„x 和 r = [ e'] x X、[«'] x H„x = Fx,

其中？=[6'] ><
11�是基本矩阵.

步骤2:构造对极线.给定点 x'，通过 x'和对极点 e'的对极线 r可以被记为 r - e( x x

^[6'] >< *'(记号[6�]|(8在（人4.5)中定义).因为 x'可以被记为故有

l,=[ el]KHI[x = Fx
其中，我们定义 F

^
[e^ x ，它就是基本矩阵.以上证明了

结论 9.1 基本矩阵 F 可以被记为 F = [ e'] ，其中 HK是从一幅图像到另一幅图

像通过任意平面 IT的转移映射 . 进一步，因为[ e'] x 秩为 2 且 Hn秩为 3 ,所以 F 是秩为 2
的矩阵 .

从几何上来讲，F 表示由第一幅图像的 2 维射影平面IP2
到通过对极点 e'的对极线束的映

射. 因此,它表示一个从2维到 1 维射影空间的映射，从而秩必须为 2.

注意，以上的几何推导中用到场景平面11，但该平面对 F 的存在并不是必要的 . 在这里，

该平面仅仅被用作定义从一幅图像到另一幅图像的点映射的手段.基本矩阵与一幅图像到另

一幅图像的通过一张平面的点转移之间的联系将在第 13 章中做较深入的讨论.

9.2.2 代数推导

可以用代数方法由两个摄像机的射影矩阵 P 和 P'来推导基本矩阵的形式 . 下面的公式

来自 Xu 和 Zhang[ Xu-96 ].
利用 P 对 x 反向投影的射线可由解方程 P X = x 得到 . 式(6.13)给出它的单参数族解的

形式为

X( A) = P + x + A C
式中，P + 是 P 的伪逆，即P P + =1,而 C 为由 P C =0 定义的零向量，即摄像机中心. 这条射线
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由标量 A 参数化.该射线上特殊的两点是 P + x ( A = 0 处）和第一个摄像机中心 C ( A = o o

处）.这两个点被第二个摄像机 P'分别影像到第二幅视图上的点P'P + x 和 PX. 对极线就是

连接这两个投影点的直线，即 1'=( P'C) x( P'P + x).点 P'C 是第二幅图像的对极点，即第

一个摄像机中心的投影，且可以记为 e'. 这样一来，1'=[e'] x( P'P + ) x = Fx，其中 F 是基本

矩阵

F = [ e*] xP,P +

这个基本矩阵的公式与上一节推导的公式本质上相同，单应 Hn可用两个摄像机矩阵显式表

示为:Hn = P'P + .注意上面的推导在两个摄像机中心相同时不能采用.因为如果C 是 P 和 P'

两个摄像机共同的中心，那么 P'C =0. 从而式(9. 1)定义的 F 是零矩阵.

例 9.2 假设摄像机矩阵是一个已标定的双眼立体装置的，且世界原点在第一个摄像

(9.1)

机处

P = K[ I | 0] P，= K，[ R | t]
则

K
_

0
P + = c =0T

且

■iK’t] xK’RK . 1 = K’ -T[t] XRK - * := K' .TR [ RTt] . K' 1 = K ( TRKT[ KRTt] x ( 9.2 )
其中的各种变化形式由结论 A4. 3 得到.注意对极点（定义为另一个摄像机中心的图像）是

叫TV 0KRTt e，= P， ( 9 . 3 )= K,t

因此我们可以记式(9.2)为

F = [ e，] xK'RIT 1 = K'’[ t] XRK^ *= K , TR [ RTt] . K'1
K

基本矩阵的表达式可以用多种方法导出，而且事实上在本书中还要多次给予推导. 特别

地，式（17.3)将用每幅视图的摄像机矩阵的行所组成的4 x4行列式来表示 F.

( 9.4 )

9.2.3 对应条件

到目前为止，我们考虑了由 F 定义的映射 x

^
l'.我们现在可以叙述基本矩阵最基本的

性质.

结论 9. 3 对两幅图像中任何一对对应点 x 4X',基本矩阵都满足条件

X
,TFX = 0

这的确是成立的，因为如果点 x 和 x'对应，则 x'在对应于点 x 的对极线 1'= F x 上.也就

是说，0 = X'T1' = X'T F X. 反之，如果图像点满足关*X'T F X = 0 ,则由这两点定义的射线是共面

的.这是点对应的一个必要条件.

结论 9.3 给出的关系的重要性在于无须参考摄像机矩阵，即仅从对应图像点就能给出一

种刻画基本矩阵的方式. 这使得 F 可以仅从图像对应来计算.由式(9.1)可知 F 可以从两个

摄像机矩阵 P，P3十算出来，具体地说，F 可在相差一个整体尺度因子的意义下由摄像机唯一确

定.然而我们现在会问，由x'T F x = 0 计算 F 需要多少对应，并且在什么条件下该矩阵可由这
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些对应唯一地确定.关于这方面的细节将在第 11 章介绍，其中将看到一般情况下计算 F 至少

需要7组对应 .

9.2.4 基本矩阵的性质

定义 9.4 假设两幅图像由中心不重合的摄像机获得，则基本矩阵 F 为对所有的对应点

xox、都满足

X
,TFX =0 (9.5)

的唯一的 3 x3 秩2齐次矩阵 •

我们现在简要地列举基本矩阵的一些性质.其中最重要的性质在表 9.1 中做了总结.

(1)转置如果 F是摄像机对(P，P')的基本矩阵，则 FT是其反序对( P',P)的基本矩阵.

(2)对极线与第一幅图像上任意一点 x对应的对极线是 l'= Fx. 类似地，1 = FTx'表示

对应于第二幅图像上点 x'的对极线.
(3)对极点任何（不同于 e的）点 x的对极线 l'= Fx包含对极点 e'. 因此对所有 x，e'都

满足〆
T
( Fx) =(e'TF)x =0.从而推出e'TF =0,即 e'是 F的左零向量.类似地，Fe =0,即 e是

F的右零向量.

(4)F有7个自由度:一个 3 x3 齐次矩阵有 8 个独立的比率（矩阵有9 个元素，但公共的

因子并不重要）；此外,F还满足约束 detF =0,从而再减去一个自由度.

(5)F是一种对射，一种把点映射到直线的射影映射（见定义 2.29).在此情形下，第一幅

图线上的点 x确定了第二幅图像上的一条直线1'= Fx，即 x的对极线.如果1和 1'是对应的对

极线（见图 9.6a)，那么1上的任何点 x都映射到同一直线 1'.这意味着不存在逆映射，且 F不

是满秩的.由于这个原因，F并不是真对射(真对射应该是可逆的).

• F是自由度为7的秩2 齐次矩阵.

• 点对应:如果 x和 x逼对应的图像点，那么x'TFx =0.
• 对极线：

O r = Fx是对应于 x的对极线.

1 = FTX'是对应 x'的对极线.

• 对极点：

Fe =0

O FTe,=0
• 由摄像机矩阵 P 和 P'的计算：

一般摄像机

?=[<1!1俨卩+ ,其中1�
，
是？的伪逆,6，=?，(：且？0=0

◊ 规范摄像机,P =[l|0],P
，
=[ M|m]

F =[e，] xM =

^̂
T
[e] x ，其中 e，= ln且 e = M

非无穷远摄像机尸=[1|0]，P'=KlR|t]

F = K
, 1'[t]xRK - 1

=[K't].

^
RK -1 = K

，—TRKT[ KRTt] x

- 1 m

表 9.1 基本矩阵的性质概要
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'3 '2

⑻ (b)

图 9 . 6 对极线的单应 .（a)在每幅图像中存在以对极点为中心的对极线束. 对极线之间的

对应由以基线为轴的平面束确定.（b)对应直线由以基线上任意点 p 为中心的一个透视

变换相关联.从而该束中两对极线之间的对应是一个 1D 单应.

9.2.5 对极线单应

每幅图像的对极线集合形成过对极点的直线束. 这样的直线束可以被视为一个1 维射影

空间.从图 9.6b 可清楚地看出:对应的对极线是透视相关的，即在第一幅视图中以 e 为中心

的对极线束与在第二幅视图中以 e'为中心的对极线束之间存在着一种单应. 这种1 维射影空

间之间的单应有3 个自由度 .

因此基本矩阵的自由度可计算如下:e 有2个，e'有2个，把过 e 的直线映射到过 e'直线的

对极线单应有3 个.这种单应的几何表示在 9.4 节中给出.这里我们给出该映射的一个显式

公式.

结论 9.5 假设 1 和 1'是对应的对极线，而 k 是不过对极点 e 的任意直线，则1 和 1'间的关

系是 l'= F[k] xl.对称地有丨= FT[k'] xl'.
证明表达式[k] x 1 = k x丨给出两条直线 k 和1的交点，从而是对极线1上的一点一-^记

之为 x. 因此 F[k] x 1 = Fx 是对应于点 x 的对极线，即直线 1'.

进一步，k 的一种方便的选择是直线 e,因为kTe = eTe#0,从而直线 e 不过点 e,满足所需

要求.选择 k'= e'时类似推理也成立.这样一来，对极线单应可以被记为

1 = FT[ e，] xrl'= F[e] xl

9.3 由特殊运动产生的基本矩阵

平移方向 t 和转轴方向 a 之间的一种特殊关系产生一种特殊运动.我们将要讨论两种情

形:没有旋转的纯平移和 t 正交于 a 的纯平面运动（平面运动的意义在 3.4.1 节中介绍过).
“纯”表示内参数没有改变.这些情形是重要的，首先是因为它们在实际中发生，例如一个摄

像机拍摄正在转盘上旋转的物体等价于视图对的平面运动;其次是因为其基本矩阵有特殊的

形式，因而有一些特殊的性质.

9.3.1 纯平移

在考虑摄像机的纯平移时，可以考虑与之等价的情形:让摄像机保持不动,而使对象世界

做平移 - t.此时3 维空间中的点沿着平行于 t 的直线运动，且这些平行直线交点的图像是 t
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方向的消影点 V. 如图 9.7 和图 9.8 所示.显然 v 是两幅视图的对极点，而平行直线的像是对

极线.其代数细节在下面的例子中给出.

平行线

摄像机中心

图 9.7 当摄像机做纯平移运动时，3D 点沿平行轨道滑动.这些平

行线的像相交于平移方向的消影点.对极点 e 是消影点.

V- c

⑻

(b) ⑻

图 9.8 纯平移运动 .（a)在这种运动下，对极点是不动点，即对极点在两幅图像中有相同的坐标，

并且点好像是沿着由该对极点发出的射线移动 . 在此情形中对极点被称为展开焦点（ FOE),( b)
和（c)两幅图像都叠加了一样的对极线.注意墙上柱子的运动，它们沿着对极线滑动.

例 9.6 设摄像机的运动是没有旋转并且内参数不变的纯平移. 可以假设两个摄像机矩

阵分别是 P = K[ I|0]和 P'= K[ I|t]，则根据式(9.4)(利用11 =1和1

^
=1

^
)得

F = [ e H x K K -1 = [ e ^ ] x

如果摄像机平行于％ 轴平移，那么 e'=(1，0，0)T，因此
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「0 0 0 1
F = 0 0

Lo 1 o 」
对应点之间的关系X'TFX =0简化为 y =/，即对极线是对应的光栅.这正是 11.12节中介绍的

图像矫正中所要寻求的情形.

事实上,如果图像点 x 归一化为 x =(*,y,1)
T
，那么由 x = PX = K[I丨0 ]X 可以得到空间

点的（非齐次)坐标是（X，Y，Z ) T
= ZK

_
1 x,其中 Z 是点 X 的深度（沿着第一个摄像机的主轴测

量的从摄像机中心到 X 的距离).然后由 x - = P(X = K[ l|t]X 得到从像点 x 到像点 x'的映射是

x' = x + Kt/Z (9.6)

式(9.6)给出的运动％'=* + 1

^
2表示像点从 x“开始”沿着由 x与对极点 e =e'= v定义的直

线移动. 这个运动的范围与平移向量 t(在这里它不是一个齐次向量）的大小成正比而与深度

Z成反比，因此靠近摄像机的点看上去比那些离摄像机远的点移动得快——与人们由火车窗

户看出去时的体验相同.

注意在纯平移情形,F =[ef] x是反对称的并且只有2 个自由度，它们对应于对极点的位

置 .x的对极线是 r = Fx =[e]Xx，且 x在这条直线上，因为xT[e]Xx =0,即 x/与 e = e'是共

线的（假设把两幅图像叠起来).这种共线性质称为自对极，并且对于一般运动不成立.

—般运动纯平移给出了关于一般运动更深入的洞察. 给定两个任意摄像机，我们可以

旋转第一幅图像的摄像机使它与第二个摄像机平行. 该旋转可以通过对第一幅图像施加一个

射影变换来仿真.针对两幅图像的标定矩阵的差别还可对第一幅图像施加进一步的矫正. 这

两个矫正的结果等价于对第一幅图像做射影变换H. 假设这些矫正已经完成，那么这两个摄像机

相互之间的有效关系是一个纯平移.因此对应于矫正后的第一幅和第二幅图像的基本矩阵的形

式是旁=[〆] x ，满足x'T

^
=0,其中i= HX是第一幅图像上矫正后的点.由此推导出x'T[e'] x

Hx =0,所以与原始点对应 x

^
x'相对应的基本矩阵应是 F =[e'] x H，如图9.9 所示 •

图 9.9 —般摄像机运动.可以通过旋转和矫正第一个摄像机(左边）来仿

真一个纯平移运动.原始摄像机对的基本矩阵是乘积 F =[e'] x H,其中

[*'] 是平移后的基本矩阵，而 H 是对第一个摄像机做矫正的射影变换.

例 9.7 继续例9.2，我们仍假设这两个摄像机矩阵是1> =耵1|0]和？'= ]<'[11|1]. 那么

如 8.4.2节所介绍的，需要的射影变换是11 = 1

^
1

^
_
1
=圯，其中扎是无穷远单应（见 13.4

节），并且 F =[eH
与例9.6 —样，如果图像点 3�被归一化为兀 =(*,7，1)

'
那么（乂，丫,2)1 =2〖

_
1
*，且从
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x'= P'X = K'[R|t]X 推出图像点 x 到图像点 X'的映射是

x( = K,RK 1 x + K,t/Z
这个映射分为两部分:第一项只依赖于成像位置（即 x),而与点的深度 Z 无关，并且考虑

了摄像机的旋转和内参数的变化;第二项依赖于深度，但与成像位置 x 无关，并且考虑了摄像

机的平移.在纯平移情形（R = I , K = K')式(9.7)简化为式(9.6).

(9.7)

9.3.2 纯平面运动

纯平面运动时旋转轴与平移方向正交. 正交性给这种运动增加了一个约束,在本章末的

习题中证明了:如果 K'= K，那么在这种平面运动下,F 的对称部分 Fs 的秩为2(注:对于一般

运动，F 的对称部分是满秩的）.因此条件detFs =0 是加在 F 的一个额外约束并且使它的自由

度个数从一般运动的7个减少到纯平面运动的6个.

9.4 基本矩阵的几何表示

本节对于初次阅读不是必要的,读者可以选择跳过此节而直接阅读9.S 节.

本节把基本矩阵分解为对称和反对称两部分，并且给出每一部分的几何表示 .基本矩阵

的对称和反对称部分分别是

FS = ( F + FT)/2, Fa =( F - Ft)/2
使得F = FS + Fa.

为解释这样分解的动机，考虑映射到两幅图像中相同点的 3 维空间点 X. 这样的图像点

在摄像机运动下不变，即 x = x'. 这两点显然是对应点，从而满足对应点的必要条件xTFx =0.
我们知道任何反对称矩阵 A 的二次形式XTAX 恒等于零. 因此只有 F 的对称部分对XTFX = 0

起作用，从而导出XTFSX =0. 下面我们将会看到，矩阵匕可以被视为图像平面上的二次曲线.

从几何上讲，该二次曲线按如下方式产生.满足 x = x'的所有 3 维空间点的轨迹称为视野

单像区曲线.一般来说，该曲线是 3 维空间中过两个摄像机中心的一条三次绕线（见 3. 3 节）
[ Maybank-93 ] , 视野单像区的像是由 Fs 定义的二次曲线. 我们将在第 22 章中再回过来介绍

视野单像区.

对称部分矩阵 Fs 是对称的并且一般秩为3，它有5个自由度并等同于一条点二次曲线，

称为 Steiner 二次曲线（名称将在下面解释). 对极点 e 和 e'在二次曲线 Fs 上.为说明对极点

在二次曲线上，即eTFse =0,先从 Fe =0 开始，然后有eTFe =0,从而有eTFse + eTFae =0. 但因

对任何反对称矩阵 S 都有xTSx =0,故eTFae =0,于是得到eTFse =0. 对 e'的推导方法与此类

似.

反对称部分矩阵匕是反对称的并可以记为 Fa =[ xa ] x ，其中\是匕的零向量.反对

称部分有2个自由度且等同于点xa.
点\与二次曲线 Fs 之间的关系如图9.10a 所示. xa 的极线与 Steiner 二次曲线 Fs 相交于

对极点 e 和 e'(极点-极线关系在2.2.3 节中介绍）.这个结果的证明留作习题.

对极线对应根据 Steiner[Semple-79]引人的射影几何的经典定理，对于由一个单应相关

联的两个直线束，对应直线的交点的轨迹是一条二次曲线.这正是我们目前面临的情形.这
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*a

⑻

图 9.10 F 的几何表示 .（a)二次曲线[3 表示 F 的对称部分，而点xa 表示其反对称部分. 假定把两幅图

像叠加在一起，那么二次曲线 FsS对应的对极线交点的轨迹.它是视野单像区曲线的图像.直线1�是

x,相对于二次曲线？3 的极线.它与二次曲线交于对极点 e 和 e'.( b)对应于点 x 的对极线 1'由下面的方

法构造：由点 e 和 x 定义的直线与二次曲线相交.交点为x。.那么 1'是由点& 和 e'定义的直线.

两个束是对极线束，一个过 e 而另一个过 e'.如 9.2.5 节所述，这些对极线由一个 1D 单应相

关联.其交点的轨迹是二次曲线 Fs.
如图 9.10b 所示，可通过几何作图由二次曲线和对极点来确定对应的对极线.这种构造

是基于 Steiner 二次曲线 Fs 的不动点性质.第一幅视图中的对极线1 = x x e 定义了3 维空间

中的一张对极平面，它与视野单像区曲线相交于一点，我们记为X。. 点X。在第一幅视图中的

像为它是1与二次曲线 Fs 的交点（因为匕是视野单像区的像).由于视野单像区的不动点

性质， 在第二幅视图中的像也是x。.所以\是点 x 的对极平面上的一点在第二幅视图上的

像.由此推出X。在 x 的对极线 1'上，从而可以算出1'，即 r = x c x e,
.

二次曲线 Fb 和该二次曲线上的两点解释了 F 的7个自由度:二次曲线的5个自由度加上

在此二次曲线上的两个对极点的各1 个自由度.给定了 F,则二次曲线 Fs，对极点 e，e'和反对

称点xa 都是唯一确定的，然而,FS 和\不能唯一地确定 F，因为两个对极点没有被区分，即xa
的极线可确定对极点，但是并没有确定哪一个是 e 和哪一个是 e'.

9.4.1 纯平面运动

我们回到上面 9.3.2 节讨论的平面运动情形，其中 Fs 的秩为 2.显然此时 Steiner 二次曲

线是退化的，且根据2.2.3 节,它等价于两条不重合的直线

Fs = UlI + l, il
如图 9.11a 所示.此时,9.4 节中对应于点 x 的对极线 1'的几何构造有一个简单的代数表示.

如图 9.11b 所示,与一般运动一样，它分为三个步骤:第一，计算连接 e 和 x 的直线丨=

^
*;第

二，确定它与该“二次曲线”的交点 H xl;第三，对极线 1'= e'xxe 是\和 e'的连线 . 综合

这些步骤得到

l’ = e’ x [ l, x ( e x x) ] = [ e'] x [ l丄 [ e] x x
从而推出 F 可以被记为

F = [e'] x [ l, ] x [ e] x

F 的6个自由度解释为:两个对极点分别有2个自由度和直线1,有2个自由度.

这种情形的几何能够方便地可视化:这个运动所对应的视野单像区是一条退化三次绕线，

由在这张运动平面(该平面同旋转轴正交且包含两个摄像机中心）上的一个圆和一条平行于

(9.8)
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I,

h

图像图像

(a) (b)

图 9.11 平面运动下 F的几何表示 .（a)直线I,和 lk 组成该运动的 Steiner 二次曲线,它是退化的，

将此二次曲线与图9.10 给出的一般运动的二次曲线相比较.（b)对应点 x 的对极线 1'的构造方法如

下:由点 e 和 x 定义的直线与（二次曲线)直线1,相交.交点为 ，则 1'是由点\和 e'定义的直线.

旋转轴的直线组成，并且与这个圆相交.这条直线是转动轴（见 3.4.1 节）.这个运动等价于

平移为零的绕该转动轴的一个旋转.在这个运动下，转动轴上的点是固定的，从而其图像是固

定的.直线1,是转动轴的像.直线 1A 是图像与运动平面的交线.第 19 章将用这个几何进行

自标定 •

9.5 恢复摄像机矩阵

到目前为止，我们已经研究了F 的性质以及点对应 xoX'的图像关系.我们现在转向 F 的

一个最重要的性质，即该矩阵可以用来确定两视图的摄像机矩阵.

9.5.1 射影不变性和规范摄像机

显然，根据 9. 2 节的推导，映射1' = Fx 和对应条件x'TFx =0 都是射彩关系：因为这个推导

只涉及诸如直线和平面的相交等射影几何关系，并且代数推导中也仅涉及世界和图像点之间

射影摄像机的线性映射.因此这些关系只依赖于图像上的射影坐标，并不依赖于诸如射线的

夹角等欧氏度量.换句话说,图像关系是射影不变的:在图像坐标的射影变换 S = = Hx'
之下，有一个对应映射，i'=以，其中合= ft'— TFIT 1

是相应的秩为2的基本矩阵.

类似地，F 也仅依赖于摄像机矩阵 P 和 P'的射影性质. 摄像机矩阵把3 维测量与图像测

量相关联，因而既依赖于图像坐标系，也依赖于世界坐标系的选取. 然而 F 却不依赖于世界坐

标系的选取，例如，世界坐标系的旋转改变 P，P'但不改变 F.事实上，基本矩阵在3 维空间的

射影变换下总是不变的，更准确地说

结论9.8 如果 H 是表示3 维空间射影变换的一个4 x4 矩阵,那么对应于摄像机矩阵对

^
)和（？11，？'抝的基本矩阵是相同的.

证明注意到 PX =(PH)(H -1),且 P'也有类似的关系式.因此如果 x

^
x'是对应于

3D 点 X 的关于摄像机对(P，PJ的匹配点，那么它们也是关于摄像机对（PH，P'H)的匹配点，

并且对应于点 H 'X.
因此,虽然从式(9.1)可知摄像机矩阵对（P，P')唯一确定基本矩阵 F，但反过来不成立.

由基本矩阵来确定摄像机矩阵最好的结果也要相差一个右乘 3D 射影变换.下面将看到这也

是多义性的全部，即在相差一个射影变换的意义下摄像机矩阵可以由基本矩阵确定.
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摄像机矩阵的规范形式由于这样的多义性,通常要对给定的基本矩阵定义摄像机矩阵

对的一种特殊的规范形式，即规定第一个矩阵取简单的形式[I|0],其中I是3 x 3 单位矩阵

而0为3 维零向量. 为证明该规定总是可能的，让 P 增加一行使之形成4 x4非奇异矩阵，并

记为 P
'现在取H = P * '，可以验证 P H = [I|0]正如所求 •

下面的结论经常被用到.

结论 9.9 对应于摄像机矩阵对 P = [ I|0]和 P'= [ M|m]的基本矩阵等于[m] x M.
这很容易作为式(9.1)的特殊情形而导出.

9.5.2 给定 F 下摄像机的射影多义性

我们已经知道一对摄像机矩阵唯一地确定一个基本矩阵.但是这个映射不是单射（一对

一），因为相差一个射影变换的摄像机矩阵对都定义同一个基本矩阵.我们将要证明这是仅有

的多义性，即在相差右乘一个射影变换的意义下，一个给定的基本矩阵唯一确定一对摄像机矩

阵.因此基本矩阵刻画了两个摄像机的射影关系.

定理9.10 令 F 为基本矩阵，而（ P，P')*( P ,f')是与基本矩阵 F 对应的两对摄像机矩

阵，则存在非奇异的 4 x 4 矩阵 H 使得 P = P H 且 P、P'H.

证明假设给定的 F 对应于两组不同的摄像机矩阵对（P,P')和（ f ，？'）.首先，我们可

以利用假定这两组摄像机矩阵对都具有规范形式（即 P = f = [I|0])来简化问题，因为如果

需要的话可以对每组摄像机对进行适当的射影变换来做到这一点.因此可假设 P = 芦 =

[r|0]，P'= [ A|a]且 P' = [ A|5 ]，根据结论 9.9,这个基本矩阵可写为 F *i f>] x A =

[ S ]X A .
我们将需要下面的引理

引理 9.11 若秩 2 矩阵 F 可以分解为两个不同的形式:F =[a] x A*F =[ 5 ] x A ，则对

某非零常数 A 和3 维向量 v 有 5 和 X = A -' ( A + avT ).

证明首先，注意到a T F = a T[a] x A =0,类似的，5 T F =0.由于 F 的秩为2,因此得到所需

要的结果 5 = A a.其次，从[a] x A =[ 5 ] x X 得到[a] x ( k i - A) =0,因而对某个 v,有灸 A -
A = avT.由此又得到所需要的另一结果 A =

^
-1(A + avT).

将这个结果运用于两个摄像机矩阵 P'和 P'表明:如果它们产生同一个 F，那么 P'=[A丨a]
且 P

^
t A -' C A + a v7) \ k a ] . 现在只剩下证明这两个摄像机对是射影相关的 . 设矩阵 H 为

r'i o] ,则可验证 P H d l l j O] = k ~ l P ，并且进一步有H =

P

^
.=[ A J a]H =[j f e-1(A + avT) J f e a] B[ A|5] = P’

因此,矩阵对 P，P'和 P ，P'的确是射影相关的.

这一结论也可以用来精确计算自由度数:两个摄像机矩阵 P 和 P'各有 11 个自由度，共有

22个自由度.为确定世界射影坐标系，需要15 个自由度(3.1 节），因此当从两个摄像机中去

掉世界坐标系的自由度时，剩下22 -15 =7个自由度——它正好对应基本矩阵的7个自由度.
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9.5.3 给定 F 的规范摄像机

我们已经证明了在相差一个 3D 射影变换下，F 唯一确定摄像机对.我们将推导出给定 F
下，具有规范形式的摄像机对的具体公式.我们将利用对应于摄像机矩阵对的基本矩阵 F 的

下述特征.

结论9.12 —个非零矩阵 F 是对应于一对摄像机矩阵 P 和 P'的基本矩阵的充要条件是

P'TFP 是反对称矩阵.

证明条件 P'TFP 是反对称矩阵等价于对所有 X 有XTP'TFPX =0 成立 . 令 x'= P'X，

x = PX，它就等价于基本矩阵的定义方程:X'TFX =0.
我们可以按如下方式写出对应于一个基本矩阵的规范形式的摄像机矩阵对的具体解：

结论 9.13 设 F 是基本矩阵,S 是任意反对称矩阵.定义摄像机矩阵对为

P =[ I|0]和 P'=[SF|e']
式中，e'是满足e'TF =0的对极点，并假设所定义的 P'是有效的摄像机矩阵（秩为 3 ),则 F 是对

应于( P,P')的基本矩阵 •

为证明它,我们利用结论9.12并且直接验证

响刺 = [冗：] = [T：1[SF| (9.9)

是一个反对称矩阵.

反对称矩阵 S 可用其零向量表示为 S =[s]x.按下文的论证，如果sWO,则[[s] x F|e']的
秩为 3.因e'TF =0,故 F 的列空间（由列生成的空间）垂直于 e'.但是如果sTe'/0,则 s 不垂直

于 因 而 不 在 F 的列空间中. 现在，[8]XF 的列空间是由 s 与 F 列向量的叉积生成，因而等

于与 s 垂直的平面 .所以[s] xF 的秩为 2. 又因以不垂直于 s，故 e'不在这个平面上，所以，

[[s] xF|e']的秩为3,正如所求.

Luong 和 Vi6ville[ Luong-96]曾建议,S 的一个适当的选择是 S = [ e'] x ，因为此时fTe' = 0,
由此导出下列有用结论.

结论9.14 对应于基本矩阵 F 的摄像机矩阵可以选择为 P =[ I|0]和 P'=[[e']xF|e'].
注意，摄像机矩阵 P'左边的3 x 3 子矩阵为[e']XF，其秩为2,它对应于中心在&上的摄

像机.不过我们也没有特别的理由要回避这种情形 .

定理 9.10的证明说明了摄像机对在规范形式 P =[1|0]和 =[ A + avT U2a]下的4

参数族与规范形式对 P =[1|0]和 P'=[A|a]有相同的基本矩阵，且这是最一般的解，概括起

来有

结论9.15 对应于基本矩阵 F,—对规范形式下的摄像机矩阵的一般公式是

P =[ I|0] P，=[[e，] xF + e，vT|Ae，] (9.10)
式中,v 是任意3 维向置,A 是一个非零标量.

9.6 本质矩阵

本质矩阵是归一化图像(见下面)坐标下的基本矩阵的特殊形式.历史上，本质矩阵的引
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入（由 Louguet- Higgins)比基本矩阵还早，并且基本矩阵可以被看作是本质矩阵的推广,其中去

掉了标定摄像机的（非本质的）假设.与基本矩阵相比较，本质矩阵有更少的自由度但增加了

一些性质.这些性质在下文中介绍.

归一化坐标考虑分解为？= 1

^
[11|1]的摄像机矩阵，并令\ =?\为图像中的一点 . 如

果标定矩阵 K 已知，那么可以用它的逆矩阵作用于点x 而得到点i = IT �从而S =[R 11]X，其
中 i是图像点在归一化坐标下的表示. 它可以被视为空间点 X 在标定矩阵等于单位矩阵 I的
摄像机[ R 11]下的像. 摄像机矩阵 K -'P =[R|t]被称为归一化摄像机矩阵，已知标定矩阵的

影响已经被去掉了.

现在，考虑一对归一化的摄像机矩阵 P =[ I|0]和 P'=[Rlt].与归一化摄像机矩阵对应

的基本矩阵按惯例称为本质矩阵，根据式(9.2)，它具有如下形式

E = Ct] xR = R[RTt] x

定义 9.16 用归一化图像坐标表示对应点 xox'时，本质矩阵的定义方程是

X
,TEX =0 (9.11)

代人《和P的表达式得X'TK'-TEI

^
XSO. 把它与基本矩阵的关系式X'TFX =0比较便可

推出基本矩阵和本质矩阵之间的关系是

E = K,tFK (9.12)

9.6.1 本质矩阵的性质

本质矩阵 E =[ t] XR 只有5 个自由度:旋转矩阵 R 和平移向量 t 各有3个自由度,但是有

一个全局尺度因子的多义性——与基本矩阵一样，本质矩阵也是一个齐次量.

本质矩阵减少的自由度数转化为比基本矩阵满足更多的约束. 我们就来探讨这些约束是

什么.

结论9.17 —个 3 x 3 矩阵是本质矩阵的充要条件是它的奇异值中有两个相等而第三个

是 0.
证明这不难从 E 的分解式[t] XR = SR 推出，其中 S 是反对称矩阵，我们将利用矩阵

0 1 01「0 -1 0"

1 0 0 (9.13)和 z = -1 0 0w =
L o o o」L o o

验证 w 为正交矩阵而 Z 为反对称矩阵.根据结论 A4.1 给出的一般反对称矩阵的块分解方

法，3 x3 反对称矩阵 S 可以被写成 S =HJZUT，其中 U 是正交矩阵. 注意在相差一个正负号的

意义下，Z = diag(1，1，0)W,故在相差一个常数的意义下，S = Udiag( l，1，0)WUT且 E = SR =
Udiag( l ,l ,0)( WUTR).这正是 E 的奇异值分解，并如所需要证明的具有两个相等的奇异值.

反之,一个具有两个相同奇异值的矩阵可以用同样方法分解为 SR.
既然 E = Udiag(1,1,0)(WUTR)，乍看似乎 E 有6个而不是5个自由度，因为 U 和 V 都有

3个自由度.然而由于它的两个奇异值相等，此 SVD 不是唯一的——事实上，有一个关于 E 的单参

謹的SVD.的确，另一种 SVD 可选择为 E =(Udiag(R2 x2，l ))diag( l，l，0)(diag( I T̂x2，l ))VT，其
中 R 为任意2 x2旋转矩阵.

9.6.2 由本质矩阵恢复摄像机矩阵

本质矩阵可以利用归一化图像坐标直接从式(9.11)计算，或者利用式(9.12)由基本矩阵
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来计算（计算基本矩阵的方法将在第 11 章介绍）.一旦本质矩阵已知，如下文所述，摄像机矩

阵便可由 E 得到恢复.与基本矩阵具有射影多义性的情形不同,在相差一个尺度因子和一个

4 重多义性下，可以从本质矩阵恢复摄像机矩阵. 这就是说，除全局尺度因子外，不能被确定

的仅是4 个可能解.

可以假定第一个摄像机矩阵是 P =[ I|0]. 为了计算第二个摄像机矩阵 P'，必须把 E 分解

成一个反对称矩阵和一个旋转矩阵的乘积 SR.
结论9.18 设 E 的 SVD 为Udiag( l，l ,0)VT.利用式(9.13 )的记号 , E = SR 有如下两种可

能的分解（忽略正负号h
S = UZUT R = UWVT或者UWTVT (9.14)

证明不难看出这种分解是有效的.下面证明不存在其他的分解 .设 E = SR.S 的形式

可由其左零空间与 E 的相同这一事实来确定. 故有 S = UZUT.旋转 R 可记为UXVT,其中 X 是

某旋转矩阵.则有

Udiag(1,1,0)V t = E = SR =( UZUt)(UXVT) =U(ZX)VT
由此推出 ZX = diag(1,1,0).因 X 是一个旋转矩阵，故又推出所需要的 X = W 或 X = WT.
分解式(9.14)在相差尺度因子的意义下由 S =[ t] x 确定了摄像机矩阵 P'的 t 部分 . 然

而，S = UZUT的 Frobenius 范数是及,这意味着如果 S =[t] x(包含尺度因子），那么||t||=1，

这是对两个摄像机矩阵基线的一种常用的归一化.因为 St =0,所以 t = U(0,0,l )T
=u3，即等

于 U 的最后一列.然而，E 的符号进而 t 的符号仍不能确定 . 因此，对应于给定的本质矩阵，

基于 R 的两种可能选择和 t 的两种可能符号，摄像机矩阵 P'有四种可能的选择.归结为

结论 9_ 19 对于给定的本质矩阵 E = Udiag(1,1,0)VT和第一个摄像机矩阵 P =[110],第
二个摄像机矩阵 P'有下列四种可能的选择：

P’ =[UWVT|+ u3 ]或[UWVT|-u3 ]或[UWTVT|+ u3 ]或[ UWTVT|-u3 ]

9.6.3 四种解的几何解释

显然前面两个解之间的差别就是第一个摄像机到第二个的平移向量是反向的.

结论 9.19 中的第一与第三个解的关系更复杂一点. 然而可以验证

VWTWTVT
=[UWVT|u3 ][

且VWTWTVT = Vdiag( -1，-1，1)VT是绕两个摄像机中心的连线做180°的旋转.用这种方式

联系起来的两个解称为“扭转对”.

四个解如图 9.12 所示，其中表明了这四个解中仅有一个使得重构的点 X 同时在两个摄

像机的前面. 因此只要用一个点做测试，验证它是否同时在两个摄像机前面就足以从四个不

同解中确定一个作为摄像机矩阵 P'.
注:这里所采用的观点是本质矩阵是一个齐次量 .另一个可选择的观点是本质矩阵是

由方程 E =[ t] xR 准确地定义（即包含尺度因子），并在相差一个不确定的尺度因子的意义

下，由方程x'TEx =0 确定.观点的选择依赖于你考虑用这两个方程中的哪一个来定义本质

矩阵的性质.

[ UWTVT|u3 ]
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⑻

(d)

图9.12 由 E 作标定重构的4 个可能解.左右之间有一个基线倒置.上下两行的差别是摄

像机 B 绕基线旋转了180°.注意，仅在（a)中重构点同时在两个摄像机的前面.

9 . 7 结束语

9.7. 1 文献

本质矩阵由 Longuet- Higgens[LonguetHiggens- 81]引人到计算机视觉界，用了与摄影测量

术文献（如[VonSanden-08])中出现过的与 E 类似的矩阵 .本质矩阵的许多性质曾由 Huang
和 Faugeras[Huang-89]、[Maybank-93]和[Horn-90]具体地阐明.

认识到本质矩阵表示一个射影关系并也可以用于未标定的情形是上世纪90 年代早期的

成果，它同时由 Faugeras[ Faugeras-92a,Faugeras-92b]和 Hartley 等[Hartley-92a,Hartley- 92c]
发表.

[ Maybank- 93]曾对纯平面运动这一特殊情形研究了本质矩阵.基本矩阵的相应情形则

是由 Beardsley 和 Zisserman[ Beardsley-95b]以及 Vi6ville 和 Lingrand[Vi6viIIe-95]研究的，其中

给出了更深人的性质.

9.7. 2 注释和练习

(1)凝视摄像机.假设两个摄像机凝视空间中一点使得它们的主轴相交于该点.证明如

果归一化图像坐标使得坐标原点与主点重合，则基本矩阵的元素/33是零.

(2)镜面像. 假设摄像机拍摄一个物体及其关于一个平面镜的反射像.证明这种情形等

价于这个物体的两幅视图，且其基本矩阵是反对称的.把这种配置的基本矩阵与下面两种情

形的相比较:（a)纯平移,( b)纯平面运动.证明该基本矩阵是自对极的（如情形( a)).
(3)证明如果一张平面的消影线包含对极点，则这个平面平行于基线.

(4)Steiner 二次曲线. 证明xa 的极线与 Steiner 二次曲线 Fs 相交于对极点(见图9.10a).
提示，从 Fe = Fse + Fae =0出发.因为 e 在二次曲线 Fs 上，所以1,= Fse 是过 e 点的切线，且
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m 计算机视觉中的多视图几何

12 = Fae =[xa]Xe = xa xe 是通过x,和 e 的直线.
( 5 ) Steiner 二次曲线的仿射类型（如 2. 8. 2 节中所给出的双曲线、椭圆或抛物线）依赖于

两个摄像机的相对配置 .例如，如果两个照相机彼此面对，那么 Steiner 二次曲线是双曲线.

这在[Chum-03]中给出证明，其中给出了有向对极几何的进一步结果.

(6)平面运动.[Maybank-93]证明了如果转轴方向是正交的或平行于平移方向，则本质

矩阵的对称部分的秩为 2.这里我们假设 K = K'.那么根据式(9.12)有 FSK -TEIT 1
，从而

Fs = ( F + FT)/2 = K -t ( E + ET)K -T/2 = K -TESK - *

再由 det(Fs)
^

detK -VdetWs)推出 F 的对称部分也是奇异的.如果 K/K',这个结论成立

吗？
(7 )任何秩 2 的矩阵 F 是对应于某摄像机对（P，P' )的基本矩阵. 这可直接由结论 9. 14

推出，因为规范摄像机的解只依赖于 F 的秩2性质.

(8)证明由 E 得到的多义性重构中的一个所确定的 3D 点与由另一个重构所确定的对应

3D 点的联系是：（1)通过第二个摄像机中心的一个倒置;或（2)3 维空间的一个调和透射（见

A7.2 节），其中透射平面垂直于基线并且通过第二个摄像机的中心，而顶点是第一个摄像机的

中心.

( 9 )仿照 9. 2. 2 节,推导两个线阵推扫式摄像机的基本矩阵的形式.这个矩阵的细节在

[ Gupta-97 ]中给出，其中证明了由一对图像进行仿射重构是可能的.
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摄像机和结构的 3D 重构

本章介绍由两幅视图可以怎样和在什么程度上恢复场景的空间布局和摄像机.设给定

了一组图像对应 *;0< 假定这些对应来自于一组未知的 3D 点 X;.同样地，摄像机的位

置、朝向和标定也是未知的.重构的任务就是寻求摄像机矩阵 P 和 以 及 3D 点 X;，使得

对 所 有 有

x;=PX,., x；=PX;
若给的点太少，这个任务就不可能完成.然而,如果有足够多的点对应使得基本矩阵能被

唯一确定，那么场景就可被重构到相差一个射影变换的多义性.这是一个非常重要的结果，是

未标定方法的主要成就之一.

如果提供有关摄像机或场景的额外信息，重构的多义性可以减少.我们介绍一种两步方

法:首先把多义性降至仿射，然后降至度量，每一步都要求提供适当类型的信息.

10.1 重构方法概述

我们介绍由两视图重构的方法如下：

(1)由点对应计算基本矩阵.

(2)由基本矩阵计算摄像机矩阵.

(3)针对每组点对应计算空间中映射到这两个图像点的点.

关于这种方法可能有多种版本.比如，若摄像机是标定的，则可以用计算本质矩阵代替基

本矩阵.进一步，可以利用关于摄像机的运动、场景约束或部分摄像机标定的信息来获得重构

的改善.

在下面的段落中，我们将对这种重构方法的每一步做简要讨论.所介绍的方法只不过是

对重构的概念性描述.我们要提醒读者不要仅基于本节所给的描述来实现重构.对于测量是

“含噪”的真实图像，基于本章一般概述的首选重构方法将在第11 章和第12章介绍.

基本矩阵的计算给定两幅图像中的一组点对应 x;ox;，基本矩阵F 对所有的 i满足条件

x；TFXi =0.当\和<已知时，这个方程是关于矩阵 F的（未知)元素的线性方程. 事实上，每组

点对应产生一个关于F的元素的线性方程. 给定至少8 组点对应，在相差一个尺度因子的意

义下，可以线性求解 F 的元素（在7组点对应时有非线性求解方法).当超过8个方程时，则求

其最小二乘解.这就是计算基本矩阵方法的一般原则.

由点对应集合计算基本矩阵的一种推荐的方法将在第11章中介绍.

摄像机矩阵的计算直接利用结论9.14 的公式很容易计算出与基本矩阵 F 相对应的一
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对摄像机矩阵 p 和p.

三角测量给定摄像机矩阵P 和尸，令 x 和 X'为两幅图像中满足对极约束 x'TFx =0的两

个点.如第9章所示，这种约束可以借助对应于两个图像点的空间射线加以几何解释.具体

地说，它表示点f在对极线Fx 上.反过来它又表示从图像点 x 和 X'反向投影的两条射线在一

个公共的对极平面上，即在一张过两个摄像机中心的平面上.因为这两条射线在一张平面上，

它们将相交于某点.该交点X 通过两个摄像机分别投影到两幅图像上的点 x 和 X'. 如图10.1

所示.

图10.1 三角测量 . 图像点 x 和 f反向投影成射线.如果满足对极几何约束 X'TFX =0,
那么这两条射线共面，从而相交于一个 3D点 X.

3D 空间中只有介于两个摄像机之间的基线上的点不能由它们的图像确定. 在这种情形

下，反向投影的射线共线（两条线都等同于基线）且沿着整个长度相交.因此，点 X 不能被唯

一地确定. 基线上的点都投影到两幅图像上的对极点.

通过 x 和 X'反投影的两条射线的相交来实际确定 X 的稳定数值方法将在第 12章介绍.

10.2 重构的多义性

在本节中，我们将讨论从点对应求场景重构所固有的多义性.这个课题将在一般的背景

下讨论，不限定实现重构的具体方法.

若没有场景在某个 3D 坐标系下位置的信息，一般不可能从一对视图（或事实上从任意数

目的视图）重构该场景的绝对位置和朝向.这一结论的成立与任何有关摄像机内参数和它们

的相对位置的信息毫不相干.举一个例子，我们不能准确地计算图 9.8 中场景（或任何场景）
的纬度和经度，也不能决定这个走廊的走向是南北还是东西. 可以这样说，场景重构的最好结

果也要与世界坐标系相差一个欧氏变换(旋转和平移).

还有一个明显的事实是场景的整体尺寸是不能确定的.再次考虑图 9.8,仅仅根据图像

不可能确定这个走廊的宽度.它可以是 2m、lm.它甚至可能是一个木偶小屋的像，其走廊的

宽度是 10cm.我们凭生活经验可以猜测从地板到天花板大约 3m,这允许我们想象该场景的

实际尺寸.这个额外信息就是场景的辅助知识的一个例子,它不能从图像测量中得到.所以，

没有这类辅助知识，仅由图像来确定场景就要相差一个相似变换(旋转、平移和缩放).
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为了给出上述观察的数学基础，令 X为空间点集，P 和 P'为把 X;投影到图像点 x 和 x'的
一对摄像机.点\和摄像机对构成了从图像对应求场景重构的要素.现在令

R
Hs =

0T A
为任意的相似变换:R 是旋转,t 是平移，而 A 4表示整体尺度.以 HSX;替代 X,且分别以 PH'1

和 P%— 1替代摄像机 P 和 P'，不会改变被观察的图像点，因为 PX;=( PHs-1 )(HsXi).进一步,

如果把 P 分解为 P = K[ RP|tP],则可算出

PH；1 = K[ RPR -' 1 ^ ]

其中的 t'并不需要准确地算出.这个结果表明 P 乘以不会改变它的标定矩阵. 因此这种

重构多义性即使对标定摄像机也存在.Longuet- Higgins ( [ LonguetHiggins- 81])证明了对标定

摄像机，这是仅有的重构多义性.因此对标定摄像机，可以在相差一个相似变换下重构.如

图 10.2a 所示.

图 10.2 重构的多义性.（a)如果摄像机已被标定，那么任何重构必须不改变图像中被测量的射

线的夹角.结构和摄像机位置的相似变换不改变所测量的角度.射线和基线（对极点）之间的角

度同样不变 .（b)如果摄像机是未标定的,那么重构只须不改变图像点（射线和图像平面的交）.
结构和摄像机位置的射影变换不改变所测量的点，尽管射线之间的角度被改变了.对极点（与基

线的交点）也不改变.

射影多义性如果既不知道任何一个摄像机的标定,也不知道一个摄像机与另一个的相

对位置，那么重构的多义性由一个任意射影变换表示.具体地说，如果 H 是表示 IP3空间射影

变换的任意4 x 4可逆矩阵，则以11\替代 X,并以 PH - 1和 P'H“替代 P 和 P'(同前一段）不改

变图像点.这表明点\和摄像机能被确定到最好也要相差一个射影变换.本章(第 10.3 节）

将证明这也是从两幅图像进行点重构仅有的多义性，这是一个重要的结论.因此在相差一个

射影变换下，从未标定摄像机进行重构是可能的，如图 10.2b 所示.

其他类型的重构多义性来自于运动类型的某些假设或者摄像机的部分知识. 例如：

(1)如果两个摄像机间有平移运动，但标定不变，则可在相差一个仿射变换下重构.

(2)如果两个摄像机除了焦距外都已标定，则仍然可在相差一个相似变换下重构.

这两种情况将分别在后面的 10.4.1 节和例 19.8 中讨论.
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术语在根据由p对应 X;eX，:组成的真实数据推导的任何重构问题中，存在一个真正的

重构,它由实际的点i和产生测量点的实际摄像机P 和P组成.重构得到的点集\和摄像机

与真正的重构相差一个属于给定类或群的变换（例如，相似、射影或者仿射变换）.我们用射影

重构、仿射重构、相似重构等来表示涉及的变换类型 . 然而，通常更倾向于用术语度置重构来

代替相似重构，其含义是相同的.这个术语表示诸如直线之间的夹角和长度之比等度量性质

可以在重构上测量并且具有它们的真值（因为它们是相似不变的）.另外，在出版物中经常用

到术语欧氏重构，其实也表示与相似或度量重构同样的东西，因为在没有额外信息时真正的欧

氏重构(包括确定整体尺度）是不可能的.

10.3 射影重构定理

本节将证明由未标定摄像机进行射影重构的基本定理.这个定理可以非正式地陈述如下.

• 如果两幅视图的一组点对应唯一地确定了基本矩阵，那么场景和摄像机可以仅由这些

对应重构,而且由这些对应获得的任何两个重构都是射影等价的.
在两个摄像机中心连线上的点必须除外，因为即使摄像机矩阵确定后这些点也不能唯一

地重构.结论的正式陈述如下：
定理 10.1(射影重构定理） 设 x,ex;是两幅图像之间的一组点对应，而基本矩阵 F 由条

件 X；TFX; =0( 对所有；成立）唯一地确定� 令(P,,P;,I X1;1 )和（P2 ,P“ )为对应 xyx:的
两个重构，则存在一个非奇异矩阵 H 使得 P2 sPilT1 ,P〗= P;H 1

，并且除了使得 Fx, = X；TF =0
的那些；外，对其余每个 i 都有 X2; = HXU,

证明既然基本矩阵由点对应唯一地确定，可以推知 F 是既对应于摄像机对（P,，P;)也
对应于摄像机对（P2,P()的基本矩阵 . 根据定理 9.10,存在一个射影变换 H 使得 P2 = AH — 1

和 P〗=P,H
_
1
，这正是所需要证明的.

对点而言，我们观察到 P2(HX1;) = P1 H -1 HXh = P,XH = X;. 另一方面 P2 X2i = Xi，因此

P2(HX1；)= P2 X2i. 所以 HXh* X2i都被摄像机矩阵 P2映射为同一点 ，由此推出 HXt，和 X2i

在过摄像机P2中心的同一射线上.同理，可以推出这两点也在过摄像机朽中心的同一射线上.

这里存在两种可能:要么如所需要证明的一样 X2i = HXu，要么它们是两个摄像机中心连线上

的不同点.在后一种情形，图像点 x,和 x;与两幅图像上的对极点重合，因此 FXi = x;TF =0.
这是一个意义非常重大的结果,因为它意味着仅仅根据图像的对应便可以从两幅视图计

算出场景的一个射影重构，无须知道关于两个摄像机的标定和姿态的任何信息.特别是真实

的重构在射影重构的一个射影变换之中. 图 10.3 给出了从两幅图像的射影重构求出的一个

3D 结构的例子.

更具体地说,设真正的欧氏重构是（PE,P[，|XEi丨），而射影重构是（P，Pf，|X」），则这些

重构由一个非奇异矩阵 H相关联

式中，H是一个 4 x 4 的未知的但对所有点都一样的单应矩阵.

对某些应用来说，射影重构就是全部的目的 . 例如，诸如“直线和平面相交于什么点?”

“由特殊的曲面（例如平面或二次曲面)诱导的两幅视图之间的映射是什么?”等一类问题都可

(10.1)
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以直接由射影重构来处理.后面还将进一步看到获得场景的射影重构是迈向仿射或度量重构

的第一步.

图10.3 射影重构.（a)原图像对 .（b)场景的 3D 重构的2幅视图 .重构不需要摄像机

矩阵或场景几何的信息.基本矩阵 F由图像之间的点对应计算得到，摄像机矩阵则由 F
恢复，然后 3D 点则由三角测量和对应求得.线框图的线把所求的 3D 点连起来.

10.4 分层重构

重构的“分层”方法始于射影重构，然后如有可能，再逐步地将它改善到仿射或最终到度

量重构. 当然,正如刚看到的，没有关于场景、运动或者摄像机标定的进一步信息，仿射和度量

重构是不可能的.

10.4.1 步入仿射重构

仿射重构的本质是用某些方法定位无穷远平面，因为定位无穷远平面等价于仿射重构 .

这种等价性的2D 情形在2.7 节解释过. 为了了解重构的这种等价性，假设我们已经确定了场

景的射影重构，它由三元组（P，P'，|X;1 )组成. 进一步假设借助某些办法某一平面n被确定为

真实的无穷远平面 . 在射影重构的坐标系下平面n表示为一个4 维向量.在真实的重构下n
的坐标是(0,0,0,1)

T
，我们可以寻找使 it映射到（0,0,0,1)T的射影变换.考虑射影变换对平

面作用的方式，我们希望求 H 使得 ITT Tt =(0，0，0,1)
T.这样的变换就是：

I1 0 '

H = (10.2 )

事实上，可以直接验证 HT(0,0,0，1 ) T
= 因 此 正 如 所 需 的 =(0,0,0,1)

T_
现在把这个
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变换 H 作用于所有点和两个摄像机.然而应注意，如果nT的最后一个坐标是0，则这个公式失

效.在这种情形下，可以利用计算 H -T
来求合适的 H,而 H

_ T
可作为满足H

_
TIC =(0,0,0，1 ) T

的 Householder 矩阵( A4.2)来计算 .
到目前为止,我们得到的重构不一定是真正重构——我们所知道的仅是无穷远平面已被

正确定位.现有的重构与真实的重构相差一个以无穷远平面为不动平面的射影变换.然而,
根据结论3.7，一个固定无穷远平面的射影变换是仿射变换.因此这个重构与真实重构相差

一个仿射变换——它是一个仿射重构.

对某些应用来说，仿射重构已经足够了.例如，现在可以计算两个点的中点和一个点集的

形心，可以构造与其他直线和平面平行的直线.显然这些计算不可能从射影重构中得到.
我们讲过，除非增加额外信息，否则无穷远平面不可能被辨认. 我们将给出一些例子说明

能够辨认无穷远平面的信息类型.

平移运动考虑已知摄像机做纯平移运动的情形.此时,可以由两幅视图实现仿射重

构.理解这一事实的一个简单办法是观察到:无穷远平面上的一点 X 将被映射到由平移所产

生的两幅图像中的同一点.这可以很容易被验证.它也是一个常识，当一个人沿一条直线运

动（例如在一条直路上行驶的汽车中）时，距离很远的物体（如月亮）好像固定不动，而只有附

近的物体在视野中快速运动.因此，可以发现任意数目的匹配点 ，其中一幅图像中的点

对应于另一幅图像中相同的点.注意没有必要在两幅图像中实际寻找这样的对应点——任何

点及其在另一幅图像上的相同点都可以. 给定一个射影重构,可以重构对应于匹配\

^
\的

点 X,..点\将在无穷远平面上.从三组这样的点就可以得到在无穷远平面上的三个点——
足以唯一地确定无穷远平面.

虽然以上讨论给出了由平移摄像机做仿射重构的一个构造性证明，但并不意味着这

是最好的数值实现方法 . 事实上，平移运动的假定意味着基本矩阵有一个非常受限的形

式——如在 9.3.1 节所指出的它是一个反对称矩阵 . 求解基本矩阵时，应该考虑这一特

殊形式 .

结论10.2 设摄像机的运动是没有旋转的纯平移运动且内参数保持不变.则如例9.6 所

示,F =[e] x =[ef ] x ，并且作为仿射重构可选的两个摄像机为 P = [I|0]和 P'= [I|e'].
场景约束场景约束或条件也可以用来获得仿射重构. 只要能够辨认在无穷远平面上的

三个点，该平面就可以被辨认，并且该重构可以变换到仿射重构.

平行直线最明显的条件是知道某些 3D 直线实际是平行的.空间中两条平行直线的交

点给岀无穷远平面上的一个点.该点的图像是直线的消影点，而且是两条像直线的交点.假

设在场景中能够确定三组平行直线.每组相交于无穷远平面上的一点.只要每组有不同的方

向，则三点将不同.因为三点确定一张平面，故这个信息足够确定平面 K .

实际计算空间直线的交点的最佳方法是个微妙的问题，因为由于噪声的存在,本应该相交

的直线很少相交.这在第12章中将做较详细的讨论.计算无穷远平面的适当的数值方法将

在第13 章给出.图 10.4 给出从三组平行直线计算仿射重构的例子.

注意没有必要在两幅图像上同时求消影点.假定从第一幅图像上的平行直线计算出消影

点 V，且 1'是它在第二幅图像上对应的直线.消影点满足对极约束，因此在第二幅图像上的消

影点 V可以由 1'和 v 的对极线 FV 的交点来计算 •3D 点 X 的重构代数上可以被简洁地表示为

方程（[ v]xP) X =0 和（l'TP' ) X =0的解.这些方程表示 X 映射到第一幅图像中的点 v 和第
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图 10.4 仿射重构 .图 10.3 所示的射影重构可以用平行的场景直线升级为仿射重构 .

(a)场景中有3组平行线，每组有不同的方向.这3组平行线使得无穷远平面的位置可以

从射影重构中计算出来.然后利用单应式（10.2)对图 10.3 的线框图射影重构进行仿射矫

正 .（b)显示了线框图仿射重构的两个正交视图. 注意平行场景直线在重构中是平行的，但

垂直场景直线在重构中不垂直.

二幅图像中 1'上的点.

直线上的距离比除了用图像上平行直线的交点计算消影点外，还可以运用场景中仿射

长度比的知识.例如，给定直线上长度比已知的两个区间，就可以确定该直线上的无穷远点.

这意味着从一条含已知世界长度比（如三个等距点）的直线的像，就可以确定其消影点.这种

计算，及其他计算消影点和消影线的方法，在2.7 节中给出.

无穷单应一旦无穷远平面被定位，使得我们能得到仿射重构，那么我们还有一种被称作

“无穷单应”的图像到图像的映射，该映射是一个 2D单应，并将在第13 章做更详细的介绍.

简要地说，它是一种按如下方式通过无穷远平面把点从 P图像转移到 P'图像的映射:延长过

点 x的射线与无穷远平面相交于点 X;该点被投射到另一幅图像中的点 x'，从 x到 V的单应记

作 x，=H.X.
现在我们证明得到了仿射重构就等价于知道了无穷单应 . 给定仿射重构的两个摄像机

P =[M|m]和 P'=[M'|m'],无穷单应由 sM'RT 1
给出.这是因为位于无穷远平面上的

点 X =( 交 T
，0)

T
，在一幅图像中映射到 x = MX，而在另一幅图像中映射到 x'= M'殳，从而对

t上的点有 x'= M'M
_
lX.进一步可以验证它在摄像机的 3D仿射变换下不变.因此,无穷单

应可以从仿射重构显式地计算出来并且反过来也成立：
结论10.3 如果已获得一个仿射重构并且其中的摄像机矩阵是 P = [ I|0]和 P'=

[ M'|&]，则无穷单应是 =W. 反过来，如果已得到无穷单应 11�，则仿射重构的摄像机可

以取为 P =[I|0]和 |e'].
无穷单应可以直接从图像对应元素而不必间接地由仿射重构来计算.例如， 可以由三

个消影点的对应和 F来计算，或者由消影线和消影点的对应及 F来计算. 第13 章将给出这些

计算的适当的数值过程.然而，这种直接计算完全等价于在射影重构中确定I.

一个摄像机是仿射能获得仿射重构的另一个重要情形是已知其中一个摄像机是 6.3.1
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节中定义的仿射摄像机.要理解这蕴含着仿射重构是可能的，可参考 6.3.5 节，那里证明了仿

射摄像机的主平面是无穷远平面.因而为了将射影重构转换为仿射重构，只需要找到应该为

仿射的摄像机的主平面并且将它映射到平面(0，0，0,1)
T.回忆(第 6.2 节）摄像机的主平面是

相应摄像机矩阵的第三行.例如，考虑摄像机矩阵为 P = [II 0]和 P'的一个射影重构并设第

—个为仿射摄像机.为了把 P 的第三行映射到（0,0,0,1),只要交换这两个摄像机矩阵最后

两列，并同时交换每一个\的第三和第四个坐标即可.这是对应于一个置换矩阵 H 的投影变

换.这表明：
结论 10.4 设（P,P',i X;l )是从一组点对应得到的射影重构且 P =[ I|0]. 若已知 P 事

实上是一个仿射摄像机，则可以通过交换 P 和 P'的最后两列及每个\的最后两个坐标而得到

一个仿射重构.

注意一个摄像机是仿射的条件不对基本矩阵产生约束，因为任何一对规范摄像机 P =
[1丨0]和 P'都可以变换为 P 是仿射的摄像机对.如果已知两个摄像机都是仿射的，那么将会

看到基本矩阵具有式（14.1)给出的受限形式 .对于这种情形，为了数值计算的稳定性，求解

基本矩阵时必须强制性要求基本矩阵取这个特殊形式.

当然真实的仿射摄像机是不存在的——仿射摄像机模型不过是一种近似，只是当图像中

看到的点的深度变化相对于它到摄像机的距离比较小时才有效 . 尽管如此，仿射摄像机的假

定有利于对从射影到仿射重构施加重要的约束.

10.4.2 步入度量重构

正如仿射重构的关键是无穷远平面的辨认，度量重构的关键是绝对二次曲线（第 2.6 节）
的辨认.因为绝对二次曲线是在无穷远平面上的一条平面二次曲线，确定绝对二次曲线

就意味着确定无穷远平面.

分层方法中，我们从射影重构到仿射重构再到度量重构，因此在求绝对二次曲线之前已经

知道了无穷远平面.假设在无穷远平面上的二次曲线已得到辨认.原则上下一步主要是对该

仿射重构运用仿射变换，使得被辨认的绝对二次曲线映射到标准欧氏坐标系下的绝对二次曲

线（在t上，它的方程是< + X

^
+ X

^
=0).所求重构与真实的重构之间相差一个使绝对二次

曲线保持不变的射影变换.从结论 3.9可知该射影变换是一个相似变换，因此我们达到了度

量重构的目的.

实际上，实现这个过程的最简单的方法是考虑绝对二次曲线在其中一幅图像中的像.绝

对二次曲线（如同任意二次曲线）的像是图像上的二次曲线 .该二次曲线的反向投影是一个

锥面，该锥面与无穷远平面相交于一条二次曲线，并由此定义了绝对二次曲线.记住绝对二次

曲线的像是图像本身的性质，与任何图像点、直线和其他特征一样,它不依赖于任何特殊的重

构，因此在重构的 3D 变换下是不变的.

假设在仿射重构中绝对二次曲线在矩阵为 P =[M|m]的摄像机下的像是二次曲线 o).我

们将说明怎样用 co 来定义把仿射重构变换到度量重构的单应 H.
结论10.5 若已知绝对二次曲线在某幅图像中的像是 0),且已得到摄像机矩阵为 P =

[ M|m]的仿射重构，则用形如

A
_

H =
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的3D 变换，可以把仿射重构变换到度量重构，其中 A 由方程 AAT = ( lyTtoMK 1
的 Cholesky 分

解得到 .

证明在变换 H 下，摄像机矩阵 P 被变换为矩阵 PMSPJT 1 =[ MM|mM]. 如果 IT 1
形如

A 0

0T 1
H — 1 =

则 MM = MA. 然而，绝对二次曲面的像与欧氏坐标系下的摄像机矩阵 PM的关系是

= KKT. 将其与这是因为摄像机矩阵可以被分解为 MM = KR，且从式（8.11 )可知 (0
* =

MM = MA 联合推出 oT 1
= MAATMT，整理后得到 AAT =( MTCOM)-'. 满足这个关系的 A 的具体

值可以通过（MTcoMr 1
的 Cholesky 分解得到. 后一个矩阵要求是正定的（见结论 A4.5)，否则，

不存在这样的矩阵 A，从而度量重构将不可能.

这种度量重构方法依赖于辨认绝对二次曲线的像.实现它有多种方式并将在接下来讨

论.我们给出关于绝对二次曲线的像的三种约束源，实践中常把这些约束组合起来使用.

1.场景正交性的约束.来自于正交场景直线的一对消影点\

^
2对 0)提供一个线性

约束

v[(»v2 =0
类似地，来自于一个方向及与之正交的平面的消影点 V 和消影线1 对 0)提供了两个约束

一个常用的例子是竖直方向的消影点和水平地平面的消影直线 . 最后，包含度量信息的成像

场景平面（如正方形栅格）为 C0提供两个约束.

2.已知内参数的约束.如果摄像机矩阵的标定矩阵等于 K，则绝对二次曲线的像是

K -TK -'.因此包含在 K 中的摄像机内参数(式(6.10))信息可以被用来约束或确定 0)的元素 .

当已知 K 的扭曲因子为零G =0)时有

0) =

=0wl2 = w21

若像素是正方形（零扭曲且％=%)，则

这前两个约束源在 8.8 节关于单视图标定的问题中详细讨论，其中给出仅利用这些信息

来标定摄像机的例子.下面还有来自多幅视图的另一类约束源.

3.多幅图像中同一摄像机的约束.绝对二次曲线的一个性质是它在图像上的投影只依

赖于摄像机的标定矩阵，而不依赖于摄像机的位置和方向.当两个摄像机 P 和 P'具有相同的

标定矩阵时(通常意味着两幅图像取自具有不同姿态的同一摄像机）有 0)= C0',即绝对二次曲

线在两幅图像上的像是相同的.给定足够多的图像，可以利用这个性质从仿射重构得到度量

重构.这种度量重构的方法及其在摄像机自标定中的应用，将在第 19 章中做更详细的讨论.

目前我们只给出一般原理.

因为绝对二次曲线在无穷远平面上，它的像可以通过无穷单应从一幅视图转移到另一幅

视图.由此得到方程(见结论2.13)
0)
，sHX

式中,0)和 0>'是在两幅视图中的像.形成这些方程的必要条件是已经得到仿射重构，因为

(10.3)
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必须已知无穷单应.如果 0)=(0'，则式（10.3)给出关于(0元素的一组线性方程. 一般情况下，

这组线性方程对 0)提供了4 个约束，因 o)有5 个自由度，故还不能被完全确定.然而，把这些

线性方程和由场景的正交性或者已知内参数提供的约束结合起来，就可以唯一地确定 0>. 事

实上式（10.3)可以用来把 o)的约束转移到 0)'的约束.图 10.5 显示了以这种组合约束的方式

得到的度量重构的一个例子.

⑻

魏 嫩
(b)

图 10.5 度 量 重 构 .通过计算绝对二次曲线的像使得图 10.4 的仿射重构提升为度量重构. 采

用的信息是图10
_
4 显示的平行线集合的方向的正交性以及两幅图像具有正方形像素约束 .

把正方形像素的约束由一幅图像传递到另一幅图像 .（a)度量重构的两幅视图. 场景中垂直的

直线在重构中仍然垂直，并且房子边缘的宽高比与真实的一样 .（b)由线框图通过分片平面模型

的纹理映射得到的两幅视图 .

10.4.3 利用 w 直接度量重构

前面的讨论指出如何利用绝对二次曲线的像( IAC)信息把仿射重构变换为度量重构 . 然

而，知道 co 并至少给定两幅视图时，也可以直接进行度量重构 . 至少有两种不同的方法来实

现这种重构. 最明显的方法是利用 IAC 来计算每个摄像机的标定，然后再进行已知标定下的

重构.

这种方法根据 0)和标定矩阵 K 的关系，即 w =(KK7
)-1.因此可以从 o)计算 K,即先对它

取逆，然后做 Cholesky 分解求 K. 如果知道每幅图像中的 IAC，则两个摄像机都可以用这个方

法来标定. 下一步对已标定的摄像机，可以利用本质矩阵来计算场景的度量重构，如 9.6 节所

示.注意可能出现四个解 . 其中两个解只是镜像图像，而另外两个解是不同的并组成一个扭

转对(尽管考虑到点在摄像机的前面,除一个解外其他解都可以排除).

度量重构的另一个更概念性的方法是运用 IAC 的信息直接确定无穷远平面和绝对二次

曲线.如果已知射影坐标系中的摄像机矩阵 P 和 P'及在每幅图像中的一条二次曲线（特别是

绝对二次曲线的像），则在 3D 空间中的可以显式地算出. 这可以通过反投影二次曲线到

锥面而获得，该锥面必然与绝对二次曲线相交. 因此，可以确定和其支撑平面n„(有关代

数解见第15 章的习题（10)).然而，一般情况下两个锥面相交于两条不同的平面二次曲线，每
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条属于不同的支撑平面.这样一来对绝对二次曲线可能有两个解，我们可以认为它属于组成

扭曲多义性对的两个不同的重构.

10.5 直接重构——利用地面知识

如果给定“地面控制点”（即已知其在欧氏世界坐标系下位置的 3D 点），那么可以直接从

射影重构跳到度量重构. 假定我们有《个这样的地面控制点|XE，丨被成像在 ex;.我们希望

利用这些点把射影重构变换到度量重构 .

在射影重构中控制点的 3D 位置|X;|可以由它们的图像对应 x;eX，'来计算.因为该射影

重构通过一个单应关联于真正的重构，故从式（10.1)我们有方程：

XEi = HX;， i = l ，…，n
每组点对应提供关于 H 元素的三个独立线性方程.因 H 有15 个自由度,故只要05(且没有

四个控制点是共面的），便可以得到一个线性解 . 这类计算和适当的数值方法已在第4 章中

介绍.

另一种方法可以不计算 X,而通过把已知的地面控制点直接与图像测量相联系来计算 H.
因此类似于计算摄像机矩阵的 DLT 算法(第7.1 节），方程

提供了关于未知 H
_
1的元素的两个线性独立方程,而所有其他的量都是已知的.如果 X:已知，

类似的方程可以由另一幅图像推出 . 不必要地面控制点在两幅图像中都可见. 然而需注意如

果对某个给定控制点 XE,，x;和 x:都可见，那么因为关于 x 和 X'的共面约束，用这种方法产生的

4 个方程只有3 个是独立的.

—且 H 被计算出来,就可以把射影重构的摄像机 P 和 P'变换为其真实欧氏重构的矩阵.

一个利用这种方法直接计算度量结构的例子如图 10.6 所示 .

图10 . 6 直接重构 .可以通过指定5 个（或更多）世界点的位置将图 10.3 的射影重构提升为度量重构:

U)所用的5 个点.（b)图 10.3 中射影重构上对应的点.（c)将5 个点映射到它们的世界位置后的重构.

10.6 结束语

本章中我们概述了由一对图像产生度量重构的必要步骤并总结在算法 10.1 中，而这些步

骤的计算过程将在下面几章中介绍. 按惯例，一般的讨论仍主要限制在点上，但相关思想（三

角测量、多义性、分层）同样适用于直线、二次曲线等其他图像特征.
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目标

给定两幅未标定的图像，计算摄像机和场景结构的一个度量重构（ PM .P〗，IXM,I ),即与真实摄像机和

场景结构仅相差一个相似变换的重构.

( 1)计算一个射影重构

^
',|乂,丨）：

(a)计算基本矩阵：由两幅图像之间的点对应 x,

^
x；.

( b)摄像机恢复：由基本矩阵计算摄像机矩阵 P,P'.
( c)三角测量:对每组点对应 x,ex:,计算投影到这两个图像点的空间点 X,.

(2)把射影重构矫正到度量重构：
• 利用直接方法：由已知其欧氏位置的5 个或更多的地面控制点 XE，来计算满足 XE, = HX,的单

应 H,则度量重构是

PM = PH - 1 ,P;= P'H - 1 ,XM,= HX,

• 或用分层方法：

( a)仿射重构:按 10.4.1 节介绍的方法计算无穷远平面&，然后用单应

I | 0
H ltT

把射影重构提升到仿射重构 .

( b)度量重构:按 10.4.2节介绍的方法计算绝对二次曲线的像 W,然后用单应

A
H

把仿射重构提升到度量重构，其中 A 由方程 AAT =( MTO,M )- 1« Cholesky 分解得到，而 M
是仿射重构中的摄像机矩阵左上角的3 x 3 子矩阵，计算 w 是为了求 A.

算法 10.1 由两幅未标定的图像计算度量重构 .

我们已经看到为了度量重构必须辨认射影坐标系下的两个几何元素，它们是无穷远平面

I(用于仿射）和绝对二次曲线 (用于度量）. 反之，给定 F 和一对已标定的摄像机，可以

在3 维空间中显式地计算&和 fL . 这两个元素都有一个基于图像的对应:辨认无穷单应

等价于辨认3 维空间中的

^
;而在每幅视图中辨认绝对二次曲线的像(0则等价于辨认3 维空

间中的L 和 这 种 等 价 性 总 结 在 表 10. 1中.

给定的图像信息 视图关系和射影物体 3 维空间物体 重构多义性

点对应

包含消影点的点对应

点对应和摄像机内参数标定

射影F

仿射

度量

表10.1 不同类型的重构多义性中的两视图关系、图像元素及其3 维空间的对应.

最后，值得注意的是如果对度量精度没有严格要求，那么若能猜测出一个逼近正确值的内

参数，则一般可直接从射影重构获得一个可接受的度量重构 . 这种“准欧氏重构”经常适用于

可视化的目的 .
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第10章摄像机和结构的3D 重构

10.6.1 文献

Koenderink 和 van Doom[Koenderink-91 ]对仿射摄像机的分层给出了非常精彩的讨论 •

[ Faugeras- 95b]将其与 Luong 和 Vieville[ luong-94,Luong-96]的改进扩展到透视上. 给定 F 后

射影重构的可能性出现在[ FaUgeraS-92b]和 Hartley 等[Hartley-92c]的工作中.

由纯平移计算仿射重构的方法首先出现于 Moons 等的工作[ Moons- 94]中 .[ Faugeras-
95c,Liebowitz-99b,Sturm-99c]中介绍了关于多幅视图的场景和内参数的组合.

10.6.2 注释和练习

给定一条直线 L 和点 X(不在 L 上）在两视图上的图像以及视图之间的 ，仅（隐式地）

用图像关系（即不进行显式的3D 重构）计算3 维空间中平行于 L 并过 X 的直线的图像. 用这

种隐式方法进行计算的其他例子在[Zeller-96]中给出.
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第 1 1 章

基本矩阵 F 的计算

本章介绍利用两幅图像之间的一组点对应来估计基本矩阵的数值方法. 我们先介绍由两幅

图像的点对应产生 F 的方程，以及它们的最小解.接下来几节给出利用代数距离估计 F 的线性

方法、不同的几何代价函数以及包括 MLE(“黄金标准”）算法和 Sampson 距离在内的求解方法.

然后介绍自动获得点对应的一种算法，使得 F 可以从图像对直接得到估计.我们还讨论

特殊摄像机运动下的 F 的估计.

本章还涵盖用所算得的 F 来进行图像矫正的方法.

11.1 基本方程

基本矩阵由下面方程定义:

X
,TFX = 0 ( 11. 1 )

式中， 是两幅图像的任意一对匹配点. 给定足够多的点匹配 X,ex;(至少7 对），方程式

(11.1)可用来计算未知的矩阵 F.进一步地说，记％ =(*，7，1)
7
和/ =(*'，/,1 )7，每一组点

匹配提供关于 F 的未知元素的一个线性方程.方程的系数可以很容易地用 x 和 X'的已知坐标

来表示.具体地说，对应于一对点（\7，1广和(/，/，1)
1的方程是

(11.2 )
用向量 f 表示由 F 的元素按行优先顺序排列的9维向量列 . 那么式（11.2)可以被表示为

一个向量内积

x'xfn + x'xfi2 + x' fn + y'xf2i + y' yf21 +y’/23 + xf3x + yfn +/33 =0

( x'x ,x' y ,x' ,y'x ,y' y ,y' ,x , y , l ) f =0
从 n 对点匹配的集合，我们得到如下线性方程组：

' x'\x\ x\y\ x'\ J\x\ y'\ j\ y\ x\ 7i

f = o ( 11.3 )Af =
- xX Kjn < y'nxn y'nyn y'n xn y„

这是一个齐次方程组，且 f 可以被确定到只差常数因子.如果存在一个解，矩阵 A 的秩必须最

多为 8,而如果秩正好为8,则解是唯一的（只差常数因子），并且可以用线性算法求得——该

解是 A 的右零空间的生成元.

如果因为点的坐标有噪声而导致数据不准确,则矩阵 A 的秩可能大于 8(事实上等于9

因为 A 有9列）.此时要求最小二乘解 . 除了方程形式不同（比较式（11.3)和式(4.3))之外，

这个问题和4.1.1 节中的估计问题本质上是相同的. 参考算法 4.1. f 的最小二乘解是对应于

A 的最小奇异值的奇异向量，即是 A 的 SVD A = UDVT中矩阵 V 的最后一列.用这种方法得到

，

216



第11章基本矩阵 F 的计算

的解向量 f 在条件 llfll =1 下最小化 llAf||.以上介绍的算法是计算基本矩阵的基本方法，称

为 8点算法.

11.1.1 奇异性约束

基本矩阵的一个重要性质是它是奇异的，事实上秩为 2. 进一步说,F 的左和右零空间由

两幅图像中（用齐次坐标）表示两个对极点的向量所生成 . 基本矩阵的大多数应用与它的秩

为2这个事实有关.例如，如果基本矩阵不是奇异的，则所计算的对极线将不重合，如图 11.1

所示 .由解线性方程组（11.3)所得到的矩阵 F 在一般情况秩不是2,我们应该采取步骤来强

迫这种约束.实现这个步骤的最简便方法是修正由 A 的 SVD 解得到的矩阵 F. 矩阵 F 被在约

束 det F'=0 下最小化 Frobenius 范数||F - F'||的 F'来代替.实现它的一种简便方法还是用

SVD. 具体地说，设 F = UDVT是 F 的 SVD ,其中 D 是对角阵，D = diag ( r , s，0满 足 � 则

F，= Udiag( r，s ,0) VT最 小 化 F- F，的 Frobenius 范 数.

图11.1 对极线 .（a)非奇异基本矩阵的效应.对不同的 x,按 l'= Fx 计算的对极

线不交于一个公共的对极点.（b)用本节介绍的 SVD 方法强迫奇异性的效果.

因此，计算基本矩阵的8 点算法可以表达为下面两个步骤：

(1)线性解 . 由对应于 A 的最小奇异值的向量 f 获得解 F,其中 A 在式（11.3)中定义 •

(2)强迫约束.用在 Frobenius 范数下最接近 F的奇异矩阵 F'代替 F.仍利用 SVD 作修正.

假定有适宜的现成线性代数程序,这里陈述的算法非常简单并且便于实现 . 按惯例归一

化是必须的，我们将在 11.2节中回到这个问题.

11.1.2 最小情形一7组点对应 v

方程 X；TFX;=0 给出形式如 Af =0的方程组.如果 A 的秩为8，则可以在不计尺度因子下求

解 f. 当矩阵 A 的秩为7时，仍然可以利用奇异性约束来求解基本矩阵.最重要的情形（其他情

形将在 11.9节中讨论)是仅有7对点对应是已知的.这导致一个7 x9的矩阵 A,其秩一般为7.

在此情形下，方程 Af =0的解是形如 aF, =(1 -�)匕的2维空间，其中《是一个标量.矩

阵 对 应 于 A 的右零空间生成元（和&的矩阵. 现在我们施加约束 det F =0.它可以

被写成 detkF,+( l -a)F2) =0.因为已知的，此式给出关于

^
的一个三次多项式

方程 . 可以通过解此多项式方程来求 a 的值.可能有一个或三个实解（复解被舍去[ Hartley-
94b]).把解代回方程 F z a F,+(1 -a)F2得到基本矩阵的一个或三个可能的解.
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这种在最少点数(7 )下求得一个或三个基本矩阵的方法将在 11. 6 节的鲁棒性算法中用

到 . 11.9 节中我们再回到解的个数问题.

11.2 归一化8点算法

8点算法是计算基本矩阵的最简单的方法，它仅涉及构造并(最小二乘)解一个线性方程组.

如果小心的话，它可以执行得非常好. 最初的算法归功于 Longuet- Higgins[ LonguetHiggins- 81].
8点算法成功的关键是在构造所要解的方程之前对输入数据认真进行适当的归一化.对输入

的数据进行归一化在本书的许多算法中都采用，并在 4. 4 节中对一般情形做了交代.对于 8
点算法，在构造线性方程组之前，对图像点的一个简单变换（平移和缩放）将使这个问题的条

件极大地改善，从而提高结果的稳定性.而且进行这种变换所增加的计算复杂性并不显著.

值得推荐的归一化方法是对每一幅图像做平移和缩放使得参考点的形心位于坐标原点并

且这些点到原点的 RMS(均方根)距离等于V5：其理由基本上与第 4 章一样.基本方法与算法

4.2 类似且总结在算法 11.1 中.

注意:我们建议奇异性条件应该在解除归一化之前强制实现.它的合理性请参考[ Hart-
ley-97c].

目标

给 定 组 图 像 点 对 应 ，确 定 使 得 X；TFX;=0的基本矩阵 F.

麵

(1)归一化:根 据 = Tx,和 i:=TX'变换图像坐标，其中 T 和T是由平移和缩放组成的归一化变换 .

( 2 )按如下方法寻求对应于匹配5,

^
5;的基本矩阵 P

( a)线性解:由又的对应最小奇异值的奇异向量确定t其中 A由匹配形成，如式(11.3)所定义.

(b)强迫约束:用 SVD 并以 f代替尹使得 det P =0(见 11.1.1 节).

(3)解除归一化:令 F =T,TFT 矩阵 F 是 对 应 于 原 始 数 据 的 基 本 矩 阵.

算法 11.1 F 的归一化8点算法 .

11.3 代数最小化算法

归一化 8 点算法包括了对基本矩阵强迫奇异性约束的方法 . 初始估计的 F 由最小化差

II F - F'||的奇异矩阵 F'替代 . 该过程可以通过 SVD 来完成，其好处是简单而快速 •

然而，这个方法不是最优的数值方法，因为 F 中元素的重要性并不相同，有些元素受到点

对应数据的约束确实比其他的更紧密.一种更合适的处理应该是根据输入数据计算 F 元素的

协方差矩阵，然后在关于这个协方差矩阵的 Mahalanobis 距离下求最接近 F 的奇异矩阵 F'. 不

幸的是，对一般的协方差矩阵Z ,不能线性处理 Mahalanobis 距离 ||F - Ff||z的最小化,因此这

个方法没有吸引力.

另一种方法是直接求奇异矩阵 F'. 因此，如同在约束 || f || = 1 下最小化范数 II Af 1 | 来计算
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F 一样，我们应该力求寻找在约束 II f'II = 1 下最小化 II Af'||的奇异矩阵 F'.该过程不可能用

线性的非迭代方法来实现，主要是因为 det F'=0是三次约束而不是线性约束.然而我们将看

到存在一个有效的简单迭代方法.

任何一个3 x3奇异矩阵，比如基本矩阵 F，都可以写为乘积 F = M[e] x ，其中 M 是一个非

奇异矩阵，而[e] x 是任意反对称矩阵，其中 e 对应于第一幅图像中的对极点.

假若我们希望计算形如 F = M[e] x并在约束条件 l| f|= 1 下最小化代数误差||Af||的基

本矩阵 F.现在先假定对极点 e 已知. 以后我们将让 e 变化,但目前它是固定的. 利用由 F 和

M 的元素组成的向量 f 和 m 把方程 F = M[ e] x 改写为方程 f = Em，其中 E 是一个 9 x 9 的矩

阵.假设 f 和 m 把相应矩阵的元素按行优先排序，则可以验证 E 的形式是

ej x

(11.4)E =
[ e] J

因为 f = Em，该最小化问题变成e
在约束条件 II Em||=1下,最小化||AEm||.

这个最小化问题可用算法 A5.6 求解 . 可以看到 mnk( E) =6，因为每个对角块的秩都为 2.
(11.5)

11.3.1 迭代估计

最小化式（11.5)给出了在对极点 e 的值已知时计算代数误差向量 Af 的一种方法 . 映射

e

^
Af 是一个从 IR3到 IR9

的映射.注意 Af 的值不受 e 的尺度变化的影响 . 从由 F 的初始估

计的右零空间的生成元导出的 e 的一个估计值出发，我们可以通过迭代求出最小化代数误差

的最终的 F. F 的初始估计可以通过8点算法或任何其他的简单算法得到 . 这种计算 F 的完

整算法在算法 11.2中给出 .

目标

求在约束||f||=1 和 det F =0下最小化代数误差||Af||的基本矩阵 F.
算法

(1)用归一化8点算法（算法 11.1)求基本矩阵的第一个近似 F。,然后求 F。的右零向量 e。.
(2)从对极点的估计 e,.=%出发，按照式（11.4)计算矩阵 E,,接着求最小化||Af,+ 1|并满足||f,+||=1 的

向量（= E.in,.它用算法 A5.6 完成.

(3)计算代数误差 e-Af,.由于 f,从而 e,被确定到仅相差一个正负号，修正 e,.的符号（必要时乘负 1)

使得当 �>0时 >0. 这样做是为了保证作为 e,.的函数的 &平滑变化.

(4)上两步定义了 IR3

^
IR9的一个映射: 现在用 Levenberg- Marquardt 算法（A6.2 节）迭代地变

化 e,以最小化|le,. 11 .
(5)收敛时，f,代表所求的基本矩阵.

算法 11.2 通过迭代最小化代数误差计算满足 det F =0的 F.

它不是在条件||m||=1 下最小化||AEm||,因为当 m 是 E

下，Em =0,因而||AEm||=0.
的右零空间的单位向量时是它的一个解.在这种情形e
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注意这种计算 F 的方法的优点在于算法的迭代部分是一个非常小的参数最小化问题，它

仅涉及三个参数( e 的齐次坐标）的估计 . 尽管如此，这个算法找到的基本矩阵在所有匹配点

上最小化代数误差.这些匹配点本身并不进入最后的迭代估计.

11.4 几何距离

本节介绍最小化图像几何距离的三种算法.我们推荐的算法是黄金标准方法，但在实现

时需花最多的代价.其他的算法也产生非常好的结果并且较易实现，但缺点是在图像误差是

高斯噪声的假设下不是最优的. 每个算法都涉及两个重要问题:非线性最小化的初始化和代

价函数的参数化.这些算法一般用前一节中的某种线性算法作初始化. 而在自动算法中采用

另一种方法,它选择7 组对应并由此产生关于 F 的一个或3 个解 .各种参数化方法在 11.4.2

节中讨论.对于所有的算法，我们都建议用平移和缩放使图像点归一化.这种归一化不改变

噪声的特性，因此不影响下面介绍的黄金标准算法的最优性 .

11.4.1 黄金标准方法

基本矩阵的最大似然估计与误差模型的假定有关.我们假定图像点的测量噪声服从高斯

分布 . 此时 ML 估计就是一种最小化几何距离（重投影误差）

的估计，其中,X;HXI'是所测量的对应;而元和 i;是估计的并准确满足 x；TFxi =0 的“真”对应，

其中 F 为估计的秩为2的基本矩阵.

误差函数可以按下面的方式最小化.定义一对摄像机矩阵 P = [ I 10]和 P' = [ M | t]. 另

外定义 3D 点 X,. 现在令 i,. = PX,.和 i; = P"X, ,改变 P'和点乂;以最小化误差表达式 . 接下来 F

可由 F = [ t] xM 计算 . 向量元和

^
;将满足 i'TF元 = 0.这个误差的最小化可用 A6.2 介绍的

Levenberg- Marquardt 算法来实现.参数的初始估计用归一化的 8 点算法计算，然后按第 12 章
介绍的方法进行射影重构. 因此，用这种方法估计基本矩阵实际上等价于射影重构 . 该算法

的步骤总结在算法 11.3 中.

用这种方法计算基本矩阵看上去计算代价很大.然而，采用稀疏的 LM 技术后，它并不比

其他迭代技术的开销大很多，有关细节在 A6.5 中给出.

11.4.2 秩2矩阵的参数化

(11- 6 )

几何距离代价函数的非线性最小化需要对具有秩2性质的基本矩阵参数化. 我们介绍三

种这样的参数化方法.

超参数化我们已经看到过的一种参数化 F 的方法是记 F =[t] x M，其中 M 是任意3 x 3
矩阵.该方法保证 F 是奇异的，因为[ t] x 是奇异的.这样一来，F 被 M 的9 个元素和 t 的三

个元素参数化——总共有 12 个参数，超过了最小参数个数:7. —般，这样做不会发生大的

问题.

对极参数化另一种参数化 F 的方法是指定 F 的前两列及两个乘子《和)3使得其第三列

可被写成前两列的线性组合 +队.于是，基本矩阵可以参数化为
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目标

给定组图像点对应 ，确定基本矩阵的最大似然估计（MLE)色

MLE同时还求满足 X；TFX,.=0 的辅助点对应集合U,㈠心！，并且最小化

+ d(x- ,x；>!
(1)用线性算法(例如算法 11.1)来计算 f 的一个秩为2的初始估计.

(2)计算辅助变量1 毛，$丨的初始估计如下：

U)选择摄像机矩阵 P =[I|0]和 P'=[[e - J .F|e']，其中 e'由 f 1

得到.

( b)用第12 章的三角测量法,由对应和 f 确定文的一个估计.

(c)与旁相容的对应是S,+ = P元,5;= P%.

(3)在 f 和文上4=1,⋯ ，最小化代价函数

^ d C x, ,^) 2 + d( x：,x：) 2

用 Levenberg- Marquardt算法来最小化这个代价，它有 3n + 12 个变量:3n来自于 ra 个 3D点文，而

1 2 来自于摄像机矩阵 [M 11],同时 F = [ t] x M 且5,=Pi,，朵;= P，i,.

算法 n.3 从图像对应估计 F的黄金标准算法.

~a b aa +^b~

F = c d ac+ /3d (11.7)

+妒」

它总共有 8 个参数.为了得到最小参数化集合,其中一个元素，比如/,可以设为 1.实践中

,/中绝对值最大的参数设为 1. 这个方法只用最少参数就保证得到一个奇异矩阵

F. 其主要缺点是它有一个奇异性——当 F的前两列线性相关时就无效了，因为此时不可能

根据前两列写出第三列.这个问题可能是有意义的，因为当右极点为无穷远点时会发生此

种情形 .此时 Fe = F( ei ,e2 ,0)
T
=0，从而 F的前两列线性相关.尽管如此,这种参数化方法

仍被广泛地运用，并且如果采取措施回避了这个奇异性，其效果还相当好 . 还可用另两列

代替前两列作为基，这种情形下当对极点在一个坐标轴上时会出现奇异性 .实践中，这些

奇异性在最小化过程中可被检测到，并且可将参数化方法切换到另一种迭代参数化方法来

将 a ,

处理.

注意(a，)3,-1)T是这个基本矩阵的右对极点——对极点坐标显式地出现在参数化中.

为了得到最好的结果，应该选取使得对极点中（绝对值)最大的元素为 1 的参数化.

注意:所有可能的基本矩阵的完整流形不被单个参数化所覆盖，而由一组最小参数化块覆

盖.因为在参数最小化的过程中，流形上会划出一条路径，当穿过两块边界时必须从一块转到

另一块. 这种情形下,实际上一共有18 个不同的参数块，依赖于 a，⋯,/中哪一个最大及哪两

列被取做基.

两个对极点都作为参数上面的参数化用一个对极点作为参数化的一部分.为对称起

见，可以用两个对极点作为参数. 所得 F的形式为
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aa + /3b
ac + pd

.a a + f3rc ab +^ fd aaa + ar/3b + /3 fac +^f /3d .

b
F = d (11.8 )

两个对极点为（a,)3,- 1)
T
和（Y，〆，-1)'如上所述,可以把 a，6，C W中的一个取 1. 为避免

奇异性，我们必须在取为基的两行和两列的不同选择之间进行切换.加上之一取为1

的四个选择，覆盖基本矩阵的完整流形总共有36个参数化块.

11.4. 3 —阶几何误差（Sampson 距离)

Sampson 距离的概念在 4.2. 6 节中做了长篇的讨论.这里 Sampson 近似用于由 x'TFx =0
定义的族，以便提供几何误差的一阶近似.

式( 4. 13) 给出了 Sampson 代价函数的一般公式.对于基本矩阵的估计，这个公式更为简

单，因为每组点对应只有一个方程（同时参见式 ( 4.2) ). 偏导数矩阵 J 只有一行，从而 JJT是一

个标量且式( 4. 12)变为

( X；TFX
|

) 2

W
从 J的定义和式（11.2)的左边给出的 A;= X；TFX;的显式形式得到

JJT =(Fx;)

^
+( Fx,)

^
+( FTX；)

^
+( FTX；)

^
式中，（Fx,

_g表示向量 Fx,的第；个元素的平方 � 因此,该代价函数为

( X；TFX, ) 2
V
； ( Fx, ) ^ + ( Fx, ) ^ + ( FTx；) ^ + ( FTX：) 22

这给出几何误差的一阶逼近.如果更高阶项比一阶项小，那么就可指望它给出好的结果.这

个近似被[ Torr-97 ,Toor-98 ,Zhang-98]成功地应用在估计算法中.注意这个近似在由两个对

极点确定的 IR4空间中的点上没有定义，因为这里 JJT为 0.在数值实现时应该避免这一点.

( 11.9 )

用这种方法逼近几何误差的突出优点是得到的代价函数只涉及 F 的参数，这意味着在精

确到一阶条件下最小化黄金标准代价函数时不需要引人一组辅助变量，即不需要 n个空间点

乂;的坐标 . 从而把一个7 +3/1个自由度的最小化问题减少为一个只有7个自由度的问题.

对称对极点距离方程式（11.9)在形式上类似于另一种代价函数

( ( Fx; ); + ( FXi ); + ( F、: ); + ( FTX；) ^ )^>( x;，FXi ) 2 + 火 Xi , FTx:) 2 = ^ ( xrFxJ 2

( 11. 10 )
它在每幅图像中最小化点到其投影的对极线的距离 . 然而，这个代价函数给出的结果似乎比

式（11.9 )稍差一点（见[ Zhang-98] ) ,因此不做进一步讨论.

11.5 算法的实验评估

我们利用几组图像对，通过由点对应估计 F来比较前几节的三种算法. 这些算法是:

(1)归一化的8点算法(算法 11.1).
(2)代数误差的最小化同时强迫奇异约束（算法 11.2).
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(3)黄金标准几何算法（算法 11.3)•

实验过程如下:对每一对图像，从匹配中随机地选取《组匹配点，并估计基本矩阵和计算

残差(见下面).这个实验对每个《值和每一对图像重复 100 次，然后画出平均残差关于 n 的

图像.它给出了当点数增加时不同算法的性能概况. 所使用的点数《从8 增加到总匹配点数

的3/4.

残差误差定义为

X ^( x；,Fx,) 2 + d( x,,FTx：) 2

式中，火 x，l)是点 x 到直线1的距离（以像素为单位）. 该误差为所有 /V 组匹配中每一点的

对极线与该点在另一幅图像上的匹配点之间的距离（对匹配中的两点都计算）平方和的平

均值. 注意这个误差是对所有々对匹配点进行评估，而不仅仅对用于计算 F 的《组匹配.

残差对应于式（U.10)中定义的对极点距离 . 注意这里评估的任何算法没有直接对这个特

定误差最小化.

各种算法用5 对不同的图像做试验.这些图像在图 11.2中给出，它体现了图像类型和对

极点位置的多样性.图像中显示了若干对极线. 对极线束的交点是对极点.虽然错匹配在预

处理中已被去掉，不同图像上的匹配点的准确性仍然变化很大.

N

房屋图像

走廊场景Grenoble博物馆

标定装置

图11.2 用于算法比较的图像对.在上面两对图像中，对极点远离图像中心.在中间的两对图像中，博物

馆的对极点相距很近而走廊的对极点在图像上.对于标定图像，匹配点可以极其精确地得到.
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结论图 11.3 显示并解释了这些实验的结果.它们表明最小化代数误差和最小化几何

误差的结果没有本质的区别.

雎 2

点数点数

槲 0.3

^ 0.2

点数点数

图11.3 算法实验评估的结果.对每一种情形比较计算 F的3 种方法.绘制了残差与用于计算 F 的点

数之间的关系.在每一幅图中，上面曲线（实线）显示了归一化8点算法的结果.同时显示了最小化几何

误差的结果（长划线）以及在行列式约束下的迭代最小化代数误差的结果（短划线）. 对大多数情况，迭

代最小化代数误差与最小化几何误差的结果几乎没有区别.这两种算法都明显优于非迭代的归一化8点

算法，尽管后者的结果也不错.

11.5.1 建议

本章讨论了计算基本矩阵的几种方法.我们觉得可能有必要给出关于选用哪种方法的几

个要点.简要地说，我们的建议是：

(1)不要使用未归一化的8点算法.

(2)为了快速并易于实现，使用归一化8点算法 11.1.它常能给岀足够好的结果，也适宜

作为其他算法的第一步.

(3)如果需要更高的准确性，采用代数最小化方法，用或者不用关于对极点位置的迭代均可.

(4)另一种能给出很好结果的方法是运用最小化 Sampson 代价函数式（11.9)的迭代最小

化方法 . 它与迭代代数方法给出相似的结果.

(5)若高斯噪声假设成立，为了保证得到最好的结果，可采用黄金标准算法 .

11.6 F 的自动计算

本节介绍自动计算两幅图像之间的对极几何的算法 .该算法的输入仅仅是一对图像，无

需其他的先验信息，其输出是估计得到的基本矩阵和一组对应的兴趣点 -该算法利用 RANSAC 作为搜索引擎，类似于4.8 节中介绍的自动计算单应的方法.算法

224



_
第11章基本矩阵 F 的计算

的思想和细节在那里已经给出，这里不再赘述，该方法总结在算法 11.4 中，并在图 11.4 中给

出其应用的例子.

目标

计算两幅图像之间的基本矩阵.

m
(1)兴趣点:在每幅图像中计算兴趣点.

(2)假设对应:利用兴趣点的灰度邻域的相近和相似计算它们的匹配集.

(3)RANSAC 鲁棒估计:重复 /V 次采样，其中 W 如算法 4.5 —样自适应地确定：

U)选择7组对应构成的一个随机样本并按 11.1.2 节中的方法来计算基本矩阵 F.将得到一个或

三个实解.

( b)对每组假设对应计算距离 d
±
.

(c)计算与 F —致的内点数，即满足<<�像素的对应的数目.

( d)如果 F 有三个实解，计算每一个解的内点数并保留具有最多内点数的解.

选择具有最多内点数的 F.在数目相等时，选择内点标准差最小的那个解.

(4)非线性估计:利用 A6.2节的 Levenberg- Marquardt 算法最小化某个代价函数（如式（11.6.))，由划

为内点的所有对应重新估计 F.
(5)引导匹配:利用所估计的 F定义对极线附近的搜索区域，以便进一步确定兴趣点的对应.

最后两步可以反复迭代直到对应的数目稳定为止.

算法 1 1 . 4 用 RANSAC 自动估计两幅图像之间的基本矩阵的算法.

关于该方法的一些注意事项：
( 1 ) RANSAC 样本 .仅用7 组点对应来估计 F. 它的好处是必生成一个秩 2 的矩阵，从而

无需如线性算法那样强迫矩阵的秩为 2. 利用 7 组对应而不用线性算法的 8 组对应的第二个

理由是:保证一个高概率的没有野值的结果所需的采样次数是样本集大小的指数函数.例如，

由表4. 3 可知:为达到 99%没有野值的置性度（从一个包含 50%野值的集合采样），利用 8 组

对应所需的采样数是 7 组对应的两倍.采用7 组对应略为不利的方面是它可能给出 F 的 3 个

实解,且所有 3 个解都要通过检验来选择.

(2)距离测量 .（由 RANSAC 样本）给定 F 的一个当前估计，利用距离勾测量一对匹配点

满足对极几何的接近程度. 关于有两种明显的选择:重投影误差，即代价函数式（11.6)中

最小化的距离（其值可以由 12.5 节的三角测量法得到）；或者重投影误差的 Sampson 近似

(<由式（11.9)给出）.如果采用 Sampson 近似，则应该用 Sampson 代价函数来进行 F 的迭代

估计.否则 RANSAC 中采用的距离与算法中其他地方采用的距离不一致.

(3)引导匹配 .F的当前估计定义了第二幅图像中 x 的对极线 Fx 周围的搜索带 . 对每个

角点 X，可以在这个带内寻找其匹配点.因为限制了搜索区域，可以采用一个较弱的相似性阈

值，没有必要采用“赢者通吃”的方案.

(4 )实现和运行细节 . 对图 11. 4 的例子，搜索窗是 ± 300 像素.内点的阀值是《 =1.25 像

素，总共需要 407 次采样.RANSAC 运行后的 RMS 像素误差是 0. 34(对 99 组对应），在 MLE
和引导匹配后是0. 33(对 157 组对应）.引导匹配 MLE 需要进行 10 次 Levenberg- Marquadt 算
法迭代.
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⑻

Tftlr
■ ㈣ k

.
士、
旅：V:

(C) (d)

(e) (f)

( h )(g)

图 11.4 用 RANSCA 自动计算两幅图像之间的基本矩阵 .（a)( b)牛津 Keble 学院的左右图像. 视图之

间的运动是一个平移加一个旋转 . 图像像素是 640 x 480.( c )( d )把检测到的角点叠加在图像上 . 每幅

图像上大约有500个角点.下面的结果叠加在左图上：（e)用连接角点的直线显示的 188 对假设匹配，注

意明显的误匹配;（ f)野值——假设匹配中的89 对；（g )内点——与估计的 F —致的99 组对应；（h)通过

引导匹配和 MLE 后，最后得到的 157 组对应 . 仍然存在几组误匹配现象，例如图左边的长线.

11.7 计算 F 的特殊情形

对于某些特殊的运动或者摄像机标定部分已知时，基本矩阵的计算可以简化 . 在每一种

情形下，基本矩阵的自由度数都小于一般运动时的7 个.我们将给出三个例子.

11.7.1 纯平移运动

这是可能出现的最简单的情形.此时矩阵可以被线性地估计并同时施加矩阵必须满足的

约束，即它是反对称的（见 9.3.1 节），并因此满足所需要的秩 2 约束 . 在此情形下，F =
[e - ],，且只有两个自由度，它可以由 e'的三个元素来参数化.

每组点对应为齐次参数提供一个线性约束，这可以从图 11.5 清楚地看出. 从两组点对应

可以唯一地计算这个矩阵.
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注意:对于一般的运动情形，如果

所有 3D 点共面（这是一种退化结构

(见 11.9 节）），则基本矩阵不能由图

像对应唯一地确定. 然而，对于纯平

移运动，则没有问题（两个 3D 点总是

共面的).唯一的退化是两个 3D 点与

两个摄像机中心共面.

这个特殊形式还简化了黄金标准

估计和结构恢复的三角测量 . 纯平移

下基于点对应的对极点的黄金标准估计，等于在给定一组成像平行线的端点下对消影点的估

计，见 8.6.1 节.

图像

图11.5 对于纯平移，对极点可由两点的图像运动估计.

11.7.2 平面运动

对于9.3.2节中介绍的平面运动情形，除了对整个矩阵有标准的秩 2条件外，还要求 F 的

对称部分的秩也为 2.可以验证式(9.8)的参数化，即 F =[e'] 1,]�[ e] x ，同时满足这两个

条件.如果用不加约束的 3维向量来表示 e'，15和 e,则用了9个参数，而在平面运动时基本矩

阵只有6个自由度.和通常一样，这种超参数化不成问题.

具有类似性质的另一种参数化是

F =4 xa ] x +趴1乂 +1/)，且 xX =0

式中，《和 )3是标量，3 维向量 xa，ls* U的含义由图 9.11a 可见 •

11.7.3 已标定的情形

对于摄像机已标定的情形，可以用归一化图像坐标并用计算本质矩阵代替求基本矩阵 .

与基本矩阵一样，本质矩阵可以由 8点或更多的点通过线性方法来计算，因为对应点满足定义

方程 X；TEX；=0.
该方法与计算基本矩阵的不同之处在于约束的强制实现中.基本矩阵要满足 det F =0,

而本质矩阵还要满足其两个奇异值相等这一额外条件.该约束可以由下面给出的不加证明的

结论来处理.

结论 1 1 . 1 设 E 是一个 SVD 为 E = UDVT的 3 x 3 矩阵，其中 D = diag( a，6,c )且《彡6彡C.

则在 Frobenius 范数下最接近 E 的本质矩阵是运 = UDVT，其中 6 = diag( [ a + b ) / 2 , [ a +
6 ) /2 ,0 ) .

如果目标是计算两个归一化的摄像机矩阵 P 和 P'(重构过程的一部分），那么其实没有必

要通过乘出 fi = ufivT计算色根据结论9.19,矩阵 P'可直接由 SVD 计算得到.从 P'的4 个可

能的解中选取一个的原则是:能观察到的点必须在两个摄像机前面.详见 9.6.3节的解释.

11.8 其他元素的对应

本章到目前为止仅使用了点对应，自然会产生的问题是:F 能否由点以外的图像元素的对

应来计算？答案是肯定的.但不是从所有类型的元素，这里讨论一些普通的例子.
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直线视图之间的图像直线的对应对 F 完全没有约束.这里的直线是指无限直线，而不

是直线段.考虑对应图像点的情形:每幅图像中的点反向投影成过摄像机中心的射线,这些射

线相交于一个3维空间点.一般情况下，3维空间中的两条直线是偏离的（即它们不相交），因

此射线相交的条件为对极几何提供了一个约束.相反地，在对应图像直线的情形，每一视图的

直线的反投影是一个平面.而3 维空间中的两个平面总是相交的，因此，关于对极几何没有约

束(3视图时存在一个约束).

对于平行直线情形，消影点的对应能提供关于 F 的一个约束. 然而,一个消影点同任何有

限点的地位相同,即它也提供一个约束.

空间曲线和曲面如图 11.6 所示，在对极平面与空间曲线相切的点上，像曲线与对应的

对极线相切.这为两视图几何提供了一个约束，即如果在一幅视图中一条对极线与一条像曲

线相切，则在另一幅视图中其对应的对极线必与像曲线相切.类似地，对于曲面情形,在对极

平面与曲面相切的点上，影像轮廓线也相切于对应的对极线.对极切点与点对应的作用一样

并且可以如[ Porrill-91]所介绍的那样把它包括在估计算法中.

二次曲线和二次曲面特别重要，它们都是代数对象，从而可以导出代数解.这样的例子在

本章末尾的注释和练习中给出.

⑻

图 11.6 对极几何的相切性 .（a)曲面情形 .（b)空间曲线情形——图像取自 Porrill 和 Pollard[ Porrill-91].
(a)中对极平面 CCX 与曲面相切于 X.在两幅视图中影像轮廓线与对极线在 X 和f 处相切.曲面上的虚

线是边界生成元 .（b)中对极平面与空间曲线相切.对应的对极线 1—1'与该像曲线相切.

1 1 . 9 退化

如果点对应集 I = 1，⋯，M 不能唯一地确定对极几何，或等价地，如果存在线性无

关的秩为2的矩阵巧

"
1，2，使得

兀巧七二。和 X:TF2X;=0

则称它在几何上关于 F 是退化的.

第21 章将对退化主题做详细的讨论.这里仅对景物点在直纹二次曲面或平面上的两种

重要情形做一个扼要的介绍.

如果两个摄像机中心不重合，那么对极几何是唯一确定的. 它总可以采用诸如式（9.1)

的方法由摄像机矩阵 P，P3十算得到.这里主要介绍对极几何不能从点对应计算出来的那些

结构.了解估计算法中的退化结构很重要，因为“接近于”退化的结构将有可能导致数值上的
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病态估计. 退化情形总结在表 11.1 中.

dim(W)=1:唯一解——非退化情形.

发生于一般位置的组点对应.如果 n >8,那么点对应必须是完全精确的（即无噪声).

dim( AO =2:1 或3 个解 .

发生于7组点对应的情形,同时也发生于 n >7组完全精确的点对应的情形，其中 3D 点和摄像机中心在一个被称为

临界曲面的直纹二次曲面上. 二次曲面可以是非退化的(单叶双曲面)或退化的.
dim( N ) =3:两参数的解族.

发生于由一个单应相关联的 n^6 组完全精确的点对应<= Hx,.
• 绕摄像机中心旋转（一种退化的运动》.
• 所有的世界点在一个平面上（一种退化的结构）.

表11.1 由点对应估计 F的退化情形，按式(11.3)中矩阵 A 的零空间 iV 的维数分类

11.9.1 点在直纹二次曲面上

第22章将证明如果两个摄像机中心和所有 3D 点都在被称为临界曲面[Maybank- 93 ]的
一个（直纹)二次曲面上，则退化将发生.直纹二次曲面可以是非退化的（单叶双曲面——冷

却塔）或者退化的（如两平面，圆锥面和圆柱面)——参见 3.2.4 节 . 但是临界曲面不可能是

椭圆面或者双叶双曲面.一个临界曲面配置可能有三个基本矩阵.

注意如果刚好是7组点对应，那么加上两个摄像机中心共有9 个点.一般的二次曲面有9

个自由度,并且过9点总可以构造一个二次曲面.当二次曲面是直纹二次曲面时，它是一个临

界曲面并且关于 F 可能有三个解.当二次曲面不是直纹面时 F 仅有一个实解.

11.9.2 点在平面上

一种重要的退化是所有的点都在一个平面上.此时,所有的点和两个摄像机中心在一个

直纹二次曲面上，即在由两个平面（过这些点的平面和过两个摄像机中心的平面）组成的退化

二次曲面上 •

平面点集的两幅视图通过一个 2D 射影变换 H 相联系 . 因此，假设给定一组对应点

满足 X:= HXi.就可以给定任意多个点 x;及其对应点 x;= HXi.这一对摄像机的基本矩

阵 满 足 方 程 只 要 FIT 1是反对称矩阵，这组方程就成立.因此,F 的

解是形如 F = SH 的任何矩阵，其中 S 是反对称矩阵.由于一个3 x 3 反对称矩阵 S 可以记成

S =[ t] x 的形式，向量 t 是任意3 维向量.因此,S 有三个自由度，从而 F 也如此.更准确地

说,对应 x.ox;给出一个三参数族的基本矩阵 F(注:其中一个参数为矩阵的尺度因子，因此仅

仅是一个两参数族的齐次矩阵).这样一来，由这组对应得到的方程组的系数矩阵 A 的秩必然

不超过6.

由分解 F = SH 和结论 9.9，摄像机矩阵对[I|0]和[H 11]对应于基本矩阵 F.这里，向量 t
可取任意值.如果点为 x;=(*; ,1)

7和 X:= HXi,则可验证点 X,=(*;，yi，1，0)
T
通过这两个

摄像机矩阵映射到\和 X;.因而，点 X;构成了场景的一个重构.

11.9.3 无平移

如果两个摄像机的中心重合，则对极几何没有定义.此外，诸如结论9.9的公式都赋给基
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本矩阵一个0值.在这种情形下，两幅图像通过一个 2D单应相联系（见 8.4.2节).

如果仍试图寻求这个基本矩阵，则如上所述，关于 F将有一个至少是2参数族的解.即使

摄像机没有做平移运动,8点算法等用于计算基本矩阵的方法仍将产生一个满足 x:TFXi =0 的

矩阵 F，其形式为 F =SH,其中 H是关联这些点的单应，而 S本质上是任意的反对称矩阵.由

H关联的点\和X:将满足这个关系.

11.10 计算 F 的几何解释

由一组图像对应|x严x:l 估计 F与由一组 2D点(A，7i)估计二次曲线（或由一组 3D点估

计二次曲面）问题有许多相似之处.

方程 x'TFx =0是关于*，y〆，/的一个约束,因此在 IR4空间中定义了一个余维数为1(维

数为 3)的曲面(族)V.该曲面是二次曲面，因为该方程关于 IR4中 的 坐 标 是 二 次 的.

有一个从3 维射影空间到族 V的自然映射，把任意 3D点映射为两幅视图中对应图像点构成

的 四 元 组 ，/)
T.如果将 x'TFX =0改写成如下形式_ 0 0 fu fi\ /31

0 O /12 /22 /32

/11 /12 0 0 /13

/21 /22 0 0 /23

-/31 /32 fn fi3 2/33.

y
( x y x' y' 1) = 0

则二次形式是显然的.

二次曲线拟合是估计 F的一个适宜的（低维)模型.为指出这两种估计问题的相似性:如

2- 2.3 节所介绍,一个点(

^
以）

7
为二次曲线的5 个自由度提供了一个约束：

ax] + bxiyi + cyj + + ey；+/=0

类似地，如式（11.2)，一组点对应Ui,：

^
X，y,')

T
为 F的8个自由度提供一个约束:

x'ixju + x[ yifl2 + x'Jl3 + y[xj21 + y'iyifri + y'if 23 + xj3l + yj32 +/33 =0
但两者不完全类似，因为由基本矩阵表达的关系关于两组指标是双线性的，这一点也可从上面

的二次型矩阵的零元素明显看出，而二次曲线的方程是任意的二次方程.同时，由 F定义的曲

面还必须满足由 det( F) =0 产生的一个额外约束，而在二次曲线拟合中却没有这样的约束.

我们知道当数据只与二次曲线的一小段对应时会出现外插问题，基本矩阵的拟合也有类

似的问题.事实上，不少情况下，数据足以精确地确定二次曲线的一条切线，但不足以确定二

次曲线本身，见图 11.7.对于基本矩阵，IR
4
中二次曲面的切平面是仿射基本矩阵（第 14 章），

当透视效果比较小时，这种近似是合适的.

切线

图 11.7 由点数据（表示为《 )估计一条二次曲线的条件可能不足.所有显示的二次曲线的残差都在点的

误差分布之内.然而，即使估计的二次曲线存在多义性，切线仍是良定的，并且可以根据这些点计算得到.
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11.11 对极线的包络

基本矩阵的一个应用是在第二幅图像上确定与第一幅图像上的点对应的对极线 . 例如，

如果我们正在搜索两幅图像之间的匹配点，第一幅图像中的给定点 X 的匹配点可以利用在第

二幅图像上沿着对极线 FX 搜索而找到.当然,当存在噪声时，匹配点不会正好在直线 Fx 上，

因为我们仅知道基本矩阵在由协方差矩阵来表示的某个范围内.一般情形下，不能只沿对极

线 Fx 搜索，而有必要在直线 Fx 两边的一个区域内搜索.我们现在来考虑怎样利用基本矩阵

的协方差矩阵来确定这个搜索区域.

设 x 是一个点而 F 是一个基本矩阵并已求得它的协方差矩阵SF.点 x 对应于一条对极

线丨= Fx，并且可以按照结论 5. 6 把协方差矩阵转移到协方差矩阵再根据结论 5. 6,由

1=：

^
给出对极线的平均值. 为避免出现奇异的情形,将表示对极线的向量 1归一化，使得

111 || = 1. 那 么 映 射 由 l = ( Fx ) / || Fx || 给出 .如果 J 是该映射关于 F 的元素的 Jacobian
矩阵 . 则 J 是一个 3 x 9 矩阵，且Z, = J Z F J T _

虽然约束 lliil = i 是最方便的约束，但下面的分析适用于将表示对极线的向量限制在 m3

中的一个2维曲面上变化的任何约束.这种情形下的协方差矩阵E,是奇异的，并且秩为2,因

为在约束曲面的法线方向上不允许变化.对一个具体的1，与均值的偏差（i - i)必须沿着约束

曲面，从而（在线性逼近中）正交于的零空间.

在余下的推导中，为了避免记号混淆，表示平均对极线的向量I将被记为 m. 现在，假设表

示对极线的向量1服从 Gauss 分布，具有给定似然的所有直线由下列方程给定：
( l - m ) T I；( I -m ) = k2

式中A 是某个常数.为做进一步分析，我们运用坐标的正交变换将5：,变为对角矩阵 . 因此可

以写成

( 11.11)

X； 0ux,uT = r,= oT 0

式中，S;是一个 2 X 2非奇异对角矩阵 . 对直线运用同一变换，可定义 2 维向量 m' = U m 和

l' = U l. 因 l' _ m'正交于2：;的零空间( 0 ,0 , 1 ) T ,故 m'和 1'的第三个坐标相同.如果必要的话，

通过把 U 乘以一个常数，可以假定这个坐标是 1.因此，我们可以记 l'=( r'T
，i )T

和 m'=
( m'T , l ) T ,其中 1"

'和 m'为两个2维向量.那么可以验证

A2 = ( l - m) T S；( l - m)

=( r -m,
)Trro,-m,

)

= ( T,
- m , )T I；- 1 ( r - m )

将该方程展开为

T,T f r ' T' - r,T S；-1 m ,
+ m ,T X；-1 m , - k2 = 0

并可以记为
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I
TT l) =o

或等价地(可以验证)

m ,m ,T - it2 i； m ,r,T i) = 0 ( 11.12 )
m

最后,上式又等价于

l；]-'r = 0
以上证明满足式（11.11)的直线构成由矩阵（m'm〃- A2r,广1

定义的线二次曲线.相应

的点二次曲线形成直线的包络，并由矩阵m'm'
T - A2S;所定义.现在可以再变回原坐标系来

确定在原坐标系下这些直线的包络.变换后的二次曲线是

(11.13)

C = U T ( m,m,T - A2 I；) U = m m T -i2 S, (11.14)

注意:当 A =0 时，二次曲线 C退化为

_
T
，表示直线m上的点集.当 A 增大时,二次曲线变为

双曲线，其两个分支分别在直线 m的两边.

假如我们想通过选取 A使得对极线的某个比例 a 在这个双叶双曲线围成的区域内.式

(11.11)中的值 *2 =(卜111)
7：1;(1 - 111)服从；

^
分布,累积卡方分布

^
(*2)= 处表

示一个;

^
随机变量的值小于 A2的概率(〆�和 分 布 在 A2.2节中定义).将其运用于一条随机

直线1，可以看出为了保证直线的某个比例 a在由式（11.14)定义的双曲线界定的区域内.必
须选取P使得AU2) =a( ra =2,因为协方差矩阵L的秩为 2).因此

^
=/

^
( £0,例如当 a =

0.95 时,可求得 A2 =5.9915.由式（11.14)给出的对应的双曲线是 C = mmT -5.99155；,.总结

以上讨论得到

结论 11.2 如果1是服从均值为 1 ,协方差矩阵为秩2 矩阵的高斯分布的随机直线，
则平面二次曲线

c = nT -*2i 1

表示一个等似然轮廓，它围住了直线1的所有事件中的某一部分.如果表示累积;

^
分

布,且选择 P使得 F2(P ) ，则所有直线中占《比例的部分落在由 C 所界定的区域内. 也就

是说这些直线落在这个区域的概率是 a.
运用这个公式时必须要清楚它仅表示一个近似，因为对极线不是正态分布.我们总假定

分布可以利用 Jacobian 正确地变换，但这是一种线性的假设.这个假设对于方差小且接近于

均值的分布是最为合理的.这里,我们利用它寻找95%样本所在的区域，即几乎是误差分布

的全体. 在这种情况下，误差是高斯分布的假设是欠合理的.

(11.15)

11.11.1 对极线协方差的验证

我们现在提供对极线包络的一些例子，以证实和说明上面推导的理论.但在此之前，我们

将直接验证关于对极线的协方差矩阵的理论.因为一条直线的3 x3 协方差矩阵从数量上不

太容易理解,我们考虑对极线方向的方差.给定一条直线1 =(HZ3 )
T
，表示其方向的角度
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由 0 = arCtan( -

^
4)给出.令 J 等于映射 1—0的1 X3 的 Jacobian 矩阵，可以发现角度0的方

差是 <r2
e = JE,JT.这个结论可以通过如下的模拟来验证.

考虑点对应已经确定的一对图像.由这些点对应计算基本矩阵，再矫正这些点使得其在

对极几何映射(如 12.3 节所介绍）下精确地对应.再用 n 组这样矫正过的对应来计算基本矩

阵 F 的协方差矩阵.然后，对第一幅图像中另一组矫正过的“测试”点 x;，计算出相应对极线

1；= FXi的均值和协方差，从而算出该对极线方向的均值和方差.由此给出了这些量的理论值 •

下一步，进行 Monte Carlo 模拟，对用来计算 F 的点的坐标加人高斯噪声.用求得的 F 计

算每一个测试点所对应的对极线，既而这些对极线的角度及角度与均值的偏差.如此进行多

次并算出该角度的标准差，最后将它同理论值相比较.对于图 11.2中的雕塑图像对的结果如

图 11.8 所示 •

°0 2 4
点数 点数

(a) (b)

图 11.8 对图 11.2 中的雕塑图像对中的 15 个测试点的对极线的方向角进行理论值和 Monte Carlo
模拟值的比较.水平轴表示点数（1 到 15)而竖直轴表示角度的标准差 .（a)对极几何结构（基本矩

阵）由 15 组点匹配算出时的结果.（b)使用50组匹配时的结果.注意:这些图的水平轴表示编号为1

到 15 的离散点.这些图用连续曲线表示仅仅是为了视觉上的清晰.

雕塑图像的对极线包络图 11.2 的雕塑图像对很有意义，因为整幅图像的深度变化很

大.在图像中出现近点（在雕像上）和远点（在后面的建筑物上）非常靠近的现象. 基本矩

阵已由若干点计算得到.选定第一幅图像中的一个点（见图 U.9)并用 Monte Carlo 模拟来

计算当每组匹配点坐标的噪声在 0.5 个像素水平时的几条可能的对极线.为了检验这个理

论，我们从理论上计算了对极线的均值和协方差.算出95%对极线包络并在第二幅图像上

画出.图 11.10 显示了用不同点数计算 F 的结果. 当《=15 时，该95%包络非常接近于模

拟的直线包络. -
图 11.10 所示的结果表明，点匹配对计算对极线包络有重要实际意义.因此，假设我们

试图寻找图 11.9 中那个前景点的对应.如果仅用10 组点匹配来计算对极线，那么在给定

的包络宽度上做对极线搜索不大可能成功.即使 n = 15 时，在正确匹配水平上的包络宽度

还有几十个像素.当〃=25 时，结果较满意.注意这种不稳定是这个问题的内在性质，而不

是任何计算 F 的特定算法的后果.

一个有趣问题是关于包络最窄点的位置 . 此时，它好像接近于图 11.9 中背景点的正确
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图 11.9 ( a)第一幅图像中用于计算第二幅图像的对极线包络的点 . 注意在第二幅图上找到的点出现了

多义性.所标记的点可以表示雕塑腿上的点（前景）或雕塑后面的大楼上的点（背景）. 在第二幅图像中，

这两点分得很开，并且对极线必须两者都通过 .（ b)由 n = 15 组点匹配计算得到的对极线.不同的直线对

应于匹配点注人不同噪声的情形. 在计算所选点的对极线之前，为理想匹配点位置的每一坐标添加 0.5

像素的高斯噪声. 利用 ML 估计算法（黄金标准算法）计算 R 这个实验证明由少数点来计算对极线基本

上具有不稳定性.为寻找左图中所选点的匹配点，需要搜索所有这些对极线所覆盖的区域.

图 11.10 当噪声水平是 0.5 像素并且 F 由 n = 10，15，25，50 对点计算时对极线的95%包络 . 对每种情

形，Monte Carlo 模拟的结果（虽然没有显示在这里）与这些结果很接近 . 可把这里的 n = 15 的情形与

图 11.9 相比较. 注意当 n = 10 时，对极线包络非常宽（ >90°),这表明此时由 10 对点计算得到的对极线

的置信度很小. 当《=15 时包络仍然相当宽. 当

^
=25 和

^
=50 时对极线具有相当好的精度.当然，包

络的准确形状强烈地依赖于什么样的匹配点被用来计算对极几何结构.
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匹配位置 . 前景点（雕像的腿）的匹配远离这个包络的最窄点 . 虽然我们对包络窄点的准

确位置不能充分理解，但这里好像是因为用来计算 F 的多数点在背景的建筑物上.这偏向

于假设其他匹配点接近建筑物平面 . 对于深度很不同的点的匹配准确性要差.

靠近对极点的匹配点——走廊场景当要匹配的点靠近于对极点时，对极线的确定更

不稳定，因为关于对极点位置的任何不确定性都导致对极线斜率的不确定性 . 另外，当接

近这个不稳定位置时，式（11.14)的推导中隐含的线性近似变得更站不住脚 .特别是对极

线的分布将偏离正态分布.

11.12 图像矫正

本节给出一种图像矫正的方法，即为了产生一对“匹配对极线的投影”，对视点差别很

大的立体图像对进行重采样.这些投影的对极线平行于 * 轴并且在视图之间相匹配，从而

图像之间的视差仅发生在 z 方向，即 y 方向没有视差 .

这个方法建立在基本矩阵之上.为了使对极线匹配,对两幅图像施加一对 2D 射影变

换.业已证明可以选择使得匹配点几乎有相同 * 坐标的两个变换.用这种方式使两幅图像

(如果相互重叠在一起）尽可能地对应，并且任何视差都将平行于％ 轴. 因为施加任意的2D
射影变换可能造成图像极大的失真，寻找变换对的方法要使得图像失真最小.

事实上，对两幅图像进行适当的射影变换的问题可简化成由一对并排放置且主轴相互

平行的相同摄像机所产生的对极几何问题. 在以前的文献中所介绍的许多立体匹配算法都

假定了这个几何.经过这样的矫正后，根据简单的对极结构和两幅图像的相近对应，匹配

点的搜索极大地简化了.它可以用作为复杂图像匹配的预备步骤.

11.12.1 映射对极点到无穷远点

本节我们将讨论寻找把一幅图像的对极点映射到无穷远点的射影变换 H 的问题. 事

实上，如果对极线被变换为平行于％ 轴的直线，则对极点应该被映射到特定的无穷远点（1,

0，0)
T. 这个问题给 H 留下了许多自由度（实际是4个），而且如果选择了不恰当的 H，图像

将发生严重的射影失真 . 为了使重新采样的图像与原始图像看起来一样，我们可以对 H 的

选取施加严格的限制.

一个导致好结果的条件是要求变换 H 对图像给定点 X。的邻域的作用尽可能地是一个

刚体变换.这意味着在一阶近似程度上,％的邻域只被旋转和平移，因而原图像和重采样的

图像看起来是相同的. 点 X。的一种适当选择是取图像的中心.例如，在航空摄影中如果已

知视点不是过分倾斜，这会是一种好的选择.

现在，假定 X()是原点且对极点 e =(/，0，1)7在 * 轴上.考虑下面的变换

f 1 0 01
G = (11.16)0 0

L - 1// o 1」
该变换把对极点(/，0，1)

T变到无穷远点(/，0,0)T
，这正是我们所需要的.点（心7，1)

7
被 G

映射到点(K，i ) T
=(a，}"，1 - 若 U// I <1，则

( x 9 y 9 l ) J
= ( x 9 y 9 l - x/ f ) 1

= ( x { \ + x / f + L ) ,j( l +

^
//+L),1 ) T
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其 Jacobi 矩阵是

a ( ^ , r ) _ [1 + 2x/ f
d( x , j r ) ~ [ y/ f 1

外加* 和7的高阶项.现在，若* =；K =0,则它是一个恒等映射.也就是说，G 在原点（一阶）

近似于恒等映射.

对于任意位置上的兴趣点 X。和对极点 e，所需要的映射 H 是乘积 H = G R T，其中 T 是把

点 X。映到原点的平移,R 是一个绕原点的旋转并使对极点 e'转到 * 轴上的点(/，0，1)
T
，而 G

是刚讨论过的把(/,0，1)
T
变到无穷远点的映射 . 这个复合映射是在 X。邻域内的一个刚体

变换的一阶近似.

:J

11.12.2 匹配变换

上节给出了如何把一幅图像中的对极点映射到无穷远点的方法.接下来，我们将看到

怎样把一个映射施加到另一幅图像上使得对极线互相匹配.我们考虑两幅图像 J 和 ■/'.我

们的目的是将变换 H 作用于/并将 H'作用于 ，从而对这两幅图像重新采样. 完成的重采

样要使得 ■/中的对极线与，中对应的对极线匹配.更具体地说，如果1和 r是两幅图像中任

何一对对应的对极线，则 = (回忆 H
_

T
是与点映射 H 相应的线映射）满足这个

条件的任何一对变换被称为一个变换匹配对.

我们选择变换匹配对的策略是：如上节所述，先选择某个变换 H'把对极点 e'映到无穷

远点.然后寻求最小化距离平方和

^( Hx^ HXO 2

的匹配变换 H.首先要解决的问题是如何寻找一个匹配 H'的变换.这个问题由下面的结论

(11.17)

回答.

结论11.3 设
_
/ 和 /'是具有基本矩阵[=[6'] )<

]\1的两幅图像，并设 H'是的一个射

影变换. 则 J 的一个射影变换 H 与 H'匹配当且仅当对某个向量 a,H 具有形式

H = ( I + H V a T)H'M (11.18)

证 明 如 果 x 是 /中的一个点，则 e x x 是第一幅图像中的对极线，而 F x 是第二幅图像

中的对极线.变换 H 和 H'是一个匹配对当且仅当 H
_

T
( e x x) = H'

_ T F X.因为该式必须对

所有的点 x 成立，故可等价地写为 H -T[ e] x = H'
_ T F = H〃T[ e'] x M,或者应用结论

A4.3,得
[ H e] x H =[ H(e -]1# H ( M

根据引理 9.11，这蕴含所需要的 H = (I+ H'e'a T)H'M.
下面证明逆命题，如果式（11.18)成立，则

H e = ( I + H,e,a T)H , M e = ( I + H,e,,T)H,e,

=(1 + a T H,e,)H,e,= H,e,

它和式（11.18)—起足以证明式（11.19)成立，因此 H 和 H'是匹配变换.

我们对把 e'变到无穷远点（1 ,0,0)T
的变换 f T特别感兴趣 . 在这种情形，矩阵 I +

H V a T =1+(1,0，0)T a T有如下形式

(11.19)
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b c"

0 1 0
Lo o i .

它表示一个仿射变换.因此结论 11.3 的一种特殊情形是

推论 11. 4 设《/ 和 /'是具有基本矩阵 F =[ e'] x M 的图像，并设 H'是 /'的把对极点 e'
映到无穷远点（1,0,0)

T
的一个射影变换.则 /的一个变换 H 与 H'匹配当且仅当 H 的形式

为 H = HAH。，其中 11。=11']\1，而 1

^
是形如式（11.20)的一个仿射变换.

给定把对极点映射到无穷远点的 H'，我们可以利用这个推论选择一个最小化视差的匹

配变换 H. 记 七 = H'x:和 i;= HDx,.，则最小化问题式（11.17 )就是寻找形如式（11.20)并

HA = ( 11.20 )

使得

( 11.21 )

最小化的 HA.

具体地说，设 = 并设 = 因为 H'和 M 是已知的，这些向量

可以从匹配点算出.于是需要被最小化的量（式（11.21))可以表示为

( a x；+ byt + c - x [ ) 2 + ( y；- y [ ) 2

因为（A -R)2是常数，它又等价于最小化

+ by,

这是一个简单的线性最小二乘参数最小化问题，利用线性方法（见 A5.1)容易求得 a,6，C.

然后 HA可由式（11.20)算出，而 H 由式（11.18 )算出.注意一个线性解是可能得到的，因

为 HA是一个仿射变换.如果它仅是一个射影变换，那就不是线性问题了.

11.12.3 算法概述

-幻 2+ C

现在总结重采样算法.其输人是有共同重叠区域的一对图像.其输出是重采样的一对

图像，使得这两幅图像中对极线都是水平的（与 x 轴平行），并且两幅图像中的对应点尽可

能相互接近. 两个匹配点之间的任何视差都沿着水平对极线.该算法的一个顶层概述如下.

(1)在两幅图像之间确定从图像到图像的匹配种子集合 x;ex;.最少需要7个点，当然越

多越好.可以通过自动方法来发现这样的匹配.

(2)计算基本矩阵 F 并且找到两幅图像中的对极点 e 和 e'.
(3)选择一个把对极点 e'映射到无穷远点（1,0，0)T

的射影变换 H'. 11.12.1 节的方法常

能得到好结果.

(4)求最小化最小二乘距离

的匹配射影变换 H.采用的方法是 11.li.2节所介绍的线性方法.

(5)根据射影变换 H 重采样第一幅图像并根据射影变换 H'重采样第二幅图像.

例 11. 5 模型房屋图像.
图 11.11a 显示了某个木块房屋的一对图像.在这两幅图像中自动地抽取边缘和顶点并

(11.22 )
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且用手工方法匹配少数共同的顶点.然后,按照这里介绍的方法重采样这两幅图像.其结果

在图 11.l i b 中显示.在这种情况下，由于视点和物体的3 维形状有很大差别，这两幅图像即

使重采样后看起来也相当不同.然而，这就是第一幅图像中的任一点与第二幅图像中具有相

同 y 坐标的点匹配的真实情形.因此，为了进一步求得两幅图像之间的匹配点仅需进行一维

搜索 •

⑻ (b)

图11.11 图像矫正 .（a)—座房屋的一对图像 .（b)利用由 F 求得的射影变换，由

(a)计算得到的重采样图像.注意( b)中的对应点沿水平方向匹配.

11.12.4 仿射矫正

本节所讨论的理论可同样适用于仿射重采样.如果两个摄像机可以由仿射摄像机来近

似，那么我们可以仅用仿射变换对之进行矫正. 具体实施时可以用仿射基本矩阵(见 14.2 节）
代替一般的基本矩阵. 上面的方法只要稍加改动就可用来计算一对匹配的仿射变换. 图 11.12

给出用仿射变换矫正后的一对图像.

图 11.12 用仿射变换作图像矫正 .（a)—对原始图像.（b)用仿射变换矫正后的图

像细节.在512 X512图像中，矫正后 y 方向的平均视差在3 个像素的量级上（对正

确矫正的图像来说，y 方向的视差应该是零）

11.13 结束语

11.13.1 文献

计算基本矩阵的基本思想由[ LonguetHiggins- 81]给出，它非常值得一读.虽然它仅针对

标定矩阵的情形,但其原则也适用于未标定的情形 . 未标定情形的一篇好的参考文献是

[Zhang-98]，它考虑了大多数最好的方法.另外，跟随 Csurka 等的更早工作[Csurka-97]，该文

献也考虑了对极线包络的不确定性. 对未标定情形的 8 点算法的详细研究由[Hartley- 97]给
出.Weng 等[Weng- 89]把 Sampson 逼近用于基本矩阵的代价函数

_
强迫被估计的 F 的秩为2
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的 SVD 方法由 Tsai 和 HUang[ Tsai- 84]提出 .

有大量关于二次曲线拟合的文献——最小化代数距离[ Bookstein- 79 ]；几何距离近似

[ Sampson-82,Pratt- 87 ,Taubin-91]；最优拟合[Kanatani-94]和拟合特殊形式[ Fitzgibbon-99].

11.13.2 注释和练习

( 1 )6组点对应把 e 和 e'限制在每幅图像中的一条平面三次曲线上（[ Faugeras- 93]).在

每幅图像中该三次曲线也通过这 6 点 . 下面是这些结果的推导概要 . 给定 6 组点对应，

式（11. 3)中的 A的零空间是3 维的.从而其解是 F = a,F1 + a2F2 + a3F3，其中 F,.表示对应于

生成该零空间的诸向量的矩阵.对极点满足 Fe =0,因此[(F〆），（F2e)，（F3e)](ai ,a2 ,a3 )T = 0.

因为该方程有一个非零解，由此推出 det[( Fie)，（F2e)，（F3e)] =0,它是 e的三次多项式.

( 2 )证明 4 个共面点的图像对应和一个二次曲面的轮廓线可以确定基本矩阵到具有两重

多义性（提示:参见算法 13. 2 ) .

(3)证明一条(平面)二次曲线的对应图像等价于关于 F的两个约束，详见[ Kahl- 98b].
(4)假定一组立体图像对是通过一个摄像机沿它的主轴向前平移而得到 .11.12 节所介

绍的图像矫正的几何能否适用于这种情况？见[ PollefeyS-99a]中的另一种矫正几何.

239



第 章

结 构 计 算

本章介绍当 3D 点在两幅视图上的像和这些视图的摄像机矩阵给定时，如何计算该点的

位置.假定误差仅出现在测量的图像坐标中，而投影矩阵 P，P'没有误差.

在上述条件下，由测量图像点的反向投影射线构成的简单三角测量将不再适用，因为这两

条射线一般不相交.因此有必要为 3D 空间中的点估计一个最优解.

一个最优解需要定义并最小化一个适当的代价函数.这个问题在仿射和射影重构中尤其

关键，因为这里关于物体空间不存在有意义的度量信息.我们希望寻找一种在空间射影变换

下不变的三角测量.

在下面各节中，我们将给出 X 及其协方差的估计. 推导关于点的最优（MLE)估计算法，

并且证明不需要数值最小化就能得到一个解 .

注意，上述情形是先知 F 而后求 X.另一种情形是从图像点对应 j x

^
x；|同时估计 F 和

|X;( ，但这不在本章考虑的范围之内.可以利用本章所介绍的算法作为一个初始估计，并用

11.4.1 节中的黄金标准算法来解.

12.1 问题陈述

假定摄像机矩阵已给定,从而基本矩阵也就给定;或者假定基本矩阵已给定，从而可以构

造一对相容的摄像机矩阵（如 9.5 节所述）.在任一种情况下都假定这些已知矩阵是准确的，

或者与两幅图像中的一对匹配点相比具有极大的准确性.

因为被测量点 x 和 x'有误差，所以从点反向投影的射线不共面.这意味着不存在准确地

满足 x = PX，x'= P'X 的点 X;并且图像点不满足对极几何约束 X'TFx =0.这些说法是等价的，

因为对应于一对匹配点 xex'的两条射线在空间中相交当且仅当这两点满足对极几何约束.

如图 12.1 所示.

三角测量法的一个理想特性应是其在重构的某种适当的变换下保持不变——若已知摄像

机矩阵仅相差一个仿射（或射影）变换，则显然希望利用仿射（或射影）不变的三角测量法来计

算 3D 空间点.因此，用 i�表示由点对应 xex'及一对摄像机矩阵 P 和 P'来计算 3D 空间点 X
的一种三角测量法.我们记

X = r(X,x，，P，P')
称三角测量在变换 H 下是不变的，如果

r(x,x,,P,P,) = H -1 r(x,x,,PH -',P,H -1 )
这意味着利用变换了的摄像机做三角测量得到变换的点.
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图1

(b)

图 12.1 (a)从非理想测量点 x和f反向投影的射线在3 维空间中一般不共面 .（b)x 和 X'的

对极几何.测量点不满足对极几何约束.对极线 l'= Fx是过 x的射线的像，而对极线 1 = FTX'
是过 x'的射线的像.因为射线不相交，x'不在 1'上，并且 x也不在丨上，

显然，特别是对射影重构，在 3D射影空间 IP3中最小化误差是不合适的.例如，寻找空间

中两条射线的公垂线的中点的方法不适合于射影重构，因为诸如距离和垂直等概念在射影几

何的背景下是无效的. 事实上，在射影重构中，这个方法将根据具体采用的射影重构而给出不

同的结果——这个方法不是射影不变的 •

这里我们将给出一种射影不变的三角测量法.其关键思想是估计一个精确满足所给定的

摄像机几何的 3D点i，因此它投影为

x =PX
且目标是由图像测量 X 和 x'来估计�如 12.3 节所述，在高斯噪声下,最大似然估计由最小

化重投影误差（义的投影和测量图像点的（平方和）距离）的点& 给出.

这样的三角测量法是射影不变的，因为仅仅最小化了图像距离，且i的 投 影 点 朵 和 不

依赖于定义i所用的射影坐标系，即不同的射影重构将投影到同样的点 •

下面将给出简单的线性三角测量法.然后定义 MLE,并且证明通过求一个六次多项式的

根能得到一个最优解,因而避免了代价函数的非线性最小化.

x'=P'X

12.2 线性三角测量法

本节将介绍简单的线性三角测量法，通常，所估计的点不能准确地满足几何关系，因而不

是一个最优估计.

线性三角测量法是 4.1 节介绍的 DLT方法的直接模仿.在每幅图像中我们测量 x =PX,
x'=P'X,且这些方程可以组合成 AX =0的形式，它是关于 X 的线性方程.
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首先通过叉乘消去齐次标量因子,使每个图像点给出三个方程，其中两个是线性独立的.

例如，对第一幅图像有 X X(PX) =0,将其展开得

*(p3TX) -(p1TX) =0
y(p3TX) -( p2TX) =0

*(p2TX) - y(p1TX) =0
式中，P‘7是 P 的行,这些方程关于 X 的分量是线性的.

然后可以组成形如 AX =0的方程，其中

- P
，T 1

rP3T - P2T-y3T - PjIT

x p

A =

„ /«/3T j2TL r p -p 」

这里从每幅图像取两个方程，总共给出关于4 个齐次未知量的4 个方程.这是一个冗余方程

组，因为解在相差一个尺度因子的意义下被确定.这里将再次考虑 4.1 节讨论过的求解形如

AX =0的方程组的两种方法.

齐次方法( DLT) 如 A5.3 节所示，4.1.1 节的方法取 A 的最小奇异值对应的单位奇异

向量作为解 - 4.1.1 节中关于归一化的好处以及从每幅图像中选取两个或三个方程的讨论，同

样适用于这里.

非齐次方法 4.L 2 节讨论了把解这个方程组化为解一个非齐次方程组的方法.令 X 二

( X,Y,Z，1)T,齐次方程组 AX =0 化为关于3 个未知量的4 个方程 .A5.1 节中介绍了这些非

齐次方程的最小二乘解，然而如4.1.2 节所解释的那样，当真正的解 X 的最后一个坐标等于

或接近于0时，该方法将遭遇麻烦.对这种情形，令它为 1 显然不合理,而且可能出现不稳定

现象.

讨论这两种方法非常相似，但实际上当有噪声存在时它们具有相当不同的性质.非齐

次方法假定点 X 不在无穷远，否则我们就不能假设 X =(X，Y,Z,1)t，当我们寻求实现射影重

构时，这是该方法的一个缺点，因为所重构的点可能在无穷远平面上 .进一步地说，这两种线

性方法都不是非常适合于射影重构，因为它们都不是射影不变的.为说明这点，假设摄像机矩

阵 P 和 P'由 PfT 1和 P'lT 1代替.对于这种情形，方程的系数矩阵 A 变成 AH
'于是在原问

题中使 AX = e 的点 X 对应于在变换后的问题中满足（AIT

^
HX) = e 的点 HX.因此，点 X

和 HX 之间存在给出相同误差的一一对应. 然而，在应用了射影变换 H 后，齐次方法的条件

||X||=1 和非齐次方法的条件乂 =(义八/,1)
7
都不是不变的.因此原问题的解 X —般不对

应于变换后的问题的解

另一方面，对仿射变换而言情形则不同 . 事实上，尽管条件 II X H = 1 在仿射变换下不保

持，但条件叉 =(\彳，2，1)
7
保持不变，因为对仿射变换11有11(乂彳，2，1)

7
=(\'，¥

^
，1)

7.

这意味着使人(乂,丫,2，1)
7=�的向量乂=(又,丫，2,1厂与使（入『1

)(乂'，丫
，,2%1广 = 6的向

量}1\ =(1'八'7',1)
7
之间存在一一对应的关系. 对应点的误差相同.这样一来,使误差

II e II 最小化的点也是对应的，因此，非齐次方法是仿射不变的,而齐次方法却不是.

在本章余下的部分中，我们将介绍对于摄像机的射影坐标系不变并且最小化几何图像误

差的一种三角测量法.这将是推荐的三角测量法，然而，上面介绍的齐次线性方法也常常提供

可接受的结果. 而且，它的优点是容易把三角测量法推广到视图多于两幅的情形.
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12.3 几何误差代价函数

观察由一般不满足对极几何约束的一组含噪声的点对应 xex'形成的典型情形 .实际

上，对应图像点的正确值应该是在测量点 xeXf附近的点 iof ，且精确满足对极几何约束

X
,TFX =0.

我们寻求最小化函数

C( x , x' ) = d ( x , x ) 2 + d ( x' , x' ) 2
满足 i,TFx =0

的点 i和i',其中 d ( * , * )是点之间的欧氏距离.该问题等价于最小化点爻的重投影误差，

交由与 F 相容的投影矩阵映射到 i和 i'，如图 12.2所示 .

(12.1 )

x

图 12.2 几何误差最小化.估计的 3维空间点 X 投影到两幅图像中的 x , X' - 与测量点 x 和 x'不同，

对应图像点5, 满足对极几何约束.点S的选择标准是使重投影误差 d2 +d'2最小化.

正如4.3 节所解释的，在高斯误差分布的假设下，点i和是关于真实图像点对应的最大

似然估计( MLE).—旦求得 i 和 i',点i便可以由任意三角测量法求得，因为相对应的射线

将恰好在空间相交.

当然，也可以利用 Levenberg- Marquardt(见 A6.2 节）等数值最小化方法来最小化这个代价

函数.还可以用几何代价函数的一阶近似，即 Sampson 误差来得到最小值的一个近似值，这将在

下一节中介绍.然而，12.5 节将证明可以通过解一个6次多项式的非迭代方法来求该最小值.

12.4 Sampon 近似(一阶几何矫正)

在推导准确的多项式解之前，我们先推导 Sampson 近似，该方法在测量误差相对于测量值

很小时是有效的.对于基本矩阵情形，几何代价函数的 Sampson 近似已在 11.4.3 节中讨论.
这里我们所关心的是对测量点进行矫正的计算.

4.2.6节中证明了测量点 X =(*，7，/，/广（注:在本节中，\不表示齐次 3D 空间点）的

Sampson 矫正 8X是式(4.11)

8X = - JT ( JJT )-' e
而矫正后的点是

2 4 3
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X = X + 8x = X - JT ( JJT )- 1 e
11.4.3 节中指出：对于由 x'TFx =0所定义的族，该误差是 e = x'TFx,其 Jacobian 是

7= 3e/ to =[( FTx(

)1 ,( FTxJ)2,(Fx)1 ,( Fx)2]
式中，（FTx'),= f u x' + f2l y' +/31，其他类似.于是矫正点的一阶近似就是

(FV)2

㈣;.( ml (Fx),
,( FX)2 y

如果每幅图像中的矫正量很小（小于一个像素），则该近似是准确的，且计算量小,但是注

意:矫正的点不会精确地满足对极几何关系 i,TFx =0.用下一节的方法计算的点将准确

地满足对极几何约束，但是需要更大的计算量.

X
,TFXy y

X'
W

12.5 最优解

本节介绍一种用非迭代算法求代价函数式（12.1)的全局最小值的三角测量法，如果高斯

噪声模型的假设是正确的，那么可以证明这个三角测量方法是最优的.

12.5.1 最小化问题的重新公式化

给定一组测量得到的对应 x

^
x',我们要寻找一对点 i 和 i',它们最小化距离平方和

(式（12.1))并满足对极几何约束 X
,TFX =0.

下面的讨论与图 12.3 相关.任何一对满足对极约束的点必须在两幅图像中对应的对极

线上.因而，具体地说，最优点 i 在对极线丨上且 P在对应的对极线 r上.另一方面，直线丨和

1'上的任何其他点对也将满足对极几何约束.尤其对于1上与测量点 x 最近的点 Xi以及相应

地定义在 1'上的点 x'x ，这也是成立的 . 在直线丨和 1'上的所有点对中，点 *± 和 x'±最小化

式（12.1)的距离平方和. 因此朵'= )1'±且$=11，其中\
±和 ％'1针对一对匹配的对极线1 和 1'

而定义. 因此我们可以记 d(xj) =d(x，l)，其中 d(x，l)表示从点 x 到直线1的垂直距离.对

^
x'，i')有类似的表达式.

图12.3 —个估计的3D 点 X 的投影 S 和 i'在一组对应的对极线上.最优点 S 和 5'
为测量点 x 和 x'到对极线的垂足.把对应的对极线参数化成单参数族，义的最优估
计简化为关于对应对极线的单参数搜索，以最小化垂直距离的平方和孑 + d'2.
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根据上一段的分析，我们可以用如下的不同方式表述最小化问题.我们要最小化

d( x ,iy +d( x' ,i' y
式中,1和1'取遍所有对应的对极线.因此点i是在直线1上与点 X 最靠近的点，i'也类似定义.

最小化式（12.2)的策略如下：
(1)用参数 * 参数化第一幅图像中的对极线束.因此第一幅图像中的对极线可以被记为 1(0.
(2)利用基本矩阵 F,计算第二幅图像中对应的对极线

(3)把距离函数 d ( x，l ( t ) ) 2 + d( x' ,l' ( t ) )2显式地表示为 t 的函数.

(4)求最小化这个函数的 i 值 •

在这种方式下，问题简化为求单变量 t 的函数的最小值，即

m m^= d( x ,x ) 2 + d( x' ,x' ) 2 = m i n r= d( x , I (0 ) 2 + d( X'，l' ( t ) ) 2

s 1

将看到关于对极线束的一个适当的参数化，该距离函数是关于 i 的一个有理多项式函数.利

用初等微积分方法,该最小化问题简化为求一个6次多项式的实根的问题.

12.5.2 最小化的细节

( 12.2 )

如果一个空间点的两个图像点都为对极点，则该点在连接两个摄像机中心的直线上 . 对于

这种情形,该空间点的位置无法确定.如果对应点中只有一个是对极点，那么我们可以推知该空

间点必然与另一个摄像机的中心一致.因此,我们假定两个图像点 x 和 x'都不是对极点.

在这种情形下，为简化分析，我们对每一幅图像都做刚性变换使得两个点 x 和 x'都是齐次

坐标系的原点(0,0,1)T.更进一步地，将对极点分别置于*轴上的点（1，0，/)
T
和（1,0，/')T./

的值为0意味着对极点在无穷远.应用这两个刚性变换对于式（12.1)中的平方和距离函数没

有影响，从而不改变原最小化问题.

因此，我们将假设在齐次坐标下，x = x'=(0,0，l )T
，而两个对极点为点（1，0，/)

T
和（1，0，

f ’ y.对此情形，由于 F(1,0，/) T
=(1,0，/' ) T F =0，该基本矩阵应有下列特殊形式

( ff' d - f 'c - f'd、
F = - fb (12.3)b

y - f d d
考虑第一幅图像中通过点(0,t，1 ) T

(仍然在齐次坐标下）和对极点(1,0,/)
T
的对极线. 我

们记这条对极线为 1(0.这条对极线的向量表示由叉积(0,U )
T X(1，0,/)

T
= 0/，1,- t)T给

出，所以由原点到该直线的距离的平方是

t1d( x,l(t))2 =1 +⑷ 2

利用基本矩阵寻求另一幅图像中对应的对极线，我们得到

r(0 = F(0，t，l ) T =( - f'(ct + d),at + b,ct +d )T

这是直线 r(0的齐次向量表示.从原点到该直线的距离的平方等于

(12.4)

( ct + d)d( x',l\t))2 =
(at + b)2 + f'2(ct + d)2

因此总的距离的平方是

. (ct +d)2

1 + f 2t2 (at + b)2 + f'2(ct + d)2
t2s(t)= 02.5)

我们的任务就是求这个函数的最小值.
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我们可以利用如下的初等微积分的方法来求这个最小值.先求它的导数

2( ad - be ) ( at + b ) ( ct + d )
(1 + f 2t2 ) 2

( ( at + b ) 2 + f' 2 ( ct + d ) 2 ) 2

40的最大值和最小值将在 s'U) =0处出现.把，（t)中的两项在一个公分母上合并且使分

子等于0,给出条件

g( t ) = t ( ( at + b ) 2 + f' 2 ( ct + d ) 2 ) 2 - ( ad - be )(1 + f 2t2 ) 2 ( at + b ) ( ct +d ) =0 (12.7)

40的最大值和最小值将在这个多项式的根处出现.这是一个6次多项式，它最多有6个实

根，对应于函数 s( t)的3 个极小值和3 个极大值.函数 s( t)的绝对最小值可以通过求g( f)的

根以及由式（12.5)给定的函数在每一个实根处的值而找到.更简单地,可以只检查〆0
在g(0的每一个(复或实）根的实部的值以省去确定一个根是实的或是复的麻烦.我们也应

该检査当 t-* oo ，s ( t )的渐进值来确定最小距离是否发生在 t = oo 的情形，它对应于第一幅图像

中的对极线>=1.
整个方法总结在算法 12.1 中.

2ts' ( t ) = (12.6 )

目标

已知一组测量得到的点对应 xeX'和基本矩阵 F,计算在对极几何约束 X
,TFX = 0 下最小化几何误差式

(12.1 )的矫正对应 x̂ x' .

m
(1)定义变换矩阵

1 - y 和 r =T =

这些变换是将 x =(*,y,i)
T和 =u'y,i)T变到坐标原点的平移.

(2)用T'

^
FT 1

代替 F.新的 F对应于平移后的坐标 •

(3)计算满足 e'TF =0 和 Fe =0的右、左对极点 e =( ei ,e2 ,勺）
7
和f =(e;,e^ ,e'3 )\归一化 e(乘一个

标量）使得4 +e〗=1,并对 e'做同样的处理.

(4)构造矩阵 _
e; e'

和 R'= e;
«i e2

R = -e2 e ,

注意 R和 R'是旋转矩阵，并满足 Re =(1，0,e3 )7和RV =(1,0乂）
T.

(5)用 R'FRM代替 F� 新的 F必然具有式（12.3)的形式.
(6)令/=e3 J' = e^a = F22 ,b = F23 ,c = F32 ,d = F„.

( 7 )根据式（12. 7 )构造关于 t 的 多 项 式 ,解 t 得到 6 个根.

(8)计算代价函数式（12.5)在的每个根的实部的值(或仅用g(0的实根来计算）.同时求当《 =
时式（12.1)的渐近值，即 I//

2 + c2 / ( a2 + f'2c2 ) . 选择使代价函数取最小值的 t 值 /

_
.

(9)计算两条直线 1 =(«/,1，-0T和由式(12.4)给出的1'在匕处的值，并求出这些直线上最接近于原点

的点i和S'.对于一般的直线( Aw)
T,直线上最接近原点的点是（ - Ats -A»sA2

+〆）
1.

(10)用 T -'RTX替换 S并用T'
_
W替换 S'变回到原来的坐标 .

(11)3维空间点i可以由 12.2节的齐次方法获得.

00

算法 12.1 最优三角测量法.
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12.5.3 局部极小

式（12.7)中的 g(0的次数为6意味着最多可能有3 个极小值.事实上，如下面例子

所示,这样的情形是可能出现的.令/=/ =1，且

-3 -4
-3 2 3

-4 3 4

F =

给出函数

t 2
(3t +4)= l + t2 + ( 2t + 3 ) 2 + ( 3t + 4 ) 2

其图形如图 12.4ae所示.其中清楚可见三个极小值.

作为第二个例子，我们考虑/=/'=1以及

广0 — 1 0 〉
F = 2

10 0
对此情形，函数4*)由下式给定

t 2 t2

s { t ) =7V i + e + { 2t - i Y
而当 t =0时，代价函数的两项都为零，这意味着对应点 X 和 x'准确满足对极约朿.这可由观

察 x'TFx =0来证实.因此这两个点准确地匹配. 代价函数 s(0的图形如图 12.4b 所示 .除

了在 f =0时有绝对最小值外，在 t =1 时也有一个局部极小值.因此，即使在准确匹配的情形

下也可能出现局部极小值.这个例子说明试图最小化式（12.1)或等价的式（12.2)中的代价

函数的算法，从任意初始值开始的迭代搜索有陷入找到局部极小值的危险，即使准确匹配的情

形也不例外.

T\O - 5
' ' ' ' ' ' o.y

(b)⑻

图 12.4 (a)具有3个极小值的代价函数的例子 .（b)这是一个完美点匹配的代价函数，但它

仍有两个极小值.

在此图和图12.41>中，我们做了替换

^
1�11(0),并且在范围-71/2以

^
1/2内按0值绘制图形，以便显示1的整个

无限区域.
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噪声

图 12.5 三角测置法的重构误差比较.该图显示了由两种三角测量法得到的重构误差：（1)在射

影坐标系下选择射线的公垂线的中点（上部的曲线）.（2)最优多项式方法（下部的曲线）.水平轴

表示噪声，垂直轴表示重构误差.重构误差的单位相对于一个单位距离，它等于图 11- 2中标定立

方体图像的黑正方形的一条边.对于较高的噪声水平，即便用最好的方法所产生的误差还是很大

的，因为图像之间存在小的运动.

在这对图像中，两个对极点都远离图像.对于两个对极点都接近图像的情形，关于合成图

像的结果表明多项式方法的优越性更加明显.

1 2 . 6 估计3D 点的概率分布

图 12.6 给出了重构点的分布 . 根据经验，射线之间的角度决定了重构的精度.这比简单

地考虑基线要好，它是更常用的测量.

更正式地，特定 3D点 X 的概率取决于在每幅视图中获得其图像的概率. 我们将考虑一

个简化的例子,给定平面上的一点在两个线摄像机中的像％ =/(X) 和 *'=/' ( X) ,需要估计该

点位置为 X =( X，Y)
T
的概率(投影/和/可分别用2 x 3 投影矩阵 P2 x 3 m 巧

^
表示——参见

6.4.2 节). 其成像几何如图 12.7a 所示 .
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12.5.4 关于实际图像的评估

我们利用图 11.2 所示的标定立方体图像来进行实验，目的是确定三角测量法如何影响

重构的准确性 . 该立方体的欧氏模型（用来作为真实依据），利用准确的图像测量来估计和

修正.测量的像素位置被矫正到准确地对应于该欧氏模型，所需要的坐标矫正平均在 0.02

像素 •

到这一步，我们有了一个模型和准确地对应于该模型的一组匹配点.下一步，计算这些点

的射影重构并计算使射影重构同该欧氏模型相一致的一个射影变换 H.把零均值的高斯噪声

加到点的坐标，并在射影坐标系下利用两种方法进行三角测量，最终应用变换 H 并在欧氏坐

标系下测量出每种方法的误差.图 12.5 显示了两种三角测量法所做实验的结果 . 该图显示

了在每个所选的噪声水平上独立运行10次的情形下所有点的平均重构误差.它清楚地表明

了最优方法的重构结果更好.

fr0 . 6 2 0.
4 0 . 3 0.
2 0 . 1 0

糊雎琢镧



第1 2章结构计算

图 12.6 重构的不确定性.每种情形的阴影区域说明了不确定性区域的形状，它与

射线之间的角度有关.当射线越接近平行时，沿着射线的点越不精确.特别是向前运

动会给出很差的重构，因为对于大部分视场，射线几乎是平行的.

假设第一幅图像中测量的图像点位于X,并且测量过程中引人了均值为零，方差为V的高

斯噪声，则当真实图像点为/(X)时获得*的概率为

p( x|X) = ( 2n a2Y i /2e x p( -|/(X) [ V( 2<r2 ) )

对于〆/|X)有类似的表达式. 我们希望计算后验分布：
p( X|x ,x' ) = p ( x ,x'|X ) p( X ) / p( x ,x' )

假设先验概率〆X)服从均匀分布，并且两幅图像中的图像测量是独立的，则有

p ( X \ x ,x' ) ~ p( x ,x' \ X ) = p( x \ X ) p( x' \ X )
图 12.7显示了这种概率密度函数（Probability Density Function,PDF)的一个例子.本例的偏差

和方差在附录 A3 中讨论.

C, —
(b)⑻

图12.7 三角测量的点的 PDF.(a)摄像机配置.有两个中心在 C,*C2的线摄像机.图像直线是

正方形的左边缘和下边缘.条状表示噪声的2tr 范围.图中显示了由两个透视投影求得的三角测

量点的 PDF.为突出效果选择了比较大的噪声方差 V.( b)以图像形式显示的 PDF,其中白色代表

较高的值.（c)PDF 的轮廓图.注意 PDF 不是高斯的.

12.7 直线重构

假设 3D空间中一条直线投影为两幅视图中的直线1 和 1'.该 3D空间直线可由 1 和 1'反

向投影给出的两张 3D空间平面的交来重构.

由直线定义的平面是n = PTI和ic'= p
,Tr.实践中非常方便的做法是用由图像直线定义的

2 4 9
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两个平面来参数化 3D 空间中的直线，即如 3.2.2 节介绍的生成子空间表示那样，把该直线表

示为 2 x4矩阵

1TP[ rTp，

因此若 LX =0,则点 X 在该直线上.

对于对应点的情形，前像（即投影到图像点的 3D 空间点）是超定的，因为关于 3D 空间点

的3 个自由度有4 个测量值.相反，对于直线的情形,前像是准确确定的，因为3D 空间中的一

条直线有4 个自由度，而每幅视图中的图像直线提供两个测量值.注意，这里我们把直线看作

无线长，并不用它们的端点.

退化如图 1 2.8 所指出，对极平面上的 3D 空间直线丨不能由它在两幅视图中的图像来

确定. 这种直线与摄像机的基线相交. 实际上，当有测量误差时,与基线几乎相交的直线在重

构中的定位也非常差.

直线的退化远比点的退化严重:对于点的情形,只有在对极线上的单参数族的点不能被恢

复.对于直线的情形，存在一个三参数直线族:一个参数对应于基线上的位置，而另外两个参

数对应于过基线上点的直线束.

图12.8 直线重构.图像直线 i,r分别反向投影成平面这两个平面的交确定了3 维空

间中的直线 L.如果3维空间中的直线在对极平面上，那么它在3维空间中的位置不能由其图

像确定.此时对极点在图像直线上.

多于两张平面的相交在后面的章节中（特别是第 15 章）我们将考虑由3 幅或更多幅视

图的重构. 为了重构由几张平面相交而成的直线，可按如下步骤进行.将每张平面A表示为4

维向量，并且对 n 张平面形成一个行向量为<的 n x4 矩阵 A. 设 A = UDVT为奇异值分解 .V
中对应于两个最大奇异值的两个列向量生成 A 的秩为2的最好近似，并且可以用来定义这些

平面的交线.如果这些平面由图像直线的反向投影来定义，则 3D 空间直线 L 的最大似然估

计可以通过最小化几何图像距离得到，该距离是指 L 到每幅图像上的投影和那幅图像中的测

量直线之间的距离. 这将在 16.4.1 节中讨论.

12.8 结束语

如何把三角测量的多项式方法扩展到3 幅或更多幅视图还不明朗.然而，线性方法的推
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广是明显的 . 更有趣的是 Sampson 方法也可以推广到 3 幅或更多幅视图，如[Torr-97]所介

绍. 其缺点是在更多视图时计算的代价（同时包括对编码的要求）明显增加.

12.8.1 文献

最优三角测量法是由 Hartley 和 Sturm[ Hartley- 95c]给出.

12.8.2 注释和练习

(1)针对摄像机做纯平移运动的情形推导一种三角测量的方法. 提示,参见图 12.9.关于

参数0可能有闭形式解.这个方法被用在[Armstrong-94]中.

(2)把多项式三角测量法用于一对仿射摄像机(或更一般地，用于具有相同主平面的摄像

机).对于这种情形，基本矩阵有一个简单的形式，即式（14.1),并且该方法被简化成一个线性

算法 •

(3)证明 Sampson 方法（12.4 节）在图像的欧氏坐标变换(和 F 的相应改变)下是不变的.

(4)针对平面单应的情形,为三角测量推导类似的多项式解，即给定一组测量对应 xex'，
计算在约束 i'= Hi 下最小化下面函数的点 i 和t:

C( x，x’）= d ( x ,\) 2 + d ( x' ,\' ) 2

参见[Sturm- 97b]，其中证明了该解是关于单变量的一个8次多项式.

图 12.9 纯平移的对极几何.在这种情形中，对应的对极线是相同的（见 11.7.1 节）.

可以直接算出最小化

^
+ d'2的对极线（由0来参数化).
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第 章

场景平面和单应

本章介绍关于两个摄像机和一张世界平面的射影几何.

如图 13.1 所示,一张平面上的点的图像与其在第二幅视图中的对应图像由一个（平面）
单应相关联.这是一个射影关系，因为它仅依赖于平面和直线的相交.这一事实被说成是该

平面诱导了两幅视图之间的一个单应.该单应映射把一幅视图中的点转移到另一幅视图中，

好像它们是平面上点的图像.

图13.1 由平面诱导的单应.把对应于点 x 的射线延长并与平面*交于点\;该点被投影到另

一图像中的点 x'.从 x 到 x'的映射是由平面 it诱导的单应.在世界平面 Jt和第一幅图像平面之

间存在一个透视变换 x = H.A；而在世界平面 it和第二幅图像平面之间存在透视变换 X'= H2„
Xn. 这两个透视变换的复合是两个图像平面之间的一个单应 X' = H2„H, 'X = HX.

两幅视图之间存在两种关系：第一，通过对极几何，一幅视图中的点可确定另一视图中

的一条直线，它是过该点的射线的图像;第二，通过单应，一幅视图中的点可确定另一视图

中的一个点，它是射线与一张平面的交点的图像 .本章把两视图几何的这两种关系紧密地

结合在一起 .

这里还介绍另外两个重要的概念:相对于一张平面的视差和无穷单应.

13.1 给定平面的单应和逆问题

我们首先证明对一般位置的平面，上述单应由该平面唯一地确定，并且反之也成立.这里

一般位置是指该平面不包含任何一个摄像机中心.如果该平面包含了一个摄像机中心，那么

所诱导的单应是退化的.

假定在 3D 空间中的一张平面n由它在世界坐标系中的坐标指定.我们首先推导诱导单
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应的一个显式表达式.

结论13.1 给定两幅视图的投影矩阵

P =[ I|0], P，=[A|a]
和由 JTTX =0定义的一张平面，其中 ir = ( vT,l )T,则由这个平面诱导的单应是 x'= Hx,其中

H = A - avT (13.1)

由于平面不通过第一个摄像机的中心(0,0,0，1)

'
我们可以假定 714 = 1.

注意，3D 空间中的平面是一个三参数族，因此由 3D 空间中的平面诱导的两幅视图之间的

单应也是一个三参数族，这三个参数由向量 v 的元素指定，这里 v 不是齐次3 维向量.

证明为计算 H,我们反投影第一幅视图中的点 x 并确定所得射线与平面《的交点 X,然
后再把这个3D 点 X 投影到第二幅视图上.

对第一幅视图有 x = PX =[I丨0]X，因此射线上的任何点 X =(xT，P)
T
都投影到 X，其中 p

是确定该射线上点的参数.因 3D点 X 在平面 it上，故它满足nTX =0.这确定了p 和 X =(xT，

- VTx)T.3D点 X 在第二幅视图上的投影为所需的

x,= P,X = [ A|a]X
= Ax - avTx = ( A - avT)

例13.2 —个标定的双眼立体装置

假定标定的双眼立体装置的摄像机矩阵分别为（取第一个摄像机中心为世界原点)

PE = K[ I|0], P;= K，[R|t]
:

并且世界平面nE的坐标是％=(117,</)7,8卩该平面上的点满足 117 殳 + rf -0. 我们希望计算由

这个平面诱导的单应的表达式.

根据结论 13.1 及 v = n/d,关于摄像机 P = [I|0],P'= [ R 11]的单应是

H = R - tnT/rf
对图像施加变换 K 和 K',我们得到摄像机 PE = K[I|0]，P[ = K'[R 11]及诱导单应是

H = K'(R - tnTA/ ) K
这是一个三参数单应族，并由 a/d 参数化.整个族由平面、摄像机内参数和相对外参数确定.

(13.2)

13.1.1 与对极几何兼容的单应

假定在一张景物平面上选定4 个点 X;，则这些点在两幅视图之间的图像对应 Xiex;确定

一个单应 H,它就是由该平面诱导的单应.这些图像对应也满足对极几何约束，即 xrFXi =0,
因为它们由场景点的图像得到.事实上，对任何 X，对应 xeX'= Hx 都满足对极几何约束，同

样因为 x 和 x'是一个场景点的图像;此时场景点由场景平面和 x 反向投影的射线的交点给出，

这样的单应 H 称为与 F —致或相容.

现在假定在第一幅视图中任意选择4 个图像点，同时在第二幅视图中也任意选择4 个图

像点.那么也可算得把一组点映射到另一组点的单应吞（只要在任何一幅视图中没有3 个点

共线).然而,点对应 xox'= fix 可能不满足对极几何约束.而如果对应 x

^
xf = fix 不满足

对极几何约束，则不存在诱导单应 fi 的任何场景平面.

对极几何决定了两幅视图之间的射影几何，并且可以被用来确定单应是由实际场景平面
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图13.2 相容性约束 . 由一个平面诱导的单应与对极几何相关联并满足若干约束 .（a)对极点由

该单应映射，即 e'= He，这是因为对极点是平面K与基线的交点的图像.（b)对极线由该单应映射为

HT1；=1,.( c)任何点 x 由该单应映射到它对应的对极线丨:上，因此 1:= Fx = x'x( Hx).

诱导的条件. 图 13.2 说明了对极几何和场景平面之间的一些关系，它们可以被用于定义上述

条件.例如，如果 H 由一个平面诱导，那么对应 x

^
Hx 满足对极几何约束,从而由 X'TFX =0

得到

( HX)TFX = XTHTFX =0
这对所有的 x 都成立.因此：

• 一个单应 H 与一个基本矩阵 F 相容的充要条件是矩阵 HTF 是反对称的

HtF + FTH =0 (13.3)

上面的论证已证明了该条件的必要性. 关于该条件的充分性由 Luong 和 Vi6ville[ Luong-
96]证明.下面来计算自由度，式（13.3 )对 H 的 8 个自由度施加了6 个齐次（5 个非齐

次）约束.因此还给 H 留了8 -5 = 3 个自由度：这三个自由度对应于 3D 空间中平面的三

参数族 .

相容性约束式（13.3)是关于 H 和 F 的一个隐式方程.我们现在推导在给定 F下，由平面

诱导的单应 H 的显式表达式，它更适合于计算算法 .

结论13.3 给定两幅视图之间的基本矩阵 F,由一张世界平面诱导的 3 参数族单应是：
(13.4)H = A - e,vT

式中，[e'] x A = F 是基本矩阵的任意分解.

证明结论 13.1 已经证明在给定一对视图的摄像机矩阵 P = [ l|0]，P'=[A|a]后，一

张平面 iri秀导一个单应 H = A - avT，其中 n =( vT，1)T.而根据结论 9.9,对于基本矩阵 F =
[ef] xA，我们可选择两个摄像机为[I|0]和[ A 1 e'].

注释上面的推导是基于一张平面上的点的投影，它保证了单应与对极几何的相容性.
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从代数上分析，单应式(13.4)与基本矩阵是相容的，因为它满足充分必要条件式（13.3)，即 FtH
是反对称的.这可由下式得到：

FTH = AT[e，] x(A -eV) = AT[e,] XA
(其中利用了[e']xe'二0)，因为 AT[ef]x A 是反对称的.

把式（13.4)与引理 9.11 或者式(9.10)中所给出的基本矩阵的一般分解式比较，显然它

们为同一个公式（除了符号).事实上基本矩阵的分解式(在引理 9.11 中相差一个多义性比例

因子 W 和由世界平面诱导的单应之间存在着一一对应,正如下面推论所述.

推论13.4 —个变换 H 是由某世界平面诱导的两幅图像之间的单应当且仅当这两幅图

像的基本矩阵 F 有一个分解式 : F =[e'] xH.
分解式的这个选择简单对应于射影世界坐标系的选择 . 事实上，在 P = [I I 0]和 P'=

[ H|e']的重构中，H 是与坐标为(0,0,0，1)
T
的平面相对应的变换.

给定一对摄像机矩阵，求诱导给定单应的平面是一件简单的事,BP:
结论13.S 给定规范形式的摄像机 P =[ l|0],P'=[A|a]，则诱导这两幅视图之间的给

定单应 H 的平面 71的坐标是n = ( vT,1 )T,其中 v 可以由线性求解方程组 XH = A - avT得到，该

方程组关于 v 的元素和\是线性的.

注意，仅当 H 满足与 F 的相容性约束式（13.3 )时，这些方程才有一个精确解 .对于使用

数值方法由噪声数据计算得到的单应,该式一般不成立，并且该线性系统是超定的.

1 3 . 2 给定 F 和图像对应下平面诱导的单应

3D 空间中的一张平面可以由三个点确定，或由一条直线和一个点确定，等等 .反过来这

些 3D 元素可以由图像对应来确定.在 13.1 节中单应由平面的坐标算出.在下文中,单应将

直接由确定这张平面的相应图像元素来算出. 这是应用中自然采用的一种方法.

我们将考虑两种情形:①三个点;②一条直线和一个点.每一情形中，对应元素都足以唯

一确定 3D 空间的一张平面.我们将会看到在每一种情形中：

(1)对应的图像元素必须满足与对极几何的一致性约束.

(2)存在3D 元素和摄像机的退化配置,此时单应没有定义.这样的退化来源于 3D 元素

和对极几何的共线与共面性.同时，求解方法也可能产生退化，但这种退化是可以被避免的.

下面将更详细地介绍三个点的情形.

13.2.1 三个点

假设我们已知三个(非共线）点 X;在两幅视图中的图像和基本矩阵 F.由这三点所在平面

诱导的单应 H 原则上可通过两种途径来计算：

第一种，先在射影重构下恢复点 X;的位置(第12章），然后确定通过这些点的平面11，见式

(3.3)，再根据结论 13.1 由这个平面算出单应.第二种，可以由四组对应点计算该单应，此时

的四个点是该平面上的三个点 X;的图像加上每幅视图中的对极点. 如图 13.2 所示，对极点

可以用作第四个点，因为它由单应在两幅视图之间映射.因此，我们有四组点对应 x;= Hx;，
ie 11，⋯,31，e'= He,通过它们可以算出 H.

因此由三组点对应计算 H,我们有两种可供选择的方法:第一种包含显式重构,第二种则

2 5 5



m 计算机视觉中的多视图几何

是隐式方法，其中对极点提供一组点对应. 我们自然要问是否其中的一种比另一种好.答案

是不宜用隐式方法来计算,因为显式方法中不退化的情形可能在隐式中出现严重的退化.

考虑有2个像点与对极点共线的情形（我们暂且假定测量是没有噪声的）.如果其中的三

个点共线，则单应 H不能由4组对应计算得到（见 4.1.3 节），因此对于这种情形，隐式方法会

失败.类似地，如果图像点和对极点接近于共线，则隐式方法将给出 H的一个非常病态的估

计.当两点与对极点共线或接近共线时，显式方法不会有问题——对应图像点仍可确定 3D
空间中的点（世界点在同一对极平面上，但这不是退化情形）和平面 7：,从而相应的单应能求

出.这种配置如图 13.3 所示.

图13.3 用隐式方法计算单应的退化几何.由点 X,* X2定义的直线在一张对极平面上，

因而与基线相交.\和 X2的图像与对极点共线，而 H不能由对应 e 11,"
_
,3丨，ee

e'唯一地算出.这种配置对显式方法不是退化的.

我们现在对显式方法做更详细的代数推导.其中未必真要算出点 X;的坐标，重要的是加

在与F 兼容的三参数族单应上的约束条件(式（13.4)):由 v 参数化的H = A - e'VT.于是问题

简化为由三组点对应求解 v，其解可由如下方法获得：

结 论 13.6 已 知 F 和 三 组 图 像 点 对 应 则 3D 点所在平面诱导的单应是

H = A - e,(M"'b)T

式中,A =[e'；LF,b 是一个 3 维向置，其元素为

6;=( x；x( Axi))T
( x；xe,)/||x;xe’P

而 M 是一个行向置为 xf的3 矩阵.

证明根据结论 9.14，F 可以分解为 F = [ e'] xA.然后由式（13.4)给出 H = A - e'vT,并
且每一组对应 ex:产生关于 v 的一个线性约束：

x;= HXi = Ax;— e’（vTjO ,i = l , — ,3
从式（13.5)可知，向量 x;和 Ax;- e'( vTXi)是平行的，因此它们的向量积是零

x；x( Ax,- e，（vTx;)) =(x；xAxi) -( x;xe，）（vTx‘）=0

(13.5)

再把它与向量 x:xe'进行数量积给出

( xXAx^^x.- xe- )Tv = (13.6)x .

( x:xOT(x:xe，）
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它关于 v 是线性的.注意,方程与 x'的尺度无关，因为 x'在分子和分母上出现的次数相同.每

组对应产生一个方程 \，把它们合并在一起就得到 Mv =b.

注意:如果 MT = [ Xl ,x2,x3 ]不是满秩的，则 v 无解 .从代数上说，若三个图像点 Xi共线，

则 detM =0.从几何上说，三个共线的图像点由共线或共面（该平面包含第一个摄像机的中

心）的世界点产生.上述两种情形都不能定义满秩的单应.

—致性条件方程式（13.5)等价于6 个约束，因为每组点对应为单应施加了两个约束 .

但确定 v 只需三个约束，故一个有效解还必须满足剩下的三个约束 . 这些约束可以由式

(13.5)与 e'的叉积得到，即

e' x X；- e' x Ax；=Fx；
方程 e'x x,'=Fx

^
\和 x,'之间的一个一致性约束，因为它与 v 无关.这是一个简单的关于对

应 x;eX，'的（隐含的）对极几何约束:其左边是过 x:的对极线，而右边是 Xi在第二幅图像中对应

的对极线 Fx,，即该方程强制<在\的对极线上，因此该对应与对极几何一致.

由噪声点的估计确定平面和单应的三组点对应必须满足来源于对极几何的一致性约

束. 经测量得到的对应\ex:—般不会准确地满足这个约束. 因此我们需要一个最优矫正测

量点的过程，使得估计的点满足对极几何约束.庆幸的是,这样的过程在三角测量算法

12.1 中已经给出，这里可以直接利用该算法.这样，在高斯图像噪声的假设下，我们有一个关

于H 和 3D 点的最大似然估计.这个方法概括在算法 13.1 中.

目标

给 定 F 和 三 组 点 对 应 它 们 是 3D点 X,的影像，确定 X,.所在平面诱导的单应 x’ =Hx
_

m
( 1)对每组对应 X,.ex:,用算法 12.1 计算矫正的对应 x

^
x；.

(2)按结论13.6,选择 A = t e- ] x F,并解线性方程组 M v =b 求出 v.

(3)H = A - e,vT.

算法 13.1 由 3点确定的平面所诱导的单应的最优估计.

13.2.2 —点和一直线

本节为由一点和一直线对应所确定的平面推导单应的表达式.我们先仅考虑直线对应并

证明它把与F兼容的3参数族单应式（13.4)简化成1 参数族. 然后再证明该点对应唯一地确

定这张平面和对应的单应.

两条图像直线的对应确定3D 空间中的一条直线，并且 3D 空间中的一条直线在一个单参

数平面族(束）上，参见图 13.4.这个平面束诱导两幅图像之间的一个单应束,而且束中的任

何一个成员都使两条对应的直线相互映射.

结论 13.7 如果l'Te'/0,则由直线对应定义的平面束诱导的单应是

H(M) =[r]xF +〆 (13.7)

式中,M 是射影参数.
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C \ e

⑻

图13.4 (a)图像直线丨和 1'分别确定平面*和这两个平面的交定义了3维

空间中的直线 L.( b)3维空间中的直线 L包含在单参数平面族n(M)中.该平面

族诱导图像之间一个单参数单应族.

证明根据结论 8.2,直线1反向投影为过第一个摄像机中心的平面 PT1,而 1'则反向投影

为过第二个摄像机中心的平面 P'
T1',如图 13.4a 所示.这两张平面是由M参数化的平面束的

基.如结论 13.3 的证明中所述，我们可以选 P =[I|0]，P'=[A丨e']，那么该平面束是

=/iPTl + p
,Tr

0 ,

根据结论 13.1，诱导单应是 H(m) = A -e'v(M)T，其中

V(M) =(Ml + ATl，)/(e，Tr) (13.8)

利用分解式 A =[e-]XF，我们得到

H =((e
,Tl，I -eTT)[e，]/-〆)/(々 ）= -([1，] x[e

，
]x[e

，
]XF +/ie

，lT)/(e'Tl，）
= - ( [r ] x F +^l T )/( e(T r )

其中最后一个等式由结论 A4.4的公式[e'] x [e'] x F = F得出.此式在相差一个常数的意义

下等价于式（13.7).

对应点和直线确定的单应由直线对应我们得到叫）=[1']xF +Me'lT，现在利用点对

应 xox’来求屮

结论13. 8 给定F 及对应点 xex1
和对应直线lei',由相应 3D 点和直线所在平面所诱导

的单应是

(x
,
xe

,
)
T
(x

,x(( Fx) xT)e' fH =[r]xF + ||x，xe'||2(lTx)
它的推导与结论 13.6的类似.与三点情形一样,图像点对应必须与对极几何一致.这意

味着在使用结论 13.8 之前，测量（噪声)点必须用算法 12.1 矫正.但是目前还没有关于直线

的一致性约束，也没有现成的矫正方法.

点映射 H(/i)的 几 何 解 释 值 得 对 映 射 做 进 一 步 探 讨. 因 为 H(/i)与对极几何相

容，第一幅视图中的点 x被映射到第二幅视图中对应于 x的对极线 Fx上的点 X'= H(/x)x.

一般来说，点 x'= H(M)x 在对极线上的位置随M 而变 . 然而，如果点 x 在直线 1 上（因此

1TX =0),那么

x( = H(At)x =([r] xF +Ate

^
T
)x =[l

,
]xFx

仅依赖于 F,而与的值无关.因此如图 13.5 所示，对极几何为该直线上的点定义了一个点

到点的映射.
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图1 图2

图 13.5 对极几何诱导对应直线 lei'(它们是 3 维空间中的直线 L 的图像）之间的一个单应 .1上

的点被映射到 F上的点 x'=[T]xFx,其中 x 和 X'是 L 与对应于1,和1:的对极平面的交点的图像.

退化单应我们讲过，如果该世界平面包含一个摄像机中心,则所诱导的单应是退化的.

表示该单应的矩阵不是满秩的，并且平面上的点被映射成一条直线（如果 H 的秩为 2)或者一

个点（如果 H 的秩为 1).然而，由式（13.7)仍能得到退化单应的一个显式表达式 .退化（奇

异)单应在该单应束中的M =�和/

^
=0处.它们分别对应于过第一个和第二个摄像机中心的

平面.图 13.6 显示了该平面包含第二个摄像机中心并与图像平面相交于直线 1'的情形.第

一幅视图中的点 x 被映射到 1'上的点 X'，其中

X' = r x F x = [ l，] x F x
因此，该单应是 H =[1'] X F,它是一个秩为2的矩阵 .

C

(b)

图13.6 —种退化单应 .（a)由过第二个摄像机中心的平面诱导的映射是一个退化的单应 H =[r] xF.
平面n'与第二张图像平面相交于直线 1'.第一幅视图中的所有点都被映射到第二幅视图中直线 1'上的点.

(b)第一幅视图中的点 x 被 映 射 到 点 即 r与 x 的对极线 Fx 的交点，因此 x'= l - xFx.

13.3 由平面诱导的单应计算 F

到目前为止，我们都假定 F 已知，并且目标是在给定不同的额外信息时计算 H.现在我们

反过来做，并且证明如果 H 给定，则在提供了附加信息后可以计算 F.我们先介绍一个重要的

几何概念:相对于某平面的视差,它将使代数推导更直接.

平面诱导的视差如图 13.7 所示，并根据图 13.8 中的例子,由平面诱导的单应产生了一

个虚拟视差（见 8.4.5 节).它的重要之处在于:3D 点 X 在第二幅视图中的图像 x'和由该单应

映射的点 S'= H x 都在 x 的对极线上;因为这两点都是过 x 的射线上的点的图像. 因此，直线

X'x(Hx)是第二幅视图中的对极线并且为对极点的位置提供了一个约束.一旦对极点被确

定（两个这样的约束就足够了），则如结论9.1 所证明的 F =[e'] X H，其中 H 是由任何平面诱
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导的单应.类似地可以证明 F =H
_ T[e]x.

图13.7 平面诱导的视差.过 X 的射线与平面*交于点 X,.X* X„的图像在第一幅视图中重

合于点 x;在第二幅视图中的图像分别是点 f 和 x( = H x.这两点不重合（除非 X 在*上），但都

在 x的对极线上.点*'和 5T之间的向量是相对于由平面*诱导的单应的视差.注意如果 X

在平面*的另一边，那么将在 X'的另一边 •

(b)⑻ (c)

图13.8 平面诱导的视差 .（a)(b)左、右图像 .（c)利用有中文字的平面诱导的单应把左图

像叠加在右图像上.转移的平面和成像平面完全重合.然而,该平面外的点（例如杯子）则

不重合.在叠加的图像中，平面外的对应点的连线交于对极点.

作为虚拟视差的一个应用，算法 13.2 表明 F 可以由6点的图像唯一地算出，其中4点共

面，其余两点不在该平面上 .4 个共面点的图像确定该单应，而两个不在该平面上的点提供足

以确定对极点的约束.这个6点结论非常令人吃惊，因为对于一般位置上的7个点存在 F 的3

个解(见 11.1.2节).

目标

给定6组点对应xpx;，它们是3D 空间中的点 X,的图像，且前4个3D点（i e|1,⋯,4丨）共面,确定基

本矩阵 F.

m
(1)计算单应 H,使得 x;= HXi , i e 11,⋯,41

_
(2)确定作为直线（HX5 ) 和（HXJ 的交点的对极点 e'.

(3)F =[e,],H.
参看图 13.9.

算法 13.2 给定6点对应(其中4点共面)计算 F.
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⑻ (b)

图 13.9 基本矩阵可以由6个 3D 点（其中4点共面）的图像唯一确定 .（a)点 X 的视差 .（b)对极点

由 两 条 视 差 直 线（ 的 连 线，及 ％ = Hx6到乂的连线）的交点确定.

射影深度世界点 X = ( xT ,p) T
被成像在第一幅视图中的 X 和第二幅视图中的

(13.9)

注意，x',e'和 Hx 共线.标量 p 是相对于单应 H 的视差，并且可以解释为相对于平面 n的“深

度”.若p = 0,则 3D 点 X 在平面上，否则 p 的“正负号”将表示点 X 在平面 it的哪“边”（见

图 13.7和图 13.8).陈述这些必须小心，因为在非定向射影几何下，一个齐次对象的符号和一

个平面的两边没有意义.

例13.9 空 间 二 分.
虚拟视差的正负号（sign(p))可以被用来计算由平面 it产生的 3D 空间的一个划分.假设

给定 F 和由对应图像点确定的三个空间点.那么由这三个点定义的平面可以用来把所有其他

对应划分为在这个平面两边(或在这个平面上）的集合. 图 13.10 显示了一个例子.注意，这

三个点没有必要准确对应于实际物理点的图像，因此这个方法可以用于虚拟平面 . 通过组合

几个平面可以辨认 3D 空间中的一个区域.

\' = Hx + pe’

(d)

图13.10 空间二分.（a)( b)左、右图像.（c)对应已知的点.（d)从(c)中选出的三个点,这三点定义一

个平面，则（c)中的点可以根据它在平面的哪一边来分类 .（e)在某一边的点 .（f)在另一边的点.
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两张平面假定在场景空间中有两张平面II,,�2 ,它们分别诱导了单应 H,,H2.根据视差

的思想，显然每张平面为另一张平面提供了平面外的信息，这两个单应应该足以确定 F.事实

上在这个配置下 F 是超定的,它意味着两个单应还必须满足一致性约束.
考虑图 13.11.单应是一个从第一幅图像到它自身的映射.在这个映射下，对

极点 e 是不动点，即 He = e,因此可以从 H 的（非退化)特征向量确定.那么可以根据结论 9.1

求得基本矩阵SF =[e']xH;，其中 e'= Hie ( i = l 或 2).从图 13.11 可以看出映射 H 还有另

外一些性质.该映射有一条不动点的直线和不在这条直线上的一个不动点（关于不动点和不

动直线见 2.9 节).这意味着 H 的两个特征值相等. 事实上 H 是一个平面透射（见 A7.2 节).

反过来，H = H；'H,的这些性质定义了关于&和 H2的一致性约束，使得它们的复合有所述性质 •

到目前为止,本章的结论完全是射影的.现在来介绍关于仿射的结论.

图 13.11 映射 H = H

^
H,对第一幅图像中的点 x 的作用是首先把它作为 3D 点 X,的图像而转移到

X',然后把它作为 3D 点\的图像再映射回第一幅图像.第一幅视图中，位于这两平面交线的像直线

上的点将被映射到它们自身，即为该映射的不动点.对极点 e 也是该映射的一个不动点.

13.4 无穷单应 H

无穷远平面是一个特别重要的平面，由该平面诱导的单应用一个特殊的名字加以区别：

定义13.10 由无穷远平面诱导的单应称为无穷单应 H„.
该单应的形式可以用一个极限过程来推导,根据式（13.2)H = K'( R - tnT/d)K

_
1 ,式中 ,d

是第一个摄像机到该平面的垂直距离

H„ = limH =
这意味着 H„与两幅视图之间的平移无关，而仅依赖于旋转和摄像机的内参数 . 另一种推导

是根据式(9.7)，对应的图像点有下列关系：

K，RK -

x' = K,R K 1 x + K' t / Z = H„ x + K' t / Z (13.10)
式中，z是从第一个摄像机测量的深度. 我们可以再次看到无穷远点（z = 00 )被 H„映射. 注

意若在式（13.10)中平移 t 为 0,即对应于摄像机绕其中心旋转，则也得到 H«.因此若摄像机

绕其中心旋转，则是关联任意深度的图像点的单应（见 8.4 节).

因 e'= K't，故式（13.10)可写为 X'= H„ x + e'/Z，对照式（13.9)表明（1/Z)扮演了P的角

色.因此欧氏深度的倒数可以理解为相对于11�的视差.
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消影点与消影线I上的点的图像由11�映射.这些图像是消影点，因此映射两幅图

像之间的消影点，即 v'= H„ v,其中 V'和 v 为对应的消影点，见图13.12.因此，利用结论13.6,

IL 可由三个(非共线）消影点的对应和 F 算出.或者如 13.2.2节所介绍的,1

^
也可由一组消

影线的对应和一组消影点（不在直线上）的对应及 F —起算得.

:〆”
一

，:i
图1 图2

图13.12 无穷单应 11�映射两幅图像之间的消影点.

仿射与度置重构第10章中我们已看到，辨认了I就可以使一个射影重构升级到仿射

重构.毫不奇怪，由于与I相关， 自然会出现在矫正过程中.事实上，如果选取摄像机矩

阵为 P =[ I|0]和 P'=[H„|Ae'],那么重构是仿射的.

反过来，假设世界坐标系是仿射的（即t取其规范位置t =(0,0,0，1)
T
),那么 H。可以

直接由摄像机投影矩阵确定.假设 M，M'分别是 P 和 P'左边的3 x3子矩阵，则上的点X =
(义二 /广在两幅视图中成像为叉二卩叉

^^̂ ^
和:

^̂
乂二肘乂. 因此 —y从而

1= M，M
_

单应可以用来把摄像机标定从一幅视图传到另一幅视图 .绝对二次曲线在I

上，根据结论 2.13 ,其图像 0> 被 H« 映射为：o/ sfCoH]1. 因此如果在一幅视图中 co =

( KKT广已确定，则在第二幅视图中的图像 0)'可以通过来计算，并且第二幅视图的标

定由 o'=(K'K'T
)-1确定� 第 19.5.2节将介绍 H„在摄像机自标定中的应用 •

立体对应在寻找对应时 H。可限定搜索范围. 被搜索范围从整条对极线减少到一条有

界线段.见图 13.13. 然而，该约束的正确应用需要定向的射影几何.

(13.11)

线段上的对应

图13.13 用 H„减少搜索范围.3维空间中的点不会比 “更远”.H„利用这一约束把对极线上的搜索

限制在一个方向上.摄像机之间的基线把每一个对极平面分成两部分.左图中在对极线一“边”的点将被

映射到右图中的对极线上的对应“边”（图中用实线标记).因此对极点限制了在另一个方向的搜索.
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13.5 结束语

本章对平面的射影技术做了大量说明，这些方法可以应用于其他许多曲面.平面就是一

个简单的含3个自由度的参数化曲面.可以为其他曲面给出非常类似的推导，其中自由度数

由曲面上点的图像来确定.例如对二次曲面的情形，该曲面可由其上点的图像，和/或（平面不

可能有此推广）由其在每一幅视图中的轮廓线来确定[ Cross-98,Shashua-97].曲面诱导的转

移、当曲面不能完全由其像确定时的曲面族、曲面诱导的视差、一致性约束、隐式计算、退化几

何等相关思想，都可移植到其他曲面.

13.5.1 文献

对极几何与诱导单应的相容性由 Luong & Vi6viUe[LUOng- 96]做了彻底的研究 .F的六点

算法出现在 Beardsley 等[ Beardsley-92]和[ Mohr-92]中. 给定两个平面求 F的算法出现在

Sindair[ Sinclair-92]中 .[ Zeller- 96]给出了仅从对极几何和它们的图像投影来确定其性质的

许多配置的例子,他同时对退化的情形进行了归类.

13.5.2 注释和练习

(1)由平面诱导的单应，见式（13.1)

( a)如果存在，那么单应 H的逆由下式给出

H -1 = A '(l+
avTA'

1 - vTA'
有时称其为 Sherman- Morrison公式 •

( b)证明:如果平面包含第二个摄像机的中心，则单应 H是退化的.提示，此时 vTA
_
1a = 1，

并注意 f

^
Ad -A -iav1).

(2)证明:如果摄像机做平面运动，即其平移平行于平面而旋转平行于该平面的法线，那

么由这个平面诱导的单应共轭于一个平面欧氏变换.证明:该单应的不动点是这个平面虚圆

点的图像.

(3)利用式（13.2)证明:如果摄像机做一个纯平移，则由这个平面诱导的单应是一个平面

透射(如 A7.2节所定义），且有一条对应于该平面消影线的不动点的直线.进一步证明:如果

平移平行于这个平面，则该单应是一个约束透视变换（如 A7.3 节所定义).
(4)证明两条空间直线共面的一个必要但不充分的条件是(1;X10TF(1, xl2 ) =0,为什么

它不是一个充分条件？

(5)直线和平面的交点.通过勾画配置（假定是一般位置）的草图，验证下面的每一个结

论.对于每一种情形，确定使该结论无效的退化配置.

( a)假设 3D空间中的直线 L被影像为1和 1',而平面 JT诱导单应 x'= Hx,则L和n的交点

在第一幅图像中成像为 x =1 x( HT1')，而在第二幅图像中为 x'= 1'x(H -Tl).
(b)无穷单应可以用于寻找在两幅图像上都可见的直线的消影点. 若1 和 1'是两幅图

像中的对应直线，而 v 和 v'分别是它们在每幅图像中的消影点，则 v = 1 X ( HTJ')〆= r x

( H：T1).
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( C)设平面A和《2分别诱导单应 x'= HlX 和 x'= H2X.那么巧和《2的交线在第一幅图像

中的像满足 HIH/1 =1,并且可以由平面透射 I

^
H

2

_
T
的实特征向量确定（见图 13.11).

(6)四点的共面性 .设 F 和四组对应图像点 x;ex;已知.怎样确定这四点的前像是否共

面？一种可能是通过结论 13.6 利用其中三个点确定一个单应,然后测量第四个点的转移误

差. 第二种可能是计算连接图像点的直线，并确定直线的交点是否满足对极几何约束（见

[Faugeras-92b]).第三种可能是计算从对极点到图像点的四条直线的交比——如果这四个场

景点是共面的，那么该交比在两幅图像中的值相同.因此这个等式是共面的必要条件，但它也

是一个充分条件吗？当存在测量误差（噪声）B寸应该采用什么统计检验？

(7)证明:对极几何可由四条共面直线和这些直线所在平面外的两点的图像唯一地计算

得到 . 如果将其中的两条直线用点来代替，该对极几何仍能被计算出来吗？

(8)由摄像机矩阵1> =[ 1\1丨111]，？=[ ]

^
|1

^
]出发,证明由平面11 =( nT,;i4 )

T诱导的单

应 x'= Hx 由下式给出：

H = — 其中 t = ( M’-1m, -M -1m) ,v = n/( j i4 - n T M — l m )

(9)证明：按结论 13.6 计算的单应与 F 的尺度无关.
~

从为 F 选择一个任意固定的尺

度，使得 F 不再是一个齐次量，而是具有固定的尺度矩阵 f 出发，证

t )
T
，其中 6;= C；t( ?Xi),则用AF 代替 f 等价于用 A 对 H 做缩放.

(10)给定一条(平面)二次曲线的两幅透视图像和视图之间的基本矩阵，则二次曲线所在

平面(进而由此平面诱导的单应）被定义到至多相差一个二重多义性 .假设像二次曲线是 C
和 C'，则诱导的单应是 H

^
)=[CV] xF - fie' ( Ce ) T

，其中M的两个值由下式得到

M
2[(eTCe)C -(Ce)(Ce)T

](e,TCV)= - FT[CV]XC'[CV]XF
细节在[Schmid-98]中给出.

( a)从几何角度证明，为了与对极几何相容，二次曲线必须满足一致性约束:对极切线是

对应的对极线（见图 11.6).现在由上面的 HOn)出发，用代数方法推导这个结论.

( b)若对极点在这条二次曲线上，则该代数表达式是无效的（因为 eTCe = fTCV =0).这

是几何退化还是仅表达式的退化？

(11)由平面诱导的单应的不动点.一个平面单应 H 最多有三个不同的不动点，对应于

3 x3 矩阵的三个特征向量（见 2.9 节）.不动点是平面上满足 x' = Hx = x 的点的图像.同视

点是3 维空间中满足 x'= x 的所有点的位置.它是通过两个摄像机中心的三次挠线.一条三

次挠线与一张平面交于三个点，它们是由该平面诱导的单应的三个不动点.

(12)估计 .假设 /1>3 个点\在3 维空间中的一张平面上，我们希望在给定 F 和它们的

图像对应的条件下最优估计由该平面诱导的单应.那么该单应的 ML 估计（如通常一

样,假定测量噪声服从独立高斯分布）由估计平面玖3 个自由度）和 n 个点i(每点有 2个自

由度，因为它们在一张平面上)得到，它最小化《个点的重投影误差.
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第 1 4 章

仿射对极几何

本章扼要重述前几章中关于两视图几何的有关内容与推导,但这里用仿射摄像机代替射

影摄像机.仿射摄像机非常有用并且是许多实际情形的很好的近似.其最大优点是：由于它

的线性特征，许多最优算法可以用线性代数(矩阵求逆、SVD 等）实现，而针对射影摄像机的解

法或者涉及到高阶多项式（如三角测量)或者仅能用数值最小化（如 F 的黄金标准估计）才能

实现 •

我们首先介绍两个仿射摄像机的对极几何性质和根据点对应的最优计算.其次介绍三角

测量和仿射重构.最后扼要地介绍一下由平行投影引起的重构多义性，以及由对极几何计算

的非多义运动参数.

14.1 仿射对极几何

在许多方面,两个仿射摄像机的对极几何与两个透视摄像机的相同，例如，一幅视图中的

一个点在另一幅视图中定义了一条对极线，并且这样的对极线束相交于对极点.所不同的是

由于摄像机是仿射的，其中心在无穷远处，并且是从场景到图像的平行投影.这一事实导致仿

射对极几何的某些简化：
对极线考虑第一幅视图中的两点\，x2.这些点反投影为 3D 空间中的平行射线，因为所

有投影射线是平行的.在第二幅视图中的对极线是反投影的射线的图像. 这两条射线在第二

幅视图中的图像也是平行的，因为一个仿射摄像机把平行场景直线映射到平行图像直线.因

此,所有对极线平行,对极平面也是如此.

对极点因为对极线相交于对极点，并且所有对极线是平行的，所以对极点在无穷远处.

上述这几点在图 14.1 中做了示意性的说明，而关于图像的例子如图 14.2 所示.

14.2 仿射基本矩阵

代数上，仿射对极几何代用一个被称为仿射基本矩阵的矩阵 FA表示.下面将会看到：

结论14.1 从两个具有仿射形式的摄像机(即第三行为(0,0,0,1))产生的基本矩阵的形式是

厂 0 0 *
'

0 0 *FA =

式中，* 表示非零元素.
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XH X2
X3

平行对
极平面

*3
b：

中心在无穷远处

(b)

图 14.1 仿射对极几何 .（a)对应几何:投影射线是平行的并相交于无穷远点.点 x 反向投影成3 维

空间中由摄像机中心（位于无穷远）和 x 定义的一条射线.这条射线在第二幅视图中成像为一条直线

r. 投影到 x 的3维空间点x 在该射线上，所以 x 在第二幅视图中的图像在 r上 .（ b)对极线和对极平

面都是相互平行的.

⑻ (b)

1
, . :L

⑹

⑹ (f )

图 14.2 仿射对极线 .（a)( b)打孔机在仿射成像条件下的两幅视图.对应( c)中所标记的点的对极线叠加

在（d)上. 注意对应点在它们的对极线上，并且所有对极线是平行的 . 该对极几何是利用算法 14.1 由点对

应计算得到的 .（e)( f)表示所选点在图像中的“光流”（直线把一幅图像中的点与它在另一幅图像中的位置

连起来).这表明即使对极线是平行的，视图之间图像点的运动仍包含旋转和平移成分.
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为方便起见,把五个非零元素记为

ro 0 al

(14.1)FA = 0 0 b
d e .

注意 FA的秩一般为2.

14.2.1 推导

几何推导这个推导类似于 9.2.1 节中给出的关于一对射影摄像机的推导.如图 14.5

所示，从一幅图像中的点到另一幅图像中对应的对极线的映射可以分解为两步.

(1)通过平面11的点转移.因为两个摄像机都是仿射的，点在图像和场景平面之间通过平

行投影来映射.因此n和图像之间的映射是一个平面仿射变换;第一幅视图与n之间以及K与

第二幅视图之间的仿射变换的合成也是一个仿射变换，即 x' = HAX.
(2)构造对极线.对极线由过 x'和对极点 e'的直线得到，即 1'= e'XHAX = FAX,因此 FA =

现在利用仿射矩阵 HA的特殊形式,以及当 e'在无穷远处（因此最后一个元素为 0)时的反

对称矩阵[e'] x 推出：
■ o o * ir *

FA =[e’]xHA = 0 0 * *

- 0 0
0 0 (14.2)

0」L o o i

式中，* 表示非零元素.这里仅用了摄像机中心在无穷远平面的几何性质来推导 F 的仿射

形式 .

代数推导当两个摄像机都是仿射时，基本矩阵的仿射形式可以直接从 F 的表达式

(9.1)得到，那里用伪逆表示为 F =[e']XP'P +
，其中 e'= P'C，而 C 是摄像机中心且是 P 的零

向量.细节留作练习.第 17.1.2节利用仿射摄像机矩阵的行向量所形成的行列式给出了 FA
的一个巧妙的推导.

14.2.2 性质

仿射基本矩阵是有五个非零元素的齐次矩阵，因此它有4个自由度.具体计算如下:两个

对极点各1 个自由度(对极点在1�上，故只需要指定它们的方向）；加上将对极线束从一幅视

图映射到另一幅的 1D 仿射变换的2个自由度.

几何元素（对极点等)在？+中的编码与在 F 中的编码方式一样.然而，通常这些表达式非

常简单，因此能显式地给出.

对极点第一幅视图中的对极点是 FA的右零向量，即 FAe =0.由此确定 e =( - <i,c，0)T，
它是1�上的一个点（方向）.因为所有的对极线都相交于该对极点，这证明了所有对极线是平

行的.

对极线第一幅视图中的 X 对应的第二幅视图中的对极线是 l' = FAx = ( a ,b ,cx + dy + ey.

它再次证明所有对极线相互平行，因为直线的方向（《，6)与(*，y)无关.

上述性质以及其他的一些性质概括在表 14.1 中.
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• FA是秩为2且自由度为4的齐次矩阵.它的形式为

0 0
FA = 0 0 6

. c d e.
• 点对应:如果 X 和 X'是仿射摄像机下的对应图像点，那么 X'TFAX =0.对于有限点有

ax' + byr + cx + dy+ e =0
• 对极线：

1'=[

^
=(<1,6,以+办+6)7是对应于又的对极线.

1= F][x, = ( ctd ,ax + by + e ) T

• 对极点：

0由 FAe =0得 e =( - rf,c,0)T.

O 由 F>，=0得 e，=( -6,fl,0)T.
• 由摄像机矩阵 PA,Pi计算：

O —般摄像机

FA = [ej xPiPA+，其中 PA+SPA的伪逆，而 e'是由 f =PiC 所确定的对极点，其中 C是第一个摄像机的中心.

O 规范摄像机

是对应于 X’的对极线.

r l 0 0 0,
0 1 0 0

.0 0 0 1. LIM2;p; =PA = 0 0 0

a — m23 , b =
d ~ ~ Tn.\2^23 » = 1Tl^ t2 ~ ^23 ^1

-^13 » c = m13m21 -mu m23

表 14.1 仿射基本矩阵的性质总结.

14.3 由图像点对应估计 FA
基本矩阵由关于两幅图像中的任何匹配点对 x

^
x'的方程 x'TFAx =0定义. 给定足够多

的点匹配\0<，这个方程可以用来计算未知矩阵 FA.具体地说，记 = U，yi，l )
T* x>

(*;，〆,1)T，每一组点匹配生成关于 FA的未知元素 \ a ,b ,c ,d ,e \ 的一个线性方程

ax [ + by[ + cx { + dy{ +e =0 (14.3)

14.3.1 线性算法

按通常的方式，FA的解可通过把式(14.3)改写为下式得到：

( x'i ,y'i ,xi ,yi ,l ) f =0
式中，f =(a，6，C，d，e)

T.从 /1组点匹配，我们得到形如 Af =0的线性方程组，其中 A S n x5的

矩阵:

f *； y[
f =0

U r：
当有 n =4组点对应时得到一个最小配置解，它是 4 x5矩阵 A的右零空间.因此 FA可以

仅由4组点对应唯一地确定，只要这些3D空间点处于一般位置上.一般位置的条件在下面的

K yn
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14.3.3 节中介绍.

如果超过4组对应，且数据是不准确的，那么 A的秩可能超过4.在这种情形下，可以用与

4.1.1 节基本相同的方式寻找一个满足约束 Ilf II = 1 的最小二乘解，即求对应于 A的最小奇异

值的奇异向量. 其细节请参考算法 4.2.这种线性解法等价于计算一般基本矩阵的 8 点算法

11.1.我们不推荐用这个方法来估#FA，因为下面介绍的黄金标准算法在计算实现上不比它

难，但一般比它性能更优.

奇异性约束 FA的形式（式（14.1))保证该矩阵的秩不超过 2.因此，如果用上述的线性

方法估计 FA就没必要在后面强加奇异性约束.这一点比用线性 8点算法估计一般的 F 有相

当大的优越性，对于后者被估计的矩阵不保证秩为2，因而必须接着进行修正 •

几何解释在本书的好几处我们都看到，由点对应计算两视图关系等价于在 IR4中由点

,〆拟合一个曲面(族).对于方程为 X，TFAX =0的情形，该关系 ax'i + by'i + cxi + dyi + e =
0关于坐标是线性的,因此由仿射基本矩阵定义的族 VFA是一个超平面.

由此得到两个简化:第一，求 FA的最优估计可以形式化为（熟悉的）平面拟合问题;第二，

Sampson误差等于几何误差,而对一般（非仿射）基本矩阵的情形（式（10.9)),它只是一个一

阶近似 � 如 4.2.6 节所讨论的那样，后一个性质一般只发生于仿射（线性）关系，因为 Sampson

近似的切平面等于该曲面.

14.3.2 黄金标准算法

给定 n组对应图像点的一个集合 I x;

^
x；!,我们要在图像测量噪声服从各向同性齐次高

斯分布的假设下求 FA的最大似然估计.这个估计通过最小化下面的关于几何图像距离的代

价函数而得到：

min

^
<f( xj(x；)2 + d(x

,
i,x

,
i)

2 (14.4)
I I

式中，X;ex:是所测量的对应;而元和

^
是所估计的“真实”对应，对于被估计的仿射基本矩阵，

它们精确地满足 xrFAx;=0. 该距离如图 14.3 所示.这里的真实对应是必须加以估计的辅助

变量.

叫)

-4>-一
的对极线

图 14.3 由测量得到的对应点集合 I x.+exH 估计 FA的 MLE 涉及估计5 个参数 a,6,c,d,e 及

精确满足 X；TFAX =0的一组对应| 这个问题有一个线性解 •

正如上面以及 4.2.5 节所讨论的，最小化代价函数式（14.4)等价于用一张超平面拟合

IR4中的一组点X;= 估 计 的 点 文 =(元， 满 足 方 程 =0,它可被

记为(t'
DfzO,其中 f=(a,6，C,d,e)

T. 这是 IR4中点在平面 f上的方程.我们要求平面 f
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最小化到测量点和估计点之间的距离平方，也就是最小化到点 X; ，y;)T的垂直距离

的平方和.

从几何上看，这个解非常简单，关于2D 直线拟合的模拟如图 14.4 所示 .点 X;= ( X i ,y i ,
，':)T

到平面 f 的垂直距离为

ax [ + by[ + cxt + dyi + eW，f) =
^/ a2 + b2 + c2 + d2

图 1 4 . 4 用2D 中的一条直线模拟由 FA定义的超平面，由给定的测量对应来估计真实对应

的问题，就是确定直线 ax + by+c =0上离测量点(

^
07最近的点G,;?)T

的问题.该直线的

法线方向是(a,6)T,而点U,y)T
到该直线的垂直距离是心 =(a* + 6y + C)/ya2

+ 62,因此

(*,y) T
=(*,y) T -心 fi,其中fi =( a，b)T/ ■/ a + b2.

那么最小化式（14.4)的矩阵 FA由在 f 的5 个参数|a,6，C,rf,e}上最小化下列代价函数得到

c = ^X ( x‘，f ) 2 =

把该超平面的法向量记为 N =(a，6，c，d)T，则

X ( ax'i + by'i + cxi + dyi + e) 2 ( 14.5 )
a + b2 + c2 + d2

T X ( N T X( + e) 2C = II N||
这个代价函数可以通过一个非常简单的线性算法来最小化,并等价于经典的平面正交回归问

题.该算法有两个步骤：

第一步是关于参数 e 最小化 C.我们得到

1C _ 1

5
_
而T I 2( N T X; + e ) = 0

从而

= - 含？

_
‘
）= -心

因此这个超平面解通过数据的形心 X.把 e 的上述表达式带人代价函数中，使 C简化成

而？(Wc =

式 中, =X;-X 是 X;相对于数据形心 X 的向量.

第二步是最小化这个关于 N 的简化的代价函数.令 A 表示行向量为 AX;的矩阵，显然有

C=||AN||V||N||2

最小化这个表达式等价于在约束 IIN||=1 下最小化 II AN||，这是通常由 SVD 求解的齐次最小

化问题.这些步骤概括在算法 14.1 中.
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目标

给 定�>4 组 图 像 点 对 应 =1,⋯，n,确定仿射基本矩阵的最大似然估计 Fa.

m
把对应表示为\=(x'y

^
x

^
y,)7.

(1)计算形心 X = —I;Xf ，并中心化各向量 =
'-式.n

(2 )计算行向量为 AXf的 /!x4的矩阵 A.

。⋯：卜人

^̂
厂是人的对应最小奇异值的奇异向量而 *!:- NTX.矩阵 FA的形式为式（14.1).

算法 14.1 由图像对应估计 FA的黄金标准算法.

值得注意的是，黄金标准算法与由 n 组点对应获得仿射重构的分解算法 18.1 关于？,产
生相同的估计.

14.3.3 最小配置

我们回到估计 FA的最小配置，即 3D 空间中一般位置的 4 个点的对应图像. 这种配置下

FAW几何计算方法在算法 14. 2 中介绍. 该最小配置解在鲁棒算法（如 RANSAC )中是有用的，

而这里将用于解释退化配置.注意由这个最小配置，能得到 FA的一个准确解，并且 14. 3. 1 节

的线性算法、黄金标准算法 14. 1 及最小化算法 14. 2 都给出同样的结果.

目标

给定4组图像点对应|x,ex,'l ,;=1,⋯，4,计算仿射基本矩阵.

m
前3个3D 点 Xj= 1,⋯,3定义一张平面11.见图 14.5.

(1)计算仿射变换矩阵 HA，使得 x:= HAX;, i =1，⋯,3.

(2)根据 l'=(HAx 4 ) ><<确定第二幅视图中的对极线.由此得对极点 e'=( -dO)T.

(3)任意点 x 在第二幅视图中的对极线是 e'x(HAx) = FAX.因此 FA =[( ,Z；,0)t],Ha.

算法 14.2 按 4组点对应的最小配置计算 Fa.

—般位置图 1 4.5 所示的四点配置说明了计算 F A时的必要条件，即3 维空间点必须处

于一般位置.不能算a F A的配置称为退化的.它们分成两类:第一类，仅依赖于结构的退化

配置，例如如果四点是共面的（因此没有视差），或者如果前三个点是共线的（使得 HA不能被

算出）；第二类，仅依赖于摄像机的退化配置，例如如果两个摄像机有相同的摄像方向（因此在

无穷远平面上有共同的中心).

这里再次强调视差的重要性——在图 14.5 中，当点趋近于由另外三点定义的平面时，

确定对极线方向的视差向量的长度单调地减少.从而对极线方向的准确性也相应地降低.这

个关于最小配置的结论对黄金标准算法 14.1 也适用：当起伏减少到零时，即当点集接近于共

面时，所估计的 F+的方差将增加.
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Xi

HA

图 14.5 由 4点的最小配置计算仿射对极线.该直线由平面 II所诱导的

虚拟视差来计算.请与图 13.7相比较.

14.4 三角测量

假设我们有一组测量对应b，y)Te(/,/)T
和仿射基本矩阵 FA.我们希望在图像测量误

差服从高斯分布这一常规假设下,确定真实对应
T的最大似然估计.然后可

以由 ML 估计的对应来确定 3D点.

我们已在第12章了解到，MLE 不仅确定精确地满足仿射对极几何的“真”对应，B卩(P,f，

1)FA( ，1)
T
=0，并且也最小化到测量点的图像距离

( x - x ) + ( y - y )2 + ( x' - x' ) 2 + ( y' - y' ) 2

从几何上看，这个解非常简单,并在图 14.4 中对2D 情形做了说明. 我们在由 FA定义的

超平面上寻找与 IR4
中的测量对应 X =(*',/，a:，y)T

最接近的点.同样，此时 Sampson 矫正式

(4.11)是精确的.从代数上看，超平面的法线方向是 N =(a,6,c,d)T,并且点 X 到该超平面

的垂直距离由< =0、+6)/||

_
给出，因此

i = x -^WT
或者详细地写成

( X’ ( a
b( a x r + b y’ + c x + d y + e )

( a2 + b2 + c2 + d2 )

\y J y

14.5 仿射重构

假设我们有组图像点对应 Xi

^
X:,£ =0,⋯ - 1，并暂时假设没有噪声，那么我们可

以计算 3D 点和摄像机的重构.在射影摄像机（具有《>7 个点）的情形下重构是射影的 . 毫

不奇怪，对于仿射情形，重构是仿射的.现在我们给出这个结论的一个简单的构造性推导.

3D 空间的仿射坐标系可以由四个有限的非共面的基点 X,，i =0，⋯,3 确定.如图 14.6所
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示，选取其中一个点 X。为原点，而其他三个点定义基向量运,= 文 - 交。，�=1,...，3，其中孓是
对应于\的非齐次3 维向量 . 于是一个点 X 的位置可以通过简单的向量加法定义为

X = X。+ XE,+ YE2 +ZE3

并且( X，Y,Z)T是殳关于这组基的仿射坐标.这意味着基点 X;具有标准坐标(X，Y，Z)t:
广0〉 f 0\

X o = 0 X, = 0 Xj = 1 x3 = 0 (14.6)

loj

图 14.6 仿射坐标.（a)3维空间中的4 个非共面点（X, ,X2 , X3 &及原点 X。）定义一组坐标轴，

使得其他的点 X 可以按这些轴来指定相应的仿射坐标（X，Y，Z)t.( b)每一个仿射坐标由平行

方向的长度比率定义(它是仿射不变量）. 例如，X 可由下面两步算出：第一步，把 X 沿平行于

的方向投影到�,和 �3所张成的平面上.第二步，把投影得到的点沿平行于�3的方向投影

到反轴上.坐标值 X 是最后投影得到的点到原点的长度与t的长度的比率.

在两幅视图中给定四个基点的仿射投影,其他任何点的 3D 仿射坐标可以直接由其图像

恢复，如下面将要解释的那样（见图 14.7).

图14.7 由两幅图像的重构. 在两幅视图中的图像分别为 x，x"的3D 点 X 的仿射坐标

可以由图 14.6 中的基点 *;和基向量 i的投影线性算出.

仿射摄像机的投影可以表示为式(6.26)

X = M2 x 3 X + t

式中，S =(*,7)
7是对应于 x 的2 维非齐次向量 .向量的差可消去 I" . 例如，基向量投影为

6 = M2 x 3 氣，i = 1，⋯，3.因此任何点 X 在第一幅视图中的像是

x - x0 = Xe,+ Ye2 + Ze3 (14.7)

类似地，在第二幅视图中的像（ X'= M

^
3 i + r)是
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= Xe；+Ye

^
+ Z e； (14.8)

每一个方程式（14.7)和式（14.8)为空间点 X 的未知仿射坐标 X,Y，Z 提供了两个线性约束 .

该方程中的所有其他项由图像测量给定（例如图像的基向量可以从四个基点 X t ,i =
0，⋯,3的投影计算出来).因此，存在关于三个未知量 X,Y,Z 的四个线性联立方程，并且它的

解能直接求出.这就说明了点 X 的仿射坐标可以从它在两幅视图中的像计算得到.

两幅视图的摄像机矩阵 PA和 P〗可以从3 维空间点f (其坐标由式（14.6)给出）与它们

的测量图像之间的对应计算得到.例如,PA从 对 应 ⋯，3 计 算 得 到 .

以上的推导不是最优的，因为基点被看作是精确的，且所有的测量误差都集中于第5 个点

X 对于仿射情形，最小化所有点的重构误差的最优重构算法是非常直接的.然而，关于它的

介绍将推后到 18.2节中给出，因为那里介绍的分解算法可适用于任意数目的视图.

例14.2 仿射重构.
对于图 14.2中的打孔机的图像，通过选择四个图像点作为仿射基，然后由上面的线性方

法依次计算剩下每个点的仿射坐标，从而得出它的一个 3D 重构 . 所得重构的两幅视图如

图 14.8 所示 . 不过请注意，我们不推荐这种5点算法. 其实应该采用最优仿射重构算法 18.1.

图 14.8 仿射重构.（a)( b)由图 14.2的两幅图像得到的打孔机的线框轮廓.圆圈表示选为仿射基的点.

这些连线仅仅是为了可视化 - ( c)(d)由线框顶点计算得到的 3D 仿射结构的两幅视图.

14.6 Necker 反转和浅浮雕多义性

上一节中我们已经看到,在没有任何标定信息的情况下，可以仅由点对应获得仿射重构.

本节将指出即使摄像机的标定已知，仍然存在一族重构的多义性，这在两幅视图的情形是无法
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解决的.

仿射与透视投影的情形不同，透视投影中一旦确定了内标定,摄影机的运动可以被确定到

相差有限数目的多义性（由本质矩阵，见 9.6 节）.对于平行投影还有另外两个重要的多义性：

有限反射多义性（Necker 反转）和一个单参数族旋转多义性(浅浮雕多义性).
Necker 反转多义性之所以出现这种多义性是因为在平行投影下，一个物体旋转p 和其

镜像旋转-P 产生同样的图像，见图 14.9a.因此，结构只能恢复到与前置平面相差一个反射.

这种多义性在透视情形下不存在，因为点在这两种解释下有不同的深度,因此不会投影到重合

的图像点.

图 14.9 平行投彩下的运动多义性.（a)Necker 反转:一个旋转物体产生的图像与它的镜像物体反方

向旋转产生的图像一样. 但在透视投影下两图像是不同的 .（b〉摄像机可以旋转(P)而仍然保持射线

相交.这不会发生在透视摄像机中 •（c)浅浮雕多义性:考虑一条长度为 I 并旋转了角度p 的杆子，也

就是 x -/ = hinp. 这种浅浮雕(或深度-旋转）多义性之所以这样命名是因为一个浅的物体经历一个

大的转动（即小丨而大 p)与一个深的物体经历一个小的转动（即大 Z 而小p)产生同样的图像.

浅浮雕多义性这种多义性如图 14.9b 所示 . 想象来自一个摄像机的一组平行射线，并

调整来自第二个摄像机的一组平行射线，直到每条射线与其对应的射线相交 . 这些射线在一

族平行的对极平面上，并且一个摄像机绕这些平面的法线自由旋转仍可保持射线的相交性.

这种浅浮雕（或深度-旋转)多义性是关于旋转角度和深度的解的单参数族. 深度参数 AZ 和

旋转参数 sinp 混淆在一起，并且不能被分别确定——只能计算它们的乘积.因此，一个浅的物

体经历了一个大的转动（即小 AZ 而大P)与一个深的物体经历了一个小的转动（即大而小

P)产生同样的图像. 该术语来自浅浮雕雕刻.固定深度或者角度p 就能唯一地确定结构和运

动. 额外增加点不能解决这个多义性，但是附加一幅视图（即 3 幅视图）一般会解决这个

问题.
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这种多义性阐明了由两个透视摄像机作重构的稳定性:当成像条件近似于仿射时，旋转角

的估计将非常差，但是旋转角和深度的乘积将是稳定的.

14.7 计算运动

本节将对两个弱透视摄像机的情形（6.3.4 节）给出由 FA计算摄像机运动的表达式.这

些摄像机矩阵可以取为

「《:'1 0 0 0'

0 1 0 0
.0 0 0 1.

a,
r2T, P，= a;P = har

. 0T 1 .

式中，r1
和 r2是视图之间的旋转矩阵 R 的第一行和第二行.我们将假设两个摄像机的宽高比

a/%都已知，但其相对尺度 s =a: 未知.对“走近”摄像机的物体 s >1，而对“远离”的物体

5 <1.正如我们已知道的，由两幅弱透视视图不能完全计算出旋转 R,因存在浅浮雕多义性 .

但其余的运动参数则可由 FJ1*算得到，并且其计算是直接的.

为了表示该运动，我们将采用 Koenderink 和 van D00m[ Koenderink-91]引入的一种旋转表

示 . 我们将看到它的好处是把浅浮雕多义性的参数p 分离出来，而这是仿射对极几何办不到

的.在这个表达式中视图之间的旋转 R 被分解成两个旋转(见图 14.10).

(14.9)R = RpR9

k
图像

⑻

图14.10 旋转表示 .（a)绕 Z 轴旋转 A ( b)接着绕轴旋转p，轴4�与图像平面平行

并与 X 轴的夹角为也轴0�的坐标为( COs4>,Sin</>,0)
T.

首先，在图像平面上有一个角度为 0的轮式旋转 R9(即绕视线旋转）.接着是绕轴角

度为 p 的旋转 Rp，少的方向平行于图像平面并且与正 X 轴的夹角为 </)，即一个转出图像平面

的纯旋转.

解小和 0 现在证明尺度因子（S)，旋转轴的投影（</>)以及轮式旋转角（0)都可以直接

从仿射对极几何计算得到.在求解之前，我们先从几何上解释对极线是如何与未知运动参数

相关联的.

考虑一个绕平行于图像平面的轴中旋转的摄像机(见图 14.11a).对极平面n与该轴和两

幅图像都垂直，并与图像交于对极线1和 1'. 因此：
• 旋转轴《1�的投影垂直于对极线.
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图14.11 摄像机绕平行于图像平面的轴1�旋转.对极平面*与图像平面的交线给出对极线丨和 r,
而轴O 在该图像中的投影正交于这些对极线:（a)没有轮式旋转发生(0 =0°).(b)/,中摄像机逆时针

旋转了 因此对极线的方向变化了 A

如果在图像平面附加一个轮式旋转 0(见图 14.l i b)，上述关系仍然成立;轴 O 和交线 1'

在空间中固定不变,仅仅是在图像中的一个新角度观察，并保持对极线和投影轴的正交性.因

此两幅图像中的对极线的方向相差 0.重要的是:改变旋转角p 的大小不会以任何方式改变对

极几何(见图 14.12).因此，这个角度不能由两幅视图确定，这是浅浮雕多义性的结果.

平行的对极平面

,
2a /2ba

图 14.12 场景可以被切成平行的对极平面 .P 的大小不影响对极几何

(只要p#0),因此它不能由两幅视图确定.

图 14.13 说明了尺度效应.设一个3D 物体被切成一些平行的对极平面，每一平面限制物

体的特定切片如何运动. 改变该物体的有效大小（例如向它靠近）仅仅改变了相邻对极平面

的相对距离.

总之，轮式旋转仅仅旋转对极线，转出平面的旋转会造成沿着对极线（正交于少）按透视

法缩短，而尺度的变化将一致性地改变对极线的间距（见图 14.13).
可以证明（留着练习）s、0和 <|> 可以直接由仿射对极几何计算：

taru/) = —,tan ( <f> - 9 ) » — fP 52 =

式中

^
>0(根据定义).注意</> 是转出平面的旋转轴在/2中的投影角，而( <#» -0)是它在/,中的

投影角.

c2 + d2

(14.10)a2 + b2
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A

(d)⑷ (b)

图 14.13 对一个相对于静止摄像机运动的物体，尺度和旋转角的大小对于对极线的影响.

它同时说明假定的事件序列由 /，到

^
转变 .（a)/,.( b)轮式旋转（0).( c)转出平面的旋转

( </> 和 p).(d)/2的尺度变化.

例 14.3 由仿射基本矩阵计算运动.
图 14.14 显示了在一个旋转台上旋转的童车的两幅图像 . 该图像大小为 256 x 256 像素

而宽高比为 0.65.仿射基本矩阵利用算法 14.1 求得，而运动参数利用上面的式（14
_
10)由 FA

算得.所算出的旋转轴叠加在图像上.

图 14.14 由仿射对极几何计算运动 .（a)(b)在一个旋转台上旋转的童车的两幅视图 . 所算出的

旋转轴叠加在图像上，该轴通过图像中心.当然真实的轴垂直于世界中的旋转台.

14.8 结束语

14.8.1 文献

Koenderink 和 Van Doom[Koenderink-91]为由两个仿射摄像机的仿射重构奠定了基础.

这篇论文应该整篇阅读.仿射基本矩阵首先在[Zisserman-92]中定义 •Shapiro 等[Shapiro-95]
介绍了由 FA计算运动参数的方法，特别是第三幅视图不能解决浅浮雕多义性的情形 . 关于多

义性的一种有用的特征向量分析法在[Szeliski-96]中给出.三视图仿射运动情形在[Shimsho-
ni- 99]中做了很精彩的处理.

14.8.2 注释和练习

(1)一张场景平面诱导两个仿射摄像机之间的一个仿射变换.存在着由 m3中三参数族
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平面定义的这种仿射变换的三参数族. 给定 FA，这个仿射变换族可以被写为（结论 13.3)

HA «Ie'] xFA + e'VT，其中 F>'=0,而3 维向量 v 参数化该平面族.反过来，证明：给定由场

景平面诱导的单应 HA，则？,在相差一个单参数多义性下被确定.

(2)考虑一个透视摄像机，即它的矩阵不具有仿射形式 . 证明：如果摄像机的运动包含平

行于图像平面的一个平移和绕主轴的一个旋转，则 F 有仿射形式.这一事实说明具有仿射形

式的基本矩阵并不蕴涵其成像条件是仿射的. 是否存在其他的摄像机运动也产生仿射形式的

基本矩阵？
(3)根据式(9.1 )，两个仿射摄像机 PA ,P1唯一地定义了一个仿射基本矩阵 FA.证明：若

这两个摄像机矩阵被一个公共的仿射变换右乘，即 PA

^
PAHA ,P；

^
P；Ha ,则变换后的摄像机

仍定义原先的 FA. 这一事实证明了仿射基本矩阵在世界坐标的仿射变换下是不变的.

(4)假设一个摄像机是仿射的，而另一个是透视的
_
证明:对于这种情形两幅视图的对极

点一般都是有限的.

(5)4 x4 置换单应
■1 0 0 0'

0 1 0 0
0 0 0 1
.0 0 1 0.

把一个有限射影摄像机的规范矩阵 p=[110]映射到如下平行投影 PA的规范矩阵 s
■1 0 0 0'

PA = [ I|0]H = 0 1 0 0

.0 0 0 1.
把这个变换应用？ 有限射影摄像机矩阵，证明本章的结论（见表 14.1 中所列的那些性

质）可以从前几章的非仿射部分直接得到 . 具体地推导与 F+相容的一对仿射摄像机 P+和 Pi
的表达式.

H =
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计算机视觉中的多视图几何

本篇大纲

本篇包含关于三视图几何的两章内容.场景可由三目装置的三个摄像机同时拍摄,或者

由一个移动摄像机相继摄像.

第15 章介绍一种新的多视图对象——三焦点张量 . 它与两视图几何的基本矩阵有类

似的性质:它仅依赖于摄像机间的（射影）关系，而与场景结构无关. 摄像机矩阵在相差一

个3 维空间的公共射影变换下可以从三焦点张量恢复，视图对之间的基本矩阵也可被唯一

地确定.

与两视图情形相比较，这个新几何具有从两幅视图转移到第三幅视图的能力：给定两幅视

图中的一组点对应,就可以确定该点在第三幅视图中的位置;类似地，给定两幅视图中的一组

直线对应，就可以确定该直线在第三幅视图中的位置. 这个转移性质在建立多视图的对应时

有很大的用处.

如果说两视图的对极线约束的本质是从对应点反向投影的射线共面的话,那么三视图的

三焦点约束的本质是由3 维空间中直线上的一点的图像所产生的一种点-线-线对应的几何：

两幅视图中的对应直线反向投影成平面并在3 维空间中交于一条直线，并且从第三幅视图中

的对应图像点反向投影的射线必然与这条直线相交.

第 16章介绍由三幅视图的点和直线对应求三焦点张量的计算 . 给定张量和由它恢复的

摄像机矩阵,可以由多幅视图的对应来算得射影重构 . 如果以两视图同样的方式提供额外信

息，这个重构可以升级为相似或度量重构.

在重构中,三视图比两视图几何多一个好处.给定摄像机，两视图中每组点对应为3 维空

间中3个自由度（位置）的点提供4 个测量. 在三视图中，还是关于这3 个自由度，却有6个测

量. 然而，对直线有更大的好处. 在两视图中，测量的数目等于3 维空间中直线的自由度数，

即4个.从而无法消除测量误差的影响.然而，在三视图中，关于4 个自由度有6 个测量，因

此场景直线是超定的，并且可以通过对测量误差适当地最小化来估计.
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三焦点张量

三焦点张量在三视图中的作用类似于基本矩阵在两视图中的作用，它囊括了三幅视图间

不依赖于场景结构的所有（射影）几何关系.

本章首先简要介绍三焦点张量的主要几何和代数性质，三焦点张量及其性质的正式推导

涉及张量记号的使用. 然而，为方便起见，我们先使用标准的向量和矩阵符号，从而可不必使

用一些（可能）不熟悉的符号就能获得关于三焦点张量的某些几何洞察.因此张量记号的使

用将推迟到 15.2 节中介绍.

15.1 节介绍张量的三个主要的几何性质:通过第三幅视图中的直线反向投影得到的平面

诱导两幅视图之间的单应；由3 维空间中的关联关系产生的点和直线的图像对应关系；以及由

张量恢复基本矩阵和摄像机矩阵.

张量可以被用来将点由两幅视图中的对应转移到第三幅视图中的对应点.它还可应用于

直线:直线在一幅视图中的图像可由其在另两幅视图中的对应图像算出.15.3 节将介绍这种

转移.

张量仅依赖于视图间的运动和摄像机内参数，且可由这些视图的摄像机矩阵唯一确定 •

然而，它也可以仅由图像对应获得，而无须知道有关运动和标定的信息.这个计算在第 16章

中介绍.

15.1 三焦点张量的几何基础

可以以多种方式引入三焦点张量，但本节的出发点是三条对应直线的关联关系 .

直线的关联关系如图 1 5.1 所示，假设3 维空间中的一条直线被影像到三幅视图中，那

么关于这些对应图像直线有什么约束呢？由每一幅视图中的直线反向投影所得的平面必交于

空间中的一条直线——投影到三幅图像中的匹配直线的 3D 直线 . 因为空间中任意三张平面

一般不交于一条直线，所以这个几何关联条件就为这组对应直线提供一个真正约束.我们把

关于三条直线的这个几何约束翻译为代数约束 •

我们将一组对应直线记为按惯例，设三幅视图的摄像机矩阵分别为 P =

[ l|0],P'«[A|a4 ]，P"= [ B|b4 ]，其中 A 和 B 是3 x3 矩阵，向量+和1);是对应摄像机的第；
列，i = l ，⋯，4.

• 34和 1>4分别为第二和第三幅视图中由第一个摄像机产生的对极点.本章将用 e'和 e"
来记这些极点，即 e'= P'C,e"= P"C，其中 C 是第一个摄像机的中心（大多数情形我们

不考虑第二幅视图和第三幅视图之间的对极点）.
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图 15.1 3 维空间中的直线 L 在由中心 C,C'，C"和像平面标记的三幅视图中成像为三线组 l

^
l

^
r.

反过来，对应直线通过第一、第二和第三幅图像的反向投影都交于空间中的一条 3D 直线.

• A 軔 B 分别是第一个摄像机到第二个和第三个摄像机的无穷单应.

第9章中已看到:在空间射影变换下任何三个摄像机的集合等价于包含有 P =[I I 0]的摄

像机集合.本章考虑的是在 3D 射影变换下不变的性质（如图像坐标和3D 关联关系），因此我

们可放心地选取这种形式的摄像机集合.

如图 15.1 所示，每一条像直线反向投影为一张平面.由结论 8.2,这三张平面是

AT1，

A
BTr

n = PT1 =

^
= P,T1,= ^' = p"7r =o,

因为三条像直线由空间中同一条直线产生,所以这三张平面并不是相互无关的,而必须交于这

条公共的空间直线. 这个相交约束可以代数地描述为:4 x 3 矩阵 M =[mW]的秩为2. 这

一结论可以推导如下:该交线上的点可以表示为 + y3X2，其中 X,，X2线性无关.这样

的点在所有三张平面上，因此nTX = n'TX = JI"TX = 0. 由此推出 MTX = 0. 因为 MTX, = 0 和

MTX2 =0，所以厘有2维的零空间.

这个相交约束诱导出像直线 M',r之间的一个关系 . 因 M 的秩为2,故其列 m,之间存在

一个线性相关关系.记

1 AJl BT1".
M = [ m, ，m2，m3 ] = 0

则该线性关系可写成 m, = am2 + f3m,. 然后注意到 M 的左下角元素为 0,从而可推出 a =
k( b] l" ) R^ = -Ma4

Tr),其中 A 为尺度因子.将该式应用于 M 各列顶部的3维向量，得到（相

差一个齐次尺度因子）
1=( b4Ti")ATr -( a4Tr )BTI"=( rTb4 )ATr -( rTa4)BTI"

因此 1的第；个坐标可写成

/; = rT ( b4aJ ) r - i,T ( a4b^ )r = rT ( a；b4
T )r - rT ( a4< )r

引人记号

Ti = a,bj - a4bj ( 15.1 )
则该关联关系可表示为

=1
,TT,1" (15.2)
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定义 IS.1 三个矩阵的集合 I T\，T2，T31组成矩阵表示的三焦点张量.

我们进一步把三个矩阵 T,的全体记为[T,，T2，T3]，或更简单地记为[Tje,则上面最后一

个关系式可改写为

r = rT[ T1 , T2 , T3 ]> w

式中，r
'

mjr'理解为表示向量（ rTTj
'

rTT

^
'

rTi

^
r).

三幅视图之间当然不存在本质区别，因此由式（15.3)类推还可得到类似的关系 rT =
r[T:]r和 rT = iT[v；]v. 这 三 个 张 量 、[17]都存在但有区别. 事实上，尽管这三个

张量都可以由其中任何一个计算得到,但它们之间没有非常简单的关系.因此，对于给定的三

幅视图，事实上存在着三个三焦点张量. 通常人们满足于只考虑其中的一个.不过，本章练习

(8)概述了一种由给定张量[乃]计算另两个张量[T:]和[17]的方法.

注意到式(15.3)仅仅是图像坐标之间的一种关系，并不涉及 3D 坐标，因此（如同前面所注

释过的），尽管它是在规范摄像机集（即 P = [I 1 0])的假设下推出的，但矩阵元素[T」的值并不

依赖于摄像机的形式.给定摄像机矩阵下三焦点张量的特别简单的公式U5.1 )只适用于 P =
[ I I 0]的情形，但我们今后将推导对应于任意三个摄像机的三焦点张量的一般公式（17.12).

自由度三焦点张量由三个 3 x 3 矩阵组成，因此有 27 个元素 . 所以除去矩阵的一个全

局尺度因子后有26 个独立的比率.然而，该张量仅有 18 个独立的自由度.换句话说,一旦指

定了18 个参数，张量的全部27 个元素就可以被确定到相差一个公共的尺度因子. 自由度的

数目可计算如下:三个摄像机矩阵分别有 11 个自由度，共计有 33 个 . 然而，考虑了该世界射

影坐标系须减去15 个自由度，从而留下18 个自由度 . 所以张量满足 26 - 18 = 8 个独立的代

数约束. 我们将在第16章再回到这个问题.

(15.3)

15.1.1 由平面诱导的单应

三焦点张量的一个基本的几何性质是存在由第二幅图像中的一条直线诱导的第一幅图像

和第三幅图像之间的单应.如图 15.2 和图 15.3 所示 . 第二幅图像中的一条直线（由反向投

影）定义了3 维空间中的一张平面，而这张平面诱导了第一幅图像和第三幅之间的一个单应.

图15.2 点转移.第二幅视图中的直线 1'反向投影为3维空间中的一张平面 71'.第一幅视图中的

点 x 定义了3维空间中的一条射线，它与>1'交于点 X.点 X 再在第三幅视图中成像为点 x".因此,

任何直线 r诱导了第一幅和第三幅视图之间的单应，并由其反向投影的平面 71'所定义.

© 该记号仍嫌冗赘，其义也不能自明，基于这个理由，15.2节介绍张量记号.
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▲
c,

图15.3 线转移.由图 15.2所定义的单应对直线的作用同样可以用几何方式可视化. 第一

幅图像中的直线丨定义了3维空间中的一张平面，它与n'交于直线 L.然后直线 L 又被成像

为第三幅视图中的直线I".

我们现在利用三焦点张量来推导这个几何性质的代数表示.图 15.2 和图 15.3 中由平面

n'定义的第一幅和第三幅图像之间的单应映射可以分别写成 x"= Hx 和丨= HT1"，见式（2.6).

注意，图 15.3 中的三条直线 1、1'和I"是一个对应三线组,它们是 3D 直线 L 的投影.因此它们

满足式（1 5 . 2)给出的直线的关联关系比较这个公式和1 = HTr证明了

11 =[11
"

112，113]，其中11;=(1'
因此由上面公式定义的 H 表示由第二幅视图中的直线1'所确定的第一幅和第三幅视图之间的

(点)单应 H13.
第二幅和第三幅视图起着类似的作用，由第三幅视图中的一条直线确定的第一幅和第二

幅视图之间的单应可以用类似的方法得到.这些思想形式化成下列结论.

结论 15.2 由第二幅图像中的直线 1'诱导的第一幅图像到第三幅图像的单应（ 见

图 15.2)由 x"= H13( r ) x 给出，其中

(r卜[«，T;]I，

类似地，第三幅图像中的直线 r定义了第一幅视图到第二幅的单应 x'= H12 ( I") X,其中

H12 ( IW ) = [ T1 ) T2 ) T3 ]I,
-

一旦理解了这种映射，该张量的代数性质就一目了然并且可以很容易地得到 .下一节中

我们将基于式（15.3)和结论 15.2来推导点和直线之间存在的一些关联关系.

H13

15.1.2 点与直线关联关系

利用三焦点张量很容易推导出三幅图像中直线和点的各种线性关系.我们已经见过一个

这样的关系，即式（15.3).这个关系在相差一个尺度的条件下成立，因为它涉及齐次量.可以

通过对该式两边进行向量叉积(它必然为 0)来消除这个尺度因子.由此导出下列公式

( rT[T1 ,T2,T3]l，，)[ l ] x = oT
这里我们用矩阵[1] x来表示叉积(见 A4.5)，或更简洁地(rT[T;]l")[1] x =0

T.注意到 1'和1"之间的

对称性——对换这两条直线的位置相当于把每一T,转置，并得到关系(1"
T[T;]1')[1] X =0t.

再次考虑图 15.3.直线丨上的点 x 必满足 xTl = Lx% =0(用上标表示点坐标，预示张量

符号的使用）.因为

^
，上式可写为

(15.4)
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rT( = o
注意:（I

^
T,)是一个简单的3 x3 矩阵. 这是第一幅图像中的一个关联关系:该关系对于一

组点-线-线对应成立——也就是当某条3D 直线L 映射到第二幅和第三幅图像中的 1'和1"，及

第一幅图像中通过点 x 的一条直线时. 使式（15.5)成立的点-线-线对应的重要等价定义产生

于3 维空间中的一种关联关系——存在一个 3D 点 X 映射到第一幅图像中的 x 及第二幅和第

三幅图像中的直线 1'和 1"上的点，如图 15.4a 所示.

(15.5)

x,

C

⑻点一线一线

X

x C"
C

C'

(b)点-线-点
Lx

C"

C

⑹点-点—点

图15.4 关联关系.（a)考虑3 幅视图中的一组点对应 xex

^
x".若 1'和 1"分别为过和 x"的任意

直线，则 xWW形成对应于一条3D直线L的一组点�线�线对应.因此，式(15.5)对过 X'的直线 1'

和过 x"的直线r的任何选择都成立 .（b)空间点 X 与空间直线L相关联.这定义了所在图像的一组

关 联 关 系 (c)由空间点 X 的图像产生的对应

根据结论 15.2,我们可以得到包含第二幅和第三幅图像中的点 x'和 x"的关系 . 考虑

图 15.4b 所示的点-线-点对应得到

2 8 7



m 计算机视觉中的多视图几何

X" =H13(r)x =[T；r，T2Tr，T3TI，]X =(
该式对第二幅图像中过点 X'的任何直线 1'都成立. 把此式两边的转置同时（右）乘[X"] x可以

消除齐次尺度因子而得到

x"T[x"] x =l'
T
( liX%)[x"]x =0J

将第二幅和第三幅图像的角色对换，可以进行类似的分析.

最后，对于如图 15.4c所示的 3点对应有如下关系

[x，] x( Z/T‘)[x
〃] x =03 x3

证明式（15.6)中的直线1'通过点％',从而可以写为1'= ]�、7'�[*'] )(广7'为直线1'上

的某一点. 于是由式（15.6)得 r( Z夕 = y
,T[ xJ]x.( S,

^
Ti)[ xw] x = 0

T. 而式

(15.6)对通过 x'的所有直线 1'都成立，因此与 y'无关.从而推出关系式（15.7).

三幅视图中直线和点之间的各种关系概括在表 15.1中，它们的性质在引人张量符号后会

在 15.2.1 节中做进一步研究. 注意这里没有列出点在第二幅或第三幅视图中的点-线- 线对

应关系. 当第一幅视图是特殊视图时，这种以三焦点张量表示的简单关系不成立 . 还值得注

意的是满足图像的关联关系并不保证3 维空间中的关联关系，如图 15.5所示.

(15.6)

(15.7)

( 1 )线-线-线对应

或 （i in.Tdin =oT
(2)点-线-线对应

rT( = o 对于对应 x-H*r«r

(3)点-线-点对应

1
,T( [x"]x = 0T 对于对应WW

⑷点-点-线对应

[x']x( = 0 对于对应 *�哭'㈠I"

(5)点-点-点对应

=°：

表1S.1 用矩阵表示的三焦点张量关联关系概要.

图 15.5 非关联结构.这个结构的像点和像直线满足表 15.1 中的点-线-点关联关系 . 但是空间点

x 与直线 L 不关联.请与图15.4 比较.
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我们现在开始由三焦点张量求两视图几何、对极点和基本矩阵 .

15.1.3 对极线

当由直线 1'反向投影得到的平面n'是前两个摄像机的对极平面（从而通过第一个摄像机

的中心 C)时,就产生一种点-线-线对应的特殊情形 . 设 X 是平面n'上的一个点，那么由 X 和

C 定义的射线在这张平面上，并且 r是对应于 X 的图像点 X 的对极线，如图 15.6 所示.

图 15.6 若由 1'确定的平面n'是前两幅视图的对极平面，则第三幅视图中的任意直线 1"都

给出一个点-线-线关联关系.

由第三幅图像中的直线 1"反向投影得到的平面V交平面 71'于直线 L.此外，因对应于 X 的

射线完全在平面n'内，故它必与 L 相交. 这就给出了由点 X 和直线 r，r分别反向投影得到的

射线和两幅平面的3 路交点，从而它们构成了满足 rT( i

^
T;)r = o 的一组点-线-线对应.这

里至关重要的一点是:这对于任意直线r都成立，从而推出 rT ( = oT. 当 r和 r'的角色

对换时同样的讨论也成立.归纳如下：

结论15.3 如果 x 是一个点，1'和 1"分别是第二幅和第三幅图像中对应的对极线，那么

1，T ( = 0K ^>‘T; )1" = 0

从而,对应于 x 的对极线 1'和 1"可以作为矩阵的左、右零向量而算得.

当点 x 变化时，对应的对极线也随之而变，但一幅图像中的所有对极线都通过对极点.这

样一来可以通过计算不同 X 所对应的对极线的交点来求该对极点.点 X 的三个方便的选择是

由齐次坐标（1，0,0)
7、(0，1，0)7和(0,0，1)

7
表示的3个点，对\的这三种选择，1

^
1',分别等

于 T1 N T2* T3.由此推导出下列重要结论：

结论 15.4 第二幅图像中的对极点 e'是由矩阵 T;( i = 1,2,3 )的左零向置所表示的对极

线的公共交点. 类似地，对极点 e"是由矩阵 T;的右零向量所表示的对极线的公共交点.

注意:这里的对极点是第二幅和第三幅图像中对应于第一幅图像中心 C 的对极点.

目前这个结论的用处还不是很明显.但下面将会看到，它是由三焦点张量计算摄像机矩

阵，及在第16章中有关张量精确计算的一个重要步骤.

矩阵 T;的代数性质本节给出了矩阵1的一些代数性质，我们将其归纳如下:

• 每个矩阵乃的秩为 2.这由式(15.1)易得，因为 T;=a,e"T - e<是两个外积的和.
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• 兄的右零向量是 ir = e"xb>分别取 1,2,3 时，它分别是点 x =( l，0,0)T
、（0，l，0)T、

(0,0，1 )
T
在第三幅视图中的对极线.

• 对极点 e〃是对极线 1;'( i = l ,2,3)的公共交点.

• T;的左零向量是 l；= e( xa；,i 分别取 1，2,3 时，它分别是点 x =( 1，0,0)
T
、（0，1 ,0)

T
、

(0,0，1)
T在第二幅视图中的对极线.

• 对极点 e'是对极线 1;( / =1,2,3)的公共交点.

• 矩阵和 M( x) =( Z/T;)的秩也为 2. M( x)的右零向量是点 x 在第三幅视图中的对极

线r,其左零向量是点 x 在第二幅视图中的对极线 r.
值得再次强调的是，尽管在推导过程中利用了摄像机矩阵 P,P',P"的特殊规范形式，但 T,

矩阵的对极性质与这种选择无关.

15.1.4 求基本矩阵

利用三焦点张量计算第一幅e和其他两幅视图之间的基本矩阵 F21和 F31是很简单的.在

9.2.1 节中介绍过对应于某点的对极线可以通过一个单应把该点转移到另一幅视图中再连接

该转移点和对极点而得到. 考虑第一幅视图中的点 X，根据图 15.2 和结论 15.2,X'=([ T\ ,
T2，T3]I")X 给出了由第三幅视图上的直线 1"诱导的从第一幅到第二幅视图的单应.然后对应

于 x 的对极线由连接 x'和对极点 e'得到. 这给出1

^
[e'] x([T,,T2，T3 ]l")x，由此得到

这个公式对任意向量 1"都成立，但要避免 1"处于任一 T,+的零空间中这一退化条件.一个好的

选择是 e"，因为我们已经知道 e"垂直于每一个 T,的右零空间. 这就给出下面的公式

F21 = [ e, ] x [T1 ,T2 ,T3 ] ew (15.8)

类似地，公式 F31 =[e"] ,T〖,T3
T
]e，成立.

15.1.5 恢复摄像机矩阵

我们强调过三焦点张量与 3D 射影变换无关，因为它仅表达了图像元素之间的关系 . 反

之，这意味着由三焦点张量可以在只差一个射影多义性的意义下算得摄像机矩阵.现在就来

说明如何实现.

如同由两幅视图重构的情形一样，由于射影多义性，第一个摄像机矩阵可以取为 P =
[I|0]. 现在因为 F21已知（见式（15.8)),我们可以利用结论9.9 推出第二个摄像机矩阵形为

P,=[[T1 ,T2,T3 ]e,,|e,]
从而摄像机对 I P，PM 具有基本矩阵 F21.也许有人会认为第三个摄像机可以类似地取为 P"=
[[<,T

2

T
，T

3

T
]e'|e"]，但这是错误的 . 其原因是两个摄像机对|P，P'|和|P,P"1 并不一定定义

在同一个射影世界坐标系中;尽管每一对就其本身是正确的，但整个三元组 I P，P'，P"!是不相

容的.

e 对 于 对 应 点 基 本 矩 阵 F21 满 足 j£ 'TF2lX =0 ,下标记号参见图 15.8.
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第15章三焦点张置

第三个摄像机的选择不能独立于前两个摄像机的射影坐标系.为解释这一点，设摄像机

对 I P,P'i 已选定并且点 X由其图像对应 ex;重构得到，那么\的坐标由|P,P'l 定义的射影

坐标系确定，并且一个相容的摄像机 P"可以由对应 X;ex:'而算得.显然，P"依赖于由丨P，P'|
定义的坐标系.然而，并无必要显式地重构出 3D 结构，因为一个相容的摄像机三元组可以直

接由三焦点张量来得到.

P = [I | 0]和 P'=[[T\ ,T2，T3 ]ew|e' ]并不是与给定基本矩阵 F21相容的唯一的摄像机矩

阵对.根据式(9.10),P'的最一般的形式是

P，=[[T1 , T2 ,T3 ]e,,
+ eVT | Ae, ]

式中，v 是某个向量，A 是尺度因子;对 P"类似的选择也成立.为了求得一组与该三焦点张量

相容的摄像机矩阵三元组，我们需要从这些矩阵族中找到与三焦点张量的形式（式（15.1))相

容的 P'和 P"的正确值.

由于射影多义性，我们可自由地选取 P'=[[T,，T2，T3 ]e"|e']，因此 a,=T,e".这个选择确

定了使 P"被唯一确定（相差一个尺度因子）的射影世界坐标系.然后代人到式（15.1)(注意到

a4 =e

^
b4 =0得

T‘ = T;effe"T - e，(
由此得到 e'< = T, ( eVT - I ) . 因为可以通过选择尺度因子使得 || e' || = e'Te' = 1,我们可以对

上式两边用 e'T左乘并转置而得到

b. =(eV,T - I)Tje,
因此 P"=[(e"e"T - I)[T；，T2

T
，T

3

t
]e，|e"]. 由三焦点张量求摄像机的步骤归纳在算法15.1 中.

给定用矩阵[T\,T2,T3 ]表示的三焦张量 .

(1)求对极点 e',e"

令11,.和分别为 T,的左和右零向量，即 u

的零向量而获得：

;T‘ =0
T
，T,V

‘ =
0.则该对极点可以通过求下面3 x 3 矩阵

e，T[ u1，u2，u3] =0
T
和 eWCunh ] =0

T

(2)求基本矩阵 F21 ,F31

F21 =[e，] x[T,，T2，T3 ]e"和 F31 =[e"] x[<，T2

T
，T>，

( 3 )求摄像机矩阵 F , P"( P = [ I | 0] > .

把对极点归一化为单位范数.那么

P，= [ [ T\ ,T2，T3]e" k]和 P" =[(eVT - 1)[ ，T2
T ,T3

T ]e，| e〃]

算法 15.1 由三焦点张置求 F 和 P的算法总结.注意 F21和 F31是唯一确定的.

然而，P'和 P"只确定到相差一个3 维空间的公共的射影变换的程度.

我们已经看到三焦点张量可以由三个摄像机矩阵计算得到;反之,在相差一个射影等价的

意义下，三个摄像机矩阵可以由三焦点张量计算得到.因此，三焦点张量在相差一个射影等价

下完全掌握了三个摄像机.
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15.2 三焦点张量和张量记号

到现在为止,我们所用的三焦点张量的记号都是由标准的矩阵——向量记号推导出来

的.因为矩阵仅有两个指标，所以有可能利用矩阵的转置及左乘或右乘来区分这两个指标，并

且在处理矩阵和向量时，可以不必明确写出它们的指标.与矩阵只有两个指标不同，三焦点张

量有三个指标，所以再沿用矩阵记号模式将非常冗赞. 从现在开始，我们要转到使用标准的张

量符号来处理三焦点张量.附录 1 为不熟悉张量记号的读者提供一个简要介绍.在学习本章

之前应先阅读该附录.

图像中的点和直线分别用齐次的列和行 3 维向量表示，即 x =(/,*
2,*3广和 1 =( /1;/2 >

z3 )，矩阵 A 的（心)元记为4，其中指标 i 是逆变(行)指标，而y 是协变（列）指标. 我们遵守惯

例:在逆变和协变位置重复出现的指标表示对该指标在范围（1,2，3)内求和.例如方程 x'=
Ax 等价于*" = ZAV，并可记为/ =a]

^
.

我们从式（15.1)给出的三焦点张量的定义出发.利用张量记号，它就变为

(15.9)

中指标的位置(两个逆变和一个协变）由该方程右边表达式中指标的位置确定.这样一来，

三焦点张量是一个混合逆变——协变张量.利用张量记号，基本关联关系式（15.3)变为

注意:与标准的矩阵记号不同，乘张量时元素的顺4无关紧要.例如上式的右边可写为

叹丁 f = = Z l J T f l" = l J T^
(15.10)

图 15.2和图 15.3的单应映射可以由关联关系式（15.10)推得 . 当平面是由直线 1'反向

投影所定义时，

h = =VKl]

^
) =叹，其中 /

^
=1;巧

式中，<是单应矩阵 H 的元素.这个单应建立第一幅视图和第三幅视图之间的点映射如下

x"k = hk. x'

注意:这个单应由该张量被一条直线缩并（即对张量的一个逆变（上）指标和该直线的协变

(下）指标求和）而得到，即1'从张量中提取一个3 x 3 矩阵——将张量看成是一个算子,它作用

于一条直线并产生一个单应矩阵.表 15.2概括了三焦点张量的定义和转移性质.

一对特别重要的张量是 Al.1 节中定义的

~
4和其逆变对应式这个张量用来表示向

量积.例如，连接两点/和 y的直线等于叉积 《，反对称矩阵[ X ] x 用张量记号写为/

现在可相对简洁地写出表 15.1 中给出的三焦点张量的基本的关联结果.相关结果总结

在表 15.3 中.在该表中，符号等表示零阵列.

如果注意到:rf的三个指标 i，M分别对应着第一、第二和第三幅视图，那么表 15.3 中各

关系的形式就更容易理解了.因此，某些表达式（如 Z；Tf )不可能出现，因为指标>属于第二幅

视图，从而它不可能属于第三幅视图中的直线 r.重复的指标（表示求和）必须作为逆变（上）
指标和协变（下）指标各出现一次.因此我们不能写 x,jTf ，因为指标在上面位置出现两次.

可以考虑用张量 e 提升或下降指标,例如用 X%代替1;_
然而，练习(5)指出，我们并不能随意

这样做.
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定义三焦点张量7�是一个阶为3的张量 ，并有两个逆变和一个协变指标. 它由一个齐次的3 x3 x3 阵列（即27 个

元素）来表示，并有18个自由度.
由摄像机矩阵来计算. 如果规范的3 x4 摄像机矩阵是

P = [ I|0],P- =[«；],P"=[6；]
那么

关于由三个一般摄像机矩阵的计算请参看式(17.12).
由第二幅和第三幅视图中的对应直线到第一幅视图的直线转移

h =iiKr^由一个单应的转移.

( 1 )通过第二幅视图中的一条直线从第一幅视图向第三幅视图的点转移

缩并是由第二幅视图中直线 r反向投影所确定的平面所诱导的第一幅和第三幅视图之间的一个单应映射:

*"* =<*、其中磚 = /；Tf
( 2 )通过第三幅视图中的一条直线从第一幅视图向第二幅视图的点转移

缩并 Zpf 是由第三幅视图中直线I"反向投影所确定的平面所诱导的第一幅和第二幅视图之间的一个单应映射:

，其中

表15.2 三焦点张量的定义和转移性质.

(1)线-线-线对应

=o-
(2)点-线-线对应

(3)点-线-点对应

*$( *"* )rf =0,

(4)点-点-线对应

= or
(5)点-点-点对应

表15.3 三焦张量关联关系概要——三线性性.

15.2.1 三线性性

表 15.3 中的关联关系都是关于图像元素（点和直线）坐标的三线性关系或三线性性 .

“三”是因为该关系中每个单项都包含了每幅图像的元素坐标;“线性”是因为该关系关于每个

代数元素（即张量的三个“自变量”）都是线性的. 例如在点-点-点关系中，/( x' jSjpr ) ( x"kSkqJ
rT =0�，设 x,和1都满足这个关系，那么 X = aXl +办2也满足，即该关系关于它的第一个自变

量是线性的.类似地，该关系关于第二个和第三个自变量也是线性的.这个多重线性是张量的

一个标准性质，并且由该张量关于所有三个指标（自变量）的缩写形式 =0直接推出.

我们现在更详细地介绍点-点-点三线性性.由 r 和 s 的三种选择可得到9个这样的三线

性关系.从几何上看，这些三线性关系是由点-线-线关系在第二幅和第三幅图像上选择特殊
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直线而得到（见图 15.4a).选择 r =1，2或3 分别对应平行于图像％轴、平行于图像 y 轴，或通

过图像坐标原点（点(0，0，1)
T
)的直线.例如，选择 r = 1，并展开

l'P = x，J«jpi = (0, ~ x' 3 ,x' 2 )

它是第二幅视图中过点 x'的一条水平直线（因为对任意 A，形如 y'=(V 1
+ A ，*'

3
)
T
的点都

满足 y'Tl'=0).类似地，在第三幅视图中选择 s =2得到过 x"的竖直线

并且三线性点关系展开为

0 = xx'1xnkejplehfiT^
= xl [ - X' 3 ( X"3T '̂ - X"'^ ) + x'\x"iTi' ) ]

在这9个三线性中，4个是独立的 I 这意

^
着所有9个三

^
性等i可以由4个三线性等式

构成的一组基通过线性组合得到.四个自由度可以回溯到点-线-线关系 =0,并按如

下方式计算.在第三幅视图中有一个过 x〃的单参数直线族，如果m"和n"是这个族中的两个元

素,那么过 x"的其他任意直线都可以由它们的线性组合得到

l"=am"+〆
因该关联关系关于r是线性的，故又给出

VjmlT^x1 =0

=0
于是关于其他任意直线r的关联关系可以由这两式的线性组合而得到.从而对 I"仅有两个线

性独立的关联关系.类似地，过 X'有一个单参数的直线族，并且该关联关系关于过 X'的直线 1'

也是线性的.因此在第一幅视图中的点和第二、第三幅视图中的直线之间总共有四个线性独

立的关联关系.

这些三线性等式的主要优点在于它们是线性的，另外，如下一节中所述的,它们的性质通

常包含在转移中.

1 5 . 3 转移

给定一个场景的三幅视图和其中两幅上的一对匹配点，我们希望确定该点在第三幅视图

中的位置.给定关于摄像机的位置的足够信息，通常可以在不涉及图像内容的条件下确定该

点在第三幅视图中的位置. 这就是所谓的点转移问题.对直线也有类似的转移问题.

原则上，在给定三幅视图的摄像机后，这个问题可以被解决. 由第一幅和第二幅视图中的

对应点反向投影的射线相交，从而确定了3D点.通过把这个 3D 点投影到第三幅图像中可以

计算出在该视图中对应点的位置.类似地，由第一幅和第二幅图像中的对应直线反向投影的

平面相交于3D 直线，把这条 3D 直线投影到第三幅图像可以确定其图像位置.

15.3.1 利用基本矩阵的点转移

仅利用基本矩阵的知识就可以解决点转移问题 . 因此，假设我们已经知道关联三幅视图

的三个基本矩阵 F21，F31，F32，并设前两幅视图中的点 x 和 x'是一对匹配点.我们希望在第三

幅视图中找到其对应点 X".
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所求点 X"与第一幅图像中的点 x 匹配，因此它必在对应于 x 的对极线上 . 由于我们已经

知道 F31，这条对极线可以算出并且等于 F31 X. 利用类似的讨论，x"必定在对极线 F32 X'上 .取

这两条对极线的交点（见图 15.7a)得到

X" = (F31X) X (F32 X
,)

注意这个表达式中并没有用到基本矩阵 F21. —个自然产生的问题是:我们能否由 F21获

得什么信息？答案是肯定的.当存在噪声时，点对 xex'不会是一对精确匹配点，即它们并不

会正好满足方程 x'F21x =0. 给定了F21，我们可以利用如算法 12. 1 中的最优三角测量法来矫

正 x * X'，得到满足该关系的一对点 iei'. 从而该转移点可以由 x" = ( F32幻 x (F32f )来计

算. 这种利用基本矩阵的点转移方法将被称为对极转移.

图3

F3I F32

图2的对极线图1的对极线

(b)

图 15.7 对极转移.（a)X 在前两幅视图中的图像是对应 xex\ X 在第三幅视图中的图像可由

对极线F3lx 与 F32x'的交点求得.（b)在第三幅图像中看到的对极点和转移点 X"的配置 .点

可以由求过两对极点 e3，和 e32的对极线的交点确定.然而，如果 X"在过这两个对极点的直线上，

那么其位置无法确定.接近于过对极点的直线的点的估计将很不精确.

尽管对极变换曾经被用于点转移,但它有一个严重缺陷使得它没被实际计算所采用. 这

个缺陷产生的退化情形可通过图 15.7b 来理解:当两条对极线在第三幅图像中重合时，对极变

换失效(直线越“接近”重合就越病态）. 退化条件 x"，e31和 e32在第三幅图像中共线，意味着摄

像机中心 C，C'和3D点 X 在过第三个摄像机中心 C"的某平面上;从而 X 在由三个摄像机中

心确定的三焦点平面上，见图 15.8.对极转移对三焦点平面上的点将失效，并且对邻近三焦点

平面的点将很不精确 . 注意，对于这三个摄像机中心共线这一特殊情形，三焦点平面不是唯一

确定的，并且对极变换对所有的点都失效，此时 e31 = e32.

c,•-
图1S.8 三焦点平面由三个摄像机中心定义.对极点的标记是对三焦点平面的任何点 x
来说对极转移将无效.如果三个摄像机的中心共线，那么存在包含这三个中心的单参数族平面.
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15.3.2 利用三焦点张量的点转移

利用三焦点张量可以避免对极转移的退化.考虑对应 xex'.如果通过点 X'的直线 r选
在第二幅视图上，那么根据表15.2,对应点 X"可以通过从第一幅上的点 X 到第三幅上的转移

x"k
得到.由图 15.4b 显而易见该转移对于三焦点平面上的一般点 X 不是退化的.

然而由结论 15.3 和图 15.6 注意到：如果 1'是对应于 x 的对极线，那么 =0 4,因此

x"是没有定义的. 所以，直线 1'的选择很重要.为避免只选择一条对极线，一种可能性是利

用通过 x'的两条或三条不同的直线，即仏 = x' rerjp,/> =1,2,3.对每一条这种直线，计算出 x"
的值并保留有最大范数（即最不可能是 0)的一个.寻找 X"的另一方法是求线性方程组

Ax%, ) ( x"k
£hls )T^ =0�的最小二乘解 X"，但这种方法可能太烦琐了 •

我们推荐的方法如下:在试图计算由点对转移的点 x"之前，首先按上面对极转移中

介绍的方法，利用基本矩阵 F21矫正该点对.如果 i和是精确匹配，那么转移点*

将不依赖于过点的直线1'的选择（只要它不是对极线）.这可以参考图 15.2从几何上验证.

一个好的选择是总取垂直于 F21i的直线.

总结起来，测量对应 xex'按下列步骤转移：

(1)由三焦点张量计算 F21(利用算法 15.1 所给的方法），并利用算法 12.1 矫正 xeX'到

精确匹配

^(2)计算过点f 且垂直于直线1:= F21i的直线 1'，如果1:=(《，Z2，Z3 )T且矿 =(H1)
T,

那 么 私 十⑷
了.

(3)所求转移点是，=#CTf.
退化配置如图 1 5.9 所示，考虑通过一张平面到第三幅视图的转移 .3D 点 X 仅当其在

连接第一个和第二个摄像机中心的基线上时才是未定义的.这是因为对于这样的 3D 点，过 X

和 x'的射线共线,因而它们的交点没有定义. 在这种情形下，点 x 和f 对应于两幅图像中的对

极点.然而，位于第二幅和第三幅视图的基线上或三焦点平面上其他任何地方的点的转移却

没有问题.这是对极转移和利用三焦点张量转移之间的关键性差别.前者对三焦点平面上的

任何点没有定义.

15.3.3 利用三焦点张量的直线转移

利用三焦点张量，根据表 15.2 的直线转移方程 /,= Z;Tf 可以把直线从一对图像转移到

第三幅图像上 . 该方程在第二幅和第三幅视图中的直线已知的条件下给出了第一幅视图中直

线的显式公式.不过要注意，如果在第一幅和第二幅视图中的直线丨和 1'已知，那么 1"可由解

线 性 方 程 组 =os而得到，从而将其转移到第三幅图像.类似地可转移直线到第二

幅图像.仅利用基本矩阵不可能进行直线转移.

退化考虑图 1 2.8 中的几何 .3 维空间中的直线 L 由通过 1 和 r的平面（即 it和《')的

交线来定义.显然当平面II和 7T'重合，即它们为对极平面时，这条直线没有定义. 因此，如

果1和 r是第一幅和第二幅视图中对应的对极线，那么不能在第一幅和第三幅图像之间进

行直线转移. 从代数上看，直线转移方程给出（=;7

^
=0，而用来解 1"的方程的矩阵
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Bn B23

h \c〆 fil- Cs

图1 图3
\

图 15.9 用三焦张量计算点转移的退化性 . 3D点 X 由过 x 的射线和平面f的交点确定.在第一

幅与第二幅视图之间的基线段 S12上的点 X 不能用这种方式确定.因此，线段 B12上的 3D 点不能

由第二幅视图中的直线所定义的单应转移到第三幅视图. 注意直线琴2上的点投影到第一幅视图

的 e12和第二幅视图的 e21.除直线 S12之外，任何点都可以被转移.特别是对介于视图二和视图三

之间的基线段 S23上的点或三焦点平面上的其他任何点都不存在退化问题.

( 变为零.直线接近于对极线的情形时有发生，并且它们的转移不准确，因此要经

常检测这个条件.对于由第三幅视图中的直线定义的第一幅和第二幅之间的直线转移，存

在一个等价的退化.当第一幅和第三幅视图中的直线是这两幅视图对应的对极线时，会再

次发生这种退化情形.

一般来说，第一幅和第二幅之间的对极几何与第一幅和第三幅之间的对极几何会有所不

同，例如，在第一幅视图中，由第二幅视图产生的对极点 e12与由第三幅视图产生的对极点 e13

会不一样.因此在第一幅视图中对应于第一和第二两幅视图的对极线与对应于第一和第三两

幅视图的对极线不同.从而当直线转移到第三幅视图是退化时，转移到第二幅视图一般不会

是退化的.然而，对于三焦点平面上的直线，转移总是退化（即未定义）的.

15.4 三幅视图的基本矩阵

三个基本矩阵Fl2，F23 ,F31不是独立的,而是满足三个关系式

e:F21e13 = 63
?

^
32621 = e;2

F31e12 =0 (15.11)

这些关系可以很容易由图 15.8 看出.例如,<2
F31e12 =0来自于 e32和 e12是匹配点（对应于第2

个摄像机的中心）.

射影上，三摄像机配置具有 18个自由度：每个摄像机的 11 个减去全局射影多义性的 15

个.或者可以解释为基本矩阵的3 x7 =21 个自由度减去以上关系的 3 个.三焦点张量也有

18 个自由度，并且由三焦点张量计算的基本矩阵将自动满足三个关系.

以上计数讨论意味着式（15
_
11)的三个关系足以确保三个基本矩阵的一致性 .然而，单

单计数讨论并不是令人信服的证明，因此下面给出一个证明.

定义 IS.S 三个基本矩阵F12，FM,F31被称为是相容的，如果它们满足式（15.11)的条件.

在大多数情况下，这些条件足以确保三个基本矩阵对应于摄像机的某种几何配置.

定理 15.6 设给定的三个基本矩阵 F12 ,F23 ,F31满足条件式（15.11 ).并假设 e12

_
e13 ,
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e21#e23,e31#e32.那么存在三个摄像机矩阵 P,,P2，P3使得心是对应于摄像机对（

^
,

^
)的基

本矩阵 •

注意该定理中的条件保证了三个摄像机是不共线的. 基于这个原因，这里将称其

为非共线性条件.可以通过示例证明（留给读者）这些条件对于定理是必要的.

证明在这个证明中，指标和 A 代表不同的对象. 我们从选择与三个基本矩阵一致的

三个点 x,. ,i = l,2(3 出发.换句话说，我们需要对于所有对（ij),x；F,xy =0.这很容易通过先

选择 *,和 x2满足 xlF2|Xl =0,再定义 x3为两条对极线匕*2和 F31x,的交点来完成 •

以 类 似 的 方 式，我 们 选 择 满 足 的 第 二 组 点 y;，i = l，2,3.这以下面方式完成:每

幅图像；中的四个点 x;，yi，％，eii处于一般位置——没有三个是共线的.这是只要假设每幅图

像中的两个对极点不同就可以做到的.

接下来，我们选择一般位置的五个世界点 C

^
C

^^
.X.Y.例如，可以采用通常的射影

基.我们现在可定义三个摄像机矩阵.设第；个摄像机矩阵

^
满足条件

P;C
‘ =

0,P；C;= e；,,P;Ct = ea ,P；X = x;,p,.Y = y；
换句话说，第 i 个摄像机的中心位于 C,.，且将四个世界点 Cy,Ct,X, Y 映射到四个图像点 ev.,

这唯一地确定了摄像机矩阵，因为点在一般位置.为理解这一点，回想一下摄像机

矩阵定义了图像和通过摄像机中心的射线(2D 射影空间）之间的单应.四个点的图像完全确

定了这个单应.设匕是由一对摄像机矩阵 P,和 P,定义的基本矩阵.只要证明对所有心,

^
=

就完成了原定理的证明.

通过匕和 P,的构造方式可知匕和 F&的对极点是相同的.考虑图像 i 中通过

~
的对极线

束. 该束形成直线的一维射影空间,并且基本矩阵仏诱导了该束和图像）中通过的直线束

之间的一个一一对应（实际上是单应）.基本矩阵

^
也引起同样束之间的单应. 如果两个基本

矩阵诱导的单应是相同的，那么这两个基本矩阵是相同的.

如果两个一维单应在三个点（此时或者对极线）上是一致的,那么这两个单应是相同的.

关 系 =0 意 味 着 图 像；中 过 X,.的对极线和图像J 中过的对极线在由&诱导的单应下

是对应的.通过构造也有<

^
'

=0,因为\和

'
.是点 X 在两幅图像中的投影.因此，两个单

应关于这对对极线是一致的. 以同样方式，由和匕诱导的单应关于与 y,ey,和 =%对应

的对极线是一致的.所以这两个单应关于束上的三条直线是一致的,从而是相等的，因此相应

的基本矩阵也是相同的.（我们感谢 Frederik Schaffalitzky 的这个证明）.

15.4.1 给定三个基本矩阵下摄像机矩阵的唯一性

刚才给出的证明显示对应于三个相容的基本矩阵（假设它们满足非共线性条件），至少存

在一组摄像机. 重要的是知道这三个基本矩阵唯一地确定三个摄像机的配置,至少在相差一

个不可避免的射影多义性下.这将在下面证明.

前两个摄像机矩阵 P 和 P'可以用两视图技术（第9章）由基本矩阵 F21来确定.余下的是

在相同的射影坐标系下确定第三个摄像机矩阵 P".原则上可按下列步骤进行：

(1)在前两幅图像中选择一组匹配点 x;-x；,满足<TF21 xi =0,并利用三角测量确定对应

的 3D 点 X,.
(2)利用基本矩阵 F31和 F32，由对极转移确定第三幅图像中的对应点 X".
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(3)由这组 3D—2D 对 应 解 摄 像 机 矩 阵 P".
当点 X;在三焦点平面上时，这个算法的第二步将失效. 这样的点 X;很容易被发现并舍

去，因为它在第一幅图像中的投影点\位于两个对极点12和 e13的连线上 .因为有无限多可

能的匹配点，我们可以计算足够多这样的点以求得 P".
这种方法失效的唯一情形是所有空间点 X;都在三焦点平面上.这仅可能发生在三个摄

像机中心共线的退化情形,此时三焦点平面不是唯一确定的.由此可见,除非三个摄像机中心

共线，否则三个摄像机矩阵可以由基本矩阵确定.另一方面，若三个摄像机共线，则无法确定

摄像机沿它们的中心连线的相对间距.这是因为基线段的长度不能由基本矩阵确定,且这三

条基线段（摄像机中心之间的距离）可以任意选择，并仍与基本矩阵相容. 这样就证明了下述

事实

结论1S.7 给定满足非共线条件的三个相容的基本矩阵 F21 ,匕和 F32，在相差一个 3D 射

影坐标系的选择下，三个摄像机矩阵 P,P
^
和 P"是唯一的.

15.4.2 由三个基本矩阵求摄像机矩阵的计算

给定三个相容的基本矩阵，存在一个简单方法来计算相应的三个摄像机矩阵.根据基本

矩阵 F21，可以利用结论9.14 计算相应的一对摄像机矩阵（P，P')
_
接下来，根据结论 9.12,第

三个摄像机矩阵 P"必须满足条件:P"TF31P 和 P"TF32P'是反对称矩阵 . 这些矩阵中的每一个都

产生10个关于 P"元素的线性方程，共得到关于 P"的12 个元素的20 个方程.从这些可以线性

地求出 P".
如果这三个基本矩阵按定义 15.5 是相容的，并且定理 15.6 的非共线性条件成立，那么将

存在解，并且解将是唯一的.然而，如果三个基本矩阵由点对应独立地计算，那么它们将不能

完全满足相容性条件. 在这种情况下，有必要计算最小二乘解以找到 P".被最小化的误差不

是基于几何的.最好仅在已知基本矩阵是相容时才使用该算法.

可以想到利用成对点对应来估计三个基本矩阵，再使用上述算法估计三个摄像机矩阵来

进行三视图重构. 但这不是一个很好的策略，原因如下.

(1)由基本矩阵计算三个摄像机矩阵的方法假定基本矩阵是相容的 .否则，就会涉及一

个含非几何校正代价函数的最小二乘问题.

(2)虽然结论 15.7 表明三个基本矩阵可以确定摄像机几何，从而确定三焦点张量，但这

仅当摄像机不共线时才成立 . 当它们接近共线性时，关于摄像机相对位置的估计将变得不

稳定.

作为确定三视图几何的手段，三焦点张量优于三个相容的基本矩阵. 这是因为视图共线

的困难对三焦点张量来说不是问题.即使对于共线摄像机，三焦点张量也是良定的，并且唯一

确定三视图几何.不同的是，基本矩阵不包含对三个摄像机之间的相对位移的直接约束，而这

包含在三焦点张量中.

由于三个摄像机的射影结构可以从三焦点张量显式地计算，因此三个视图对的三个基本

矩阵全部都由三焦点张量确定 . 事实上，算法 15.1 给出的简单公式就可确定两个基本矩阵

F21和 F31.从三焦点张量确定的基本矩阵将满足相容性条件式（15.11).

15.4.3 与两个基本矩阵相容的摄像机矩阵

假设只给定两个基本矩阵 F21和 F31.它们能在多大程度上确定三个摄像机的几何？这里
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将证明，在通常的射影多义性之外，关于摄像机矩阵的解有四个自由度.

从 F21可以计算一对摄像机矩阵（P,PJ ，并且从 F31可得一对(P，P").在这两种情况下，我

们都可以选择 P = [ I|0]，从而产生与这对基本矩阵相容的三个摄像机矩阵(P,P'，P").
然而，三个摄像机矩阵的选择不是唯一的，因为对于表示 3D 射影变换的任何矩阵 H,和

H2，摄像机对（PH, )和（PH2，P"H2 )也与同样的基本矩阵相容.为了保持在每种情形下 P
等于[ I|0],H;的形式必须限制为

0

我们现在可以确定与 F21相容的前两个摄像机矩阵（P，P')的特定选择.这等价于固定一

个特殊的射影坐标系.摄像机矩阵的一般解是（P,P',P"H2 )，其中 H2具有上面给出的形式，并

且两对(P，PD和( p,p")与两个基本矩阵是相容的.

还允许整体射影多义性,最一般的解是（PH，P'H，P"H2H)，它给出总共19 个自由度，射影

变换 H 的15 个和

^
的4个自由度.利用如下的计数讨论也可发现相同的自由度数:两个基

本矩阵每个具有7 个自由度，总共为 14.另一方面三个任意摄像机具有3 x 11 =33 个自由度.

由两个基本矩阵施加的14 个约束为三个摄像机矩阵留下19 个剩余自由度.

15.5 结束语

三视图几何的推导与本书第二篇中的两视图几何相类似.三焦点张量可以由三幅视图的

图像对应计算得到，随之可以得到摄像机和 3D 场景的射影重构. 三焦点张量的计算在第16

章中介绍.采用与第10章中同样的方式，通过提供场景或摄像机的附加信息，射影多义性可

以被简化为仿射或度量.与第13 章中类似的推导,可以给出由场景平面和三焦点张量诱导的

单应之间的关系.

1 5 . 5.1 文献

三焦点张量的发现可以追溯到[Spetsakis-91]和[Weng- 88]，其中三焦点张量被用于在摄

像机已标定情况下的直线的场景重构.后来[Hartley-94d]证明它同样可以用于未标定情形下

的场景的射影重构. 在此之前都使用矩阵记号，然而[Vi6ville-93]对此问题采用了张量符号.

与此同时，Shashua 独立地引入了关于未标定摄像机的三幅视图中的对应点坐标之间的三

线性条件[Shashua-94 ,Shashua-95a]. 随后[Hartley-95b , Hartley-97c]证明了由直线求点和场

景重构的 Shashua 关系式来自于共同的张量，并且三焦点张量被正式确认.

随后的工作中研究了张量的性质，如[Shashua- 95b], 特别的，[Triggs-95]介绍了指标的

混合协变 逆变性质，而[Zisserman- 96]介绍了由张量表示的单应的几何性质.Faugeras 和

MOUrrain[ FaUgeras-95a]创造性地给出了三焦点张量方程新的推导，并在涉及多视图的一般线

性约束的范畴内考虑了三焦点张量.该方法将在第 17 章中讨论.张量的更多的几何性质由

Faugeras 和 Papadopoulo[ Faugeras-97]给出.

对极点转移在[ Barrett-92,Faugeras-94]中给出了介绍，[Zisserman- 94]等指出了它的不足

之处.
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三焦点张量已经被广泛用于各个应用领域，包括建立图像序列中的对应[ Beardsley- 96].
独立运动检测[Torr-95a]和摄像机自标定[ArmStr(mg-96a]等.

15.5.2 注释与练习

(1)三焦点张量在 3D 射影变换下不变.显式地证明:如果 H4 x4是使第一个摄像机矩阵变

为1> =[1|0]的变换，那么由式（15.1)定义的张量不变.

(2)本章中三焦点张量的推导是由三条对应直线的关联性质开始的.证明：另一个出发

点可以是由平面诱导的单应 . 推理要点：选定摄像机为规范摄像机集合 P = [ I|0]，P'=
[ A|a4 ]，P"= [ B|b4 ]，并从由平面K'诱导的第一幅和第三幅视图之间的单应 H13出发. 根据

结论 13.1，这个单应可以被写成 H,3 = B - b4vT，其中n'T
=( VT，1).此时由第二幅视图中的直

线 1'定义的平面为 n'= P'Tl'. 然后证明结论 15.2.

(3)涉及第一幅视图的单应可以用三焦点张量表示成结论 15.2 给出的简单形式.对

于由第一幅图像中的直线1诱导的第二幅到第三幅视图的单应 H23，研究是否有简单的公式.

(4)缩 并 是 一 个 3 x 3 矩阵. 证明这可以被解释为是由第一幅视图中的点 x 反投影

的直线所诱导的第二幅和第三幅视图之间的关联映射(见定义2.29).

(5)三幅视图的平面加视差 . 三幅视图的平面加两点配置(参见图 13.9)具有丰富的几何

性质:设(参考)平面外的点为 X 和 Y.从每个摄像机中心将点 X 投影到参考平面上形成一个

三角形 x,x'，x",并且类似地将点 Y 投影到三角形 y,y'，y".那么这两个三角形形成 Desargues
配置，并由一个平面单应相关联(见 A7.2节).一个简单的草图显示，连接对应三角形顶点的

直线(X，y)，（x\y'),(x"，y〃)共点，它们的交点为连接 X 和 Y 的直线穿过参考平面的点.类

似地，对应三角形边的交点是共线的,并且这样形成的直线是摄像机的三焦点平面与参考平面

的交线.进一步的细节在[CriminiSi-98，Irani-98，TriggS-00b]中给出.

(6)当三个摄像机有两个中心相同时，三焦点张量可以有更简单的形式 . 这里有两种

情形:

(a)如果第二个和第三个摄像机有相同的中心，那么

'
其中 Fri是前两幅视图

的基本矩阵，H 是第二幅到第三幅视图由其中心相同这一事实诱导出的单应.

( b)如果第一幅和第二幅视图有相同的中心，那么 erf 其中 H 是第一幅到第二幅

视图的单应，e"是第三幅图像中的对极点.

利用第17 章中的方法证明这些关系.

(7)考虑摄像机间短基线的情形并推导三焦点张量的一种不同形式，见[Astrom- 98,
Triggs-99b].

(8)关于三幅视图其实有三个不同的三焦点张量,它们取决于三个摄像机中的哪一个对

应于协变指标.给定一个这样的张量[T;]，证明张量[T,']可以通过下列几步算得：

( a)由三焦点张量求出三个摄像机矩阵 P =[I丨0],P'* P〃.
( b)求出使得 P'H = [I|0]的 3D 射影变换 H,并将它分别应用于 P'和 P".
( c)利用式（15.1)计算张量[T;].
(9)研究 9.3 节中（对基本矩阵)所介绍的特殊运动（纯旋转、平面运动）下三焦点张量的

形式和性质（如矩阵乃的秩).
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( 10 )比较表 15. 3 中的关联关系式表明，我们可以用表达式来替换直线 /,'，并可类似

地用于G 另外，用来替换V也可以得到一个三视图直线方程.是否可以同时进行这两种

运算而得到下面的方程

为什么行或为什么不行？

(11 )仿射三焦点张置 . 如果三个摄像机 P，P'和 P"都是仿射(定义 6. 3 )的，那么对应的张

量Tji仿射三焦点张量 . 张量的这种仿射特殊化形式有12 个自由度和16 个非零元素 .仿

射三焦点张量首先由[Torr-95b]定义，并在[Kahl-98a ,Quan- 97a ,Thorhallsson-99]中进行了研

究.它可使用与仿射基本矩阵(第 14 章）一样非常稳定的数值估计方法.已经证明它在跟踪

应用中（其中感兴趣对象(如汽车）的尺寸相对于场景深度来说较小)具有非常好的性能[Hay-
man-03 ,Tordoff-01 ].
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第 章

三 焦 点 张 量 了 的 计 算

本章介绍由给定三幅视图的一组点对应和直线对应来估计三焦点张量的数值方法.其推

导过程将非常类似于对基本矩阵的计算，并且使用大量第11 章的相同技术.我们将特别讨论

5 种方法：

(1)基于直接解线性方程组的线性方法（经过适当的数据归一化）（16.2节).

(2)在满足关于该张量的所有适当约束下最小化代数误差的迭代方法（16.3 节).

(3)最小化几何误差的迭代方法（“黄金标准”方法）（16.4.1 节).

(4)最小化几何误差的 Sampson 近似的迭代方法（16.4.3 节).

(5)基于 RANSAC 的鲁棒估计（16.6 节).

16.1 基本方程组

涉及三焦点张量的（三重)线性方程组的完整集合在表 16.1 给出，所有这些方程关于三

焦点张量 T 的元素都是线性的.

方程数对应 关系

= o,‘
=0,

三点

两点、一直线

一点、两直线

三直线

=0

Z〆W=0"

表 16.1 三幅视图中点和直线坐标之间的三线性关系.最后一列表示线性独立的方程个数.记号0,,表示所

有元素为零的2维张量.因此本表的第一行对应于9个方程，每个方程对应于 S 和 t 的一个选择.但是，在这

9个方程中，仅有4个是线性独立的.

给定三幅图像之间的若干点或直线对应，所产生的完整方程组形如 At =0,其中 t 是由三

焦点张量元素构成的27 维向量，由这些方程可以解出三焦点张量的元素 .注意:包含点的方

程可以与包含直线的方程组合在一起-
使用.因为了有27 个元素，所以在相差一个尺度因子下解 t需要26个方程.当多于26 个方

程时，则求最小二乘解，如求基本矩阵一样，可以利用算法 A5.4,在满足约束||t||= 1 下最小

化 II At II .

般情况下表 16.1 中所有现成的方程都可以同时

以上给出了计算三焦点张量的线性算法的一个简要概述. 然而为了由此建立一个实用算
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法，还需要注意一些其他问题，例如归一化等.具体地说，张量估计必须满足各种约束，我们将

在下文考虑这些.

16.1.1 内在约束

基本矩阵与三焦点张量之间最显著的区别是三焦点张量的约束数目更大.基本矩阵仅有

一个约束，即 det ( F) =0,不计尺度因子，留下 7 个自由度.另一方面，三焦点张量有 27 个元

素，但在相差一个射影变换下确定等价的摄像机配置仅需要 18 个参数.因此三焦点张量满足

8 个独立的代数约束.这个条件很方便地叙述如下：

定义16.1 —个三焦点张量:Tf被称为“几何有效”或“满足所有内在约束”，如果存在三

个摄像机矩阵 P =[ I I 0]，P'和 P",使得按照式（15.9)对应于这三个摄像机矩阵.

如基本矩阵一样，重要的是以某种方式强置这些约束以获得几何有效三焦点张量.如果

张量不满足这些约束，便会出现类似于秩不为2的基本矩阵的后果——对不同的 X ,由 Fx 计

算的对极线不交于同一点（见图 11.1). 例如，如果张量不满足这些内在约束,并且如 15.3 节

所介绍的把它用于在给定两幅视图对应的情形下，将点转移到第三幅视图，那么转移点的位置

将随使用表16.1 中的方程组的不同而不同.下面的目标始终是估计几何有效的三焦点张量.

三焦点张量元素满足的约束不能简单地表示（如 det = 0 )，有些人曾认为这是精确计算三

焦点张量的一个障碍. 然而实际上，为了处理或计算三焦点张量，并不需要显式地表示这些约

束——而是通过三焦点张量的适当参数化来隐式地强置它们，并且很少引起任何麻烦. 我们

将在 16. 3 节和 16. 4. 2 节中回到这个参数化问题.

16.1.2 最小配置一6 点对应

一个几何有效的三焦点张量可以由6点配置的图像来算得，只要这些场景点处在一般位

置上即可.它有一个或三个实解.张量由 20. 2. 4 节中介绍的算法 20. 1 所获得的三个摄像机

矩阵来计算.这种最小配置 6 点解将用于 16. 6 节的鲁棒算法.

16.2 归一化线性算法

由表 16. 1 中关于7�
的方程组来构造矩阵方程 At =0 时，不必使用从每组对应推出的所有

方程，因为并不是所有这些方程都是线性无关的.例如在点-点-点对应情形（表 16.1 中的第

一行），s 和 t 的所有选择导致 9 个方程，但这些方程中仅有 4 个是线性无关的，这 4 个方程可

以由 s 和《 各选 2 个值(例如 1 和 2 )而得到 .17. 7 节将对此做更详细的讨论 •

读者可以验证对于$ 和 t 的一个给定值，由表 16.1 得到的三点方程可以展开为

x^ x >ix'"nTfl _ XW: -x' ix»lTjtm + x' jx"lTi" ) =Oijlm

方程式（16.1)当 i =>或 Z = m 时变为0 =0，故不起作用，并且对换 i 和J
(或 Z 和 m)仅改变方程的符号.通过设置>= m =3,且让 t 和 Z 自由变动，可以得到4个独立方

程的一种选择.可以令坐标*V3和 *"
3
为 1 以获得被观测的图像坐标之间的关系.则方程式

(16.1)变为

(16.1)

xWk -xnlri - x' l̂ +rl ) = o
M =1，2的四种不同选择给出由所观测的图像坐标表示的4个不同的方程.

( 16.2)
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如何表示直线表 16.1 中三条直线对应的方程可以改写为

与通常的齐次元素一样，这里的等式相差一个尺度因子.当噪声存在时，这个关系仅被测置直

线 1,1'和1〃近似地满足，但将被靠近这三条测量直线的三条直线i，i'和〖"精确地满足.

现在的问题是有微小数量差别的两组齐次坐标是否描述某种几何意义下互相靠近的直

线.考虑两个向量1,=(0.01,0，1)7和 12 =(0,0.01，1)
7
，显然作为向量，它们没有多大区别，

事实上 ill,- 12 II很小. 另一方面，1,表示直线％ =100，12表示直线7=100. 因此在几何意义下，

这两条直线完全不同.注意，这个问题可以通过尺度缩放得到缓解.如果坐标用因子o.oi 进

行缩放，那么直线坐标变为 1, =(1，o，1)% 12 =(0，1 ,1)T
，它们很不相同.

不过，这个观察表明当表示直线时需要谨慎. 设已给定三条直线 i，r和 r的一组对应，并

选定1上的两点七和 x2
_

每 个 点 给 出 三 幅 视 图 之 间 的 一 组 对 应 =1，2,也就是存在

一条3D 直线映射到第二幅和第三幅图像中的 r和 r,并且映射到第一幅图像中通过 x
5
的一条

直线（BM).从 这 些 对 应 得 到 形 如 =0S，S = 1，2的两个方程.用此办法避免了在第一

幅图像中使用直线，尽管不能在其他图像中都避免.通常图像中的直线很自然地由一对点（可

能是线段的两个端点）来定义.如 16.7.2节中将要介绍的，即使由图像中一组边缘点的最优

拟合所定义的直线,也可以看成是它们仅由两点定义.

归一化如同这种类型的所有算法一样，在建立和求解线性方程组之前有必要对输人数

据预先进行归一化.然后必须矫正这个归一化以找到原数据的三焦点张量.值得推荐的归一

化方法与基本矩阵的计算中所采用方法非常相同.对每幅图像进行一个平移使点的形心位于

原点，然后乘以一个比例因子使点到原点的平均（RMS)距离为在对直线的情形，该变换必须

通过考虑每条直线的两个端点（或在图像中可见的某些典型的直线点）来定义. 三焦点张量

在这些归一化变换下的变换规则在 A1.2 节中给出.计算:T的归一化线性算法总结在算法

16.1 中 .

这个算法没有考虑 16.1.1 节中讨论的必须应用于 T的约束条件.这些约束必须在上述

算法中消除归一化(最后一步)之前强迫实行.强迫这些约束的方法将在下面考虑.

目标

已知3幅图像的 n^l 组图像点对应，或者至少13 组直线对应，或者点对应和直线对应的混合，计算

三焦点张量.

算法

(1)寻求应用于这三幅图像的变换矩阵

(2)按 照 对 点 进 行 变 换，按 照 =(H -')■

^
对直线进行变换.第二幅和第三幅图像中

的点和直线按相同方式变换.

(3)利用表 16.1 中的方程，并由算法 A5.4 解形如 At =0 的方程组，线性地计算关于变换后的点和直

线的三焦点张量夭

(4)按照 Tf = H；(HI - 1
)Jj(H"-1 ) 计算对应于原数据的三焦点张量 •

算法 16.1 计算 T的归一化线性算法
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16.3 代数最小化算法

16.1.1 节中讨论过，线性算法 16.1 给出的张量不一定对应于任何几何配置.下一个任

务就是矫正这个张量使其满足所要求的约束.

我们的任务是从一组图像对应来计算一个几何有效的三焦点张量:rf.求得的张量将最

小化相应输人数据的代数误差.也就是说，我们在满足 lltli = i 下最小化 IIAT||，其中i是由几

何有效的三焦点张量的元素构成的向量.这个算法非常类似于求基本矩阵的代数算法（11.3

节).与基本矩阵一样，第一步也是计算对极点.

恢复对极点设 e'和 e"是第二幅和第三幅图像对应于第一个摄像机中心的对极点

(即是该中心的像）. 由结论 15. 4 可知这两个对极点 e'(和 e")同时正交于三个矩阵 T,.的
左（相应地右）零向量 .从而这两个对极点原则上可以用算法 15. 1 中概述的方法由三焦

点张量而求得 .然而，在有噪声时，可以简单转换为基于算法 A5. 4 的 4 次应用来求对极

点的算法 .

(1)对每个 i =1,2,3,找到最小化||TiVi||的单位向量 Vi，其中 T; =不
'.以<作为第；行构

造矩阵 V.
(2)求最小化||Ve"||的单位向量作为对极点 e".
用<代替1可以类似地计算对极点 e'.
代数最小化求出对极点之后，下一步就是确定可用来计算三焦点张量的摄像机矩阵

P'，P"的其余元素.这一步计算是线性的.

从三焦点张量的形式(式（15.9))可以看到，一旦对极点 e"=<和 e"4 已知，那么该三

焦点张量可以用矩阵<和<的其余元素线性地表示出来 .这个关系可以被线性地写为

Ea，其中 a 是由余下元素<和g构成的向量,t 是该三焦点张量的元素构成的向量，而 E 是由

式（15.9)表示的线性关系.我们希望对所有满足||11|=1，即||Ea||=1 的 a，最小化代数误

差||At||= llAEall . 这个最小化问题由算法 A5.6 解决 .解 t = Ea 给出了一个满足所有约束

并且在给定对极点下最小化代数误差的三焦点张量.

迭代方法用来计算几何有效的三焦点张量的两个对极点由的估计值确定，而:rf由
线性算法得到.类似于基本矩阵的情形，映射( e'，e")h

^
AEa 是一个 IR

^
IR27

映射.应用 Lev-
enberg- Marquardt 算法优化对极点的选择将得到三焦点张量的一个（关于代数误差的）最优估

计.注意这个迭代问题的规模是适度的，因为仅有6个参数（即对极点的齐次坐标）包含在迭

代问题中.

这个方法与后面将要考虑的用几何误差求最优三焦点张量的迭代估计形成鲜明对比.后

一问题需要估计三个摄像机的参数,加上所有点的坐标,它是一个大型估计问题.

估计三焦点张量的完整的代数算法总结在算法 16.2中.

t =
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目标

给定三幅视图中的一组点对应和直线对应，计算三焦点张量.

算法

(1)从点和直线对应的集合,利用表16.1 所给出的关系计算形如 At =0的方程组.

(2)利用算法 A5. 4 解这些方程，求得三焦点张量 Tf 的一个初始估计.

(3)从 7f求两个对极点 e'和 e",即 e'( e")同时垂直于三个的左(右)零向量.

(4)构造使得1=�8的 27 x 18 矩阵 E,其中 t 是 Tf的元素组成的向量,a 是表示<和 6;的元素的向

量，而 E 表 示 线 性 关 系 - e%_
(5)解最小化问题:利用算法 A5. 6,在满足 1| Ea || = 1下,最小化 ||AEa||. 计算误差向量 e = AEa.
( 6 )迭代:映射（e'，e") a e是一个从 IR6

到 IR27
的映射.利用 Levenberg- Marquardt 算法在上面最后两

步中改变 e|和 e"的值进行迭代以找到最优的 e'，e". 由此找到包含 Tf 的元素的最优解 t = E&

算法 16.2 最小化代数误差求三焦点张量.同算法 16.1 —样，须对归一化的数据进行计算 . 为简单起见，

这里省略了归一化和反归一化步骤.本算法求最小化代数误差的几何有效三焦点张量 . 倘若以稍微差一点

的解为代价，上面最后的迭代步骤可省略,从而提供一个快速的非迭代算法.

16.4 几何距离

16.4.1 三焦点张量的黄金标准方法

如基本矩阵的计算一样，可以期望最好的结果从最大似然估计（或“黄金标准”）中得到.

因为这在基本矩阵的计算中已经充分介绍，对三视图情形没有多少需要补充.

给定三幅视图中的点对应集合 ，要最小化的代价函数是

iny + d ( x',，i' y + d( x"; ,i", ) 2

式中，点准确地满足所估计三焦点张量的三焦点约束（如表 16.1). 同基本矩阵一样，

我们需要进一步引人对应于 3D 点 x;的变量，并利用矩阵 P'和 P"的元素参数化三焦点张量

(见下文).然后关于 3D 点 X;的位置和满足元 =[I|0] = P'K = P%的两个摄像机矩

阵 P'和 P"最小化代价函数. 本质上，这是对三幅视图进行捆集调整. 这需要用到 A6. 3 节中

的稀疏矩阵技术.

一种好的初始估计方法是代数算法 16. 2，不过最后的迭代步骤可忽略.这个算法给出了

P'和 P"元素的一个直接估计.3D点 X;的初始估计可以由 12. 2 节的线性三角测量法而获得.

本算法的步骤概括在算法 16. 3 中.

这个技术可以推广到包含直线对应的情形.为此,需要找到便于计算的3D 直线的表示.

给定一组三视图直线对应这些直线可由它们在每幅图像中的端点定义. 在 LM 参数

最小化中描述 3D 直线的一个非常方便的办法是利用它在第二幅和第三幅视图中的投影i'和
I". 给定一个侯选三焦点张量，利用直线转移方程[ 可以很容易计算 3D 直线到第一幅

(16.3)
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视图上的投影. 然后对于测量直线和估计直线之间的距离# 的某个适当解释，最小化直

线距离的平方和

+ d { v'ixiy

如果测量直线由其端点确定/那么明显可用的距离度量是从测量端点到估计直线的距离 . 一

般情形下可以使用 Mahalanobis 距离 •

目标

给定 n^l 组图像点对应|x,oX,'ex:'l ，确定三焦点张量的最大似然估计.

MLE 还包含求一组辅助点对应|免它们准确地满足所估计三焦点张量的三线性关系并且

最小化

+ r f ( x，i > S，i ) 2

m
(1)利用诸如算法 16.2的一个线性算法计算 CT的一个初始的几何有效估计.

(2)计算辅助变量|先的一个初始估计如下：

U)由:T恢复摄像机矩阵 P'和 P".

(b)利用第12章的三角测量法，由对应 P = [I|0],P',P"确定文的一个估计 •

(c)获得与 T相容的对应为

x^ PX, ,

(3)在 T和 Xj= l ,⋯，n 上最小化代价函数

+ rf( x,i,x
,
i)

2
+ rf«.,i",)2

利用 Levenberg- Marquardt 算法在 3n +24 个变量（ n 个3D点的3n 个变量，和摄像机矩阵 F,P"的元

素的24 个变量)上最小化该代价函数.

算法 16.3 由图像对应估计 T 的黄金标准算法 .

16.4.2 三焦点张量的参数化

如果三焦点张量仅用其27 个元素参数化，那么所估计的张量将不满足内在约束.一种确

保张量满足其内在约束(从而是几何有效的）的参数化被称为是一致的.

因为由定义 16.1 可知：由三个摄像机矩阵 P =[I|0],P'，P"按式(15.9)产生的张量是几

何有效的，由此推出这三个摄像机矩阵总给出一个一致的参数化 . 注意:这是一种超参数化，

因为它需要确定24 个参数，即矩阵 P'=[A|a4 ]和 P"=[ B|b4 ]的各12 个元素.没有必要试

图去定义一个最小（即18个)参数集，那将是一个困难的任务 .摄像机的任意选择都是一个

一致参数化，具体的射影重构对该张量没有影响.

另一种一致参数化可通过20
_
2节介绍的由跨三幅视图的6 组点对应计算三焦点张量来

获得.每幅图像中点的位置用作参数化——共6(点）x2(对*,y) x3(图像）=36个参数.然

而,在最小化过程中仅需改变这些点的一个子集，或者这些点的运动可以限制为正交于该三焦

点张量族.
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16.4.3 —阶几何误差（Sampson 距离）

三焦点张量可以利用基于 Sampson 近似的几何代价函数计算，其方式完全类似于计算基

本矩阵的 Sampson 方法（11.4.3 节).同样，其优点是不必引入一组辅助变量，因为这个一阶几

何误差仅需要在张量的参数化（例如，如果使用上文给出的 P'，P"，仅24 个参数）上进行最小

化. 最小化可以用一个简单的 Levenberg- Marquardt 迭代算法实现，并且这种方法由迭代代数

算法 16.2 初始化.

与基本矩阵的相应的代价函数式（11.9)相比,这里的 Sampson 代价函数计算上要稍微复

杂一点，因为每组点对应给出4 个方程，而在基本矩阵时仅为一个.更一般的情形已在 4.2.6

节中讨论过.在当前情形下该误差函数式(4.13)是

式中,�;是与单个三视图对应相一致的代数误差向量 A,.t(当每点4个方程时，它是一个4 维向

量），J 是 e关于每组对应点 tex.'ox:'的坐标的偏导数组成的4 x6 矩阵.如在 4.9.2 节练习

(7)中给出的程序提示一样，偏导数矩阵 J 的计算可利用代价函数关于点 x,，x:，x;'的坐标的多

线性来简化.

Sampson 误差方法有许多优点：
• 它利用一个相对简单的迭代算法，给出了实际几何误差的一个很好的近似（最佳的）.

• 与实际几何误差一样，对每一点可以指定非各向同性和不相等误差分布而不会使算法

的复杂度显著加大，请参看第4章练习.

(16.4)

16.5 算法的实验评价

现在对计算三焦点张量的（迭代）代数算法 16.2 与黄金标准算法 16.3 的结果做一个简要

的比较.算法对具有受控噪声水平的合成数据进行计算.这样可以与理论上最优的 ML 算法

结果做比较，并可确定这些算法与由最优 ML 算法达到的残差理论下界的接近程度.

用计算机生成的分别含10,15,20个点的数据集合来测试算法，摄像机在点云周围以随机

角度放置. 摄像机参数选为近似于标准的 35mm 摄像机，并选择一个尺度因子使得图像的大

小为600 x 600 像素.

对图像测量中添加的高斯噪声的一个给定水平，可以根据结论 5.2 算出 ML 算法达到的

期望残差. 在这种情形下，若点数为则测量的数目为

^
=6�，并且拟合中的自由度数是 d =

18 +3n,其中18 表示三个摄像机的自由度数目（3 x 11 减去射影多义的15 个），3;i 表示 a 个空

间点的自由度数目.因此该 ML 残差是

n -6
fires =0-( 1 - d/ N )1/2 = a\ 2n

16.5.1 结果和建议

结果如图 16.1 所示 . 从这些结果我们获悉两件事:代数误差最小化产生的残差大约在最

优值的15%以内，且使用这个估计作为最小化几何误差的初始点得到了一个实际最优估计.
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12
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图 16.1 三焦点张置估计算法的比较.图中画出分别利用10、15、20个点对三焦点张量的计算运

行100次所得残差的 RMS平均值与噪声水平的关系. 每幅图包含三条曲线 . 最上面的曲线是代

数误差最小化算法的结果，而下面两条曲线（在图中实际上无法区分）分别表示理论最小误差和利

用代数最小化作为初始点并由黄金标准算法得到的误差.注意:残差几乎恰好正比于添加的噪声，

正如它们应该满足的.

除 16.1 节的线性算法外，上面推导的所有算法都强置了关于张量的内在约束.建议不要

单独使用线性算法，仅在必要时用作其他大部分方法的初始化.与估计基本矩阵时一样，我们

建议使用迭代代数算法 16.2,或者 16.4.3 节的 Sampson几何近似，两个算法都给出了极好的

结果.若高斯噪声的假设是可行的，则实施黄金标准算法 16.3 必定得到最好结果.

16.6 了的自动计算

本节介绍自动计算三幅图像之间的三焦点几何的算法 . 算法的输人仅仅是图像三元组，

无须其他的先验信息;而输出是估计的三焦点张量和一组跨三幅图像的对应点.

给定一个点在两幅视图中的成像位置后，三焦点张量可以用来确定该点在第三幅视图中

的精确图像位置，这个事实意味着三视图比两视图产生的误匹配更少.在两视图中仅能利用

更弱的关于对极线的几何约束来检验可能的匹配.

类似于 4.8 节介绍的单应的自动计算方式，三视图算法使用 RANSAC作为搜索引擎 . 算

法的思想和细节在那里已经给出，.这里就不再重复了.该方法概括在算法 16.4 中，一个应用

例子如图 16.2 所示，算法步骤的补充解释在下面给出 . 图 16.3 给出包含自动计算直线匹配

的第二个例子.

距离测量——重投影误差给定匹配 x

^
>x'㈠X"和了的当前估计，我们需要确定重投影误

差 d
2

± =d
2
(x,x) +d

2
(x',i') +d2

( x〃,i")的最小值，其中图像点与:T一致.一致的图

像点照例可以由 3 维空间点i的投影

x =[I|0]X, = P'X, x"=?"X

获得，其中摄像机矩阵 P',P"由:r算得.然后距离<可以通过确定点& 而获得，点i最小化测

量点 x，x',x"和其投影点之间的图像距离.

获得这一距离的另一方法是利用 Sampson 误差式（16.4)，这个误差是几何误差的一阶近

似.然而，实际上直接用非线性最小二乘迭代（一个小型的 Levenberg- Marquardt问题）来估计

该误差会更快.从 &的一个初始估计出发，通过迭代改变 &的坐标使重投影误差最小化.
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(b) (c)⑻

V?1ffi . fl }；
•
:k ，'士

.

(e) (0⑷

(g) (h)

( j)

图 16.2 利用 RANSAC 自动计算三幅图像之间的三焦点张量 .（a) （c)牛津大学 Keble

学院的原始图像.视图之间的运动包括平移和旋转.图像是640 x 480像素 .（d) ~( f)检测

到的角点叠加在图像上，每幅图像上大约有500个角点.下面的结果皆叠加在（a)图像上 .

( g )用连接角点的直线来显示的106 对假设匹配，注意明显的误匹配 .（h)野值——假设匹

配中的18 个 .（i)内点一与估计的 T一致的88 组对应.（ j)在引导匹配和 MLE 之后的最

终95 组对应，其中没有误匹配.

311



_
计算机视觉中的多视图几何

图 16.3 图像三元组匹配. 利用算法 16.4,三焦点张量由兴趣点自动计算得到，然后用

于匹配跨视图的直线特征 .（a)—个走廊序列的三幅图像 .（b)自动匹配直线段 .该匹

配算法在[ Schmid-97]中介绍.

巨标计算三幅图像之间的三焦点张量.

算法

(1)兴趣点:计算每幅图像中的兴趣点.

(2)两视图对应:利用算法 11.4,计算视图 1 与 2,2 与3 之间的兴趣点对应（和 F).

(3)假定的三视图对应:通过连接两视图的匹配集，计算跨三视图的一组兴趣点对应.

(4)RANSAC 鲁棒估计:重复计算个样本，其中 7V 与算法 4.5 中一样自适应地确定.

( a)选择一个含6组对应的随机样本并利用算法 20.1 计算三焦点张量 . 可能有一个或三个

实解
_

( b)如 16.6 节所述，计算 IR6
中每组假定对应到由 T所刻画的代数族的距离

( c)由满足勾 <�的对应数目计算与 T一致的内点数.

( d)如果了有三个实解，那么计算每个解的内点数并保留具有最大内点数的解 .

选择具有最大内点数的 T.当出现内点数相等时，选择内点标准差最小的解 .

(5)最优估计:利用黄金标准算法 16.3 或其 Sampson 近似，由归为内点的所有对应重新估计 T.

(6)引导匹配:如文中所述，利用估计的了确定更多的兴趣点对应 .

最后两步可以反复迭代，直到对应数目稳定为止.

算法 16.4 利用 RANSAC 自动估计跨三幅图像的三焦点张量的算法.

引导匹配有了一个 T的初始估计之后就可用其产生和判断三视图中更多的点对应 . 第

一步是从丁算出视图1 和2 之间的基本矩阵 Fl2.然后在两视图的引导匹配中采用宽松的匹配

阈值来计算 . 每个两视图匹配用 F12矫正，从而给出与 F12相容的点 i，i'. 矫正的两视图匹配

(与丁一起）在第三幅视图中定义了一个小搜索窗，可以在其中搜索对应点.如上所述，任何

三视图点对应通过计算<来判断 . 如果<小于阈值 t,就接受该匹配 . 注意:RANSAC 和引
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导匹配中应采用相同的阈值来进行内点检测.

实践发现这里的引导匹配比单应估计时更为重要，它能生成更多的对应.

实施与运行细节对图 16. 2 的例子，搜索窗是 ± 300 像素.内点阈值是 t =1.25 像素 .

总共需要 26 个样本 .RMS 像素误差在 RANSAC 之后是 0_ 43(对 88 组对应），在 MLE 之后是

0.23(对 88 组对应），在 MLE 和引导匹配之后是 0. 19 ( 对 95 组对应）.MLE 需要 Levenberg-
Marquardt 算法迭代 10 次 •

注意:这里的 RANSAC 所需做的工作比算法 11. 4 中估计 F 及对应所需的工作少得多，因

为在三幅视图的假设对应产生之前两视图算法已经删去了大量野值.

16.7 计算了的特殊情形

由一张平面加视差来计算 Tf16.7.1
这里，我们介绍由一张世界平面（从它可以计算视图间的单应）和平面外两点组成的特

殊配置的图像来计算:rf.当然并不需要这张平面真正存在 . 它可以是虚拟的，或者可以仅

由 4 个共面点或 4 条共面直线的图像来规定该单应 . 这个方法类似于对基本矩阵的算

法 13
_
2.

可以通过先构造三个摄像机矩阵（相差一个共同的3 维空间的射影变换），然后按照式

(15.9)由这些矩阵求出三焦点张量来获得这个问题的解 .由世界（参考）平面诱导的第一幅

和第二幅视图之间的单应是 H12，第一幅和第三幅视图之间的单应是 H13.13.3 节已证明:对第

一幅和第二幅视图而言,对极点 e'可以由平面外的两组点对应直接得到，并且摄像机矩阵选为

P =[I丨0]和 P'=[H12|辟']，其中弘是一个标量.注意:这里 Hl2和 e'的尺度因子被视为是固

定的，从而它们不再是齐次量.类似地，对第一幅和第三幅视图而言，e"也可以由两组点对应

确定，并且摄像机矩阵选为 P = [I 10]，P"=[H13|Xe"]，其中 X 是一个标量 •

容易证明与三幅视图一致的一组摄像机(见关于一致摄像机三元组的讨论)为

P =[ I|0]，P，=[H12|e，]，P"=[H13|W，
]

式中，M 已经被设置为 1.X 的值由跨三幅视图的点对应之一确定，其证明留作练习.关于平面

加视差重构的更多信息见 18.5.2 节 .

注意:对这个配置而言，三焦点张量的估计是超定的. 对于两视图的基本矩阵情形，单应

确定了除两个自由度（对极点）之外的所有自由度,并且每组点对应提供一个约束，因此约束

的数目等于矩阵的自由度数. 对于三焦点张量情形，单应确定了除5个自由度(两个对极点和

它们的相对尺度）之外的所有自由度.然而，每组点对应提供三个约束（6个坐标测量减去该

3D 点的位置所需的3 个），从而关于5个自由度有6个约束. 因为此时测量数比自由度多，张

量应由最小化一个基于几何误差的代价函数来估计.

(16.5 )

16.7.2 由多点确定的直线

在介绍由直线重构的算法中，我们已考虑了直线由它们的两个端点定义的情形 .在一幅

图像中确定直线的另一种常用方法是取多个点的最佳拟合直线.现在将证明如何把后一种情

形简化为由两个端点定义直线的情形.考虑一幅图像中的一组点将它们归一化使得其第
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三个坐标等于 1.令丨=a，z2，z3 )T是一条直线，并假设它已被归一化使得< +< = i.此时，点

x,到直线1的距离等于该距离的平方可以写为/ 而所有距离的平方和是

I l T x.x - l = i T ( I x,x J ) l

矩阵 E =( )是正定对称的.

引理 16. 2 矩阵（E - e<) J ) 是半正定的，其中 J 是对角矩阵 diag ( l , l , 0 ) , e。是方程

det( E - eJ ) =0 的最小解 .

证明我们首先计算在条件<+< =1 下 最 小 的 向 量 X =(*,，*2,%)
t.利用拉格

朗日乘数法将其归结为求 XTEX - i ( x2
l + x22 )的极值问题，其中$记拉格朗日系数. 对 x 求微分

并 令 其 为 0,我 们 得 到 此 式 可 以 写 为（E -y)x =0.由此推出 g 是方

程 det(E -y) =0的一个根，而 x 是 E - y 的零空间的生成元.因为 xTEx = hTJx = H< +

x\ ) = ,所以为了最小化 xTEx 必须选择专为方程 det(E -y) =0的最小根& 在此情形下，对

最小化向量 X。有<Ex。-匕 =0.对其他任何不一定是最小化向量的 X，有 xTEx - L$=0,从而

x T ( E U) x = xTEx -匕為0,所以 E -U是半正定的.

由于矩阵 E - W 是对称的，它可以被写成 E - ôJ = Vdiag( r , 5 ,0 ) VT的形式，其中 V 是正

交矩阵,r 和 s 是正数.由此推出

E - ^0J = Vdiag( r ,0 ,0) VT + Vdiag( 0 ,s ,0 ) VT
= rv,

其中

'
是 V 的第；列.因此 E =

^
J + rv,v}+5V2VJ.从 而 对 满 足 的 任 意 直 线1我 们 有

I ( x^l ) 2 = 1TE1 = e。+ r( v；D 2 + 5( v^l ) 2

因此，我们用一个不能被最小化的常值匕，加上到两点

'
和 v2的距离的加权平方和来取

代多个点的（距离）平方和. 概括起来：当建立三焦点张量方程涉及由点 X,定义的直线时，可

利用权值分别为W和厶的点 V,* v2表示的两点方程.

正交回归在上述引理 16.2的证明中，已经证明了最小化到所有点 x;=(A，y,,1)T的距

离平方和的直线1可按如下方式获得.

(1 )定义矩阵 E = I
■

和 J = diag(1,1 ,0)T.
(2)令匕为方程 det( E - y) =0 的最小根.

(3)所需的直线1是矩阵 E - &J 的右零向量.

这给出了对一组点的最小二乘最佳直线拟合 .这个过程被称为正交回归，并且可直观地

推广到（通过最小化到点的距离平方和）由一组点拟合超平面的高维问题.

16.8 结束语

16.8. 1 文献

计算三焦点张量的线性算法首先由[ Hartley- 97a]给出，其中报告了利用点和直线对应的

实际数据作估计的进一步实验结果.[Hartley- 98d]中给出了估计一致张量的迭代代数方法.
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Torr 和 ZiSSerman[ T0rr-97 ]推导了由三幅图像估计一致张量 T的自动算法.该文章还对

迭代最小化的几个参数化方法进行了比较.Faugeras 和 Papadopoulo[ Faugeras- 97]给出了多种

方法来表达和强置关于张量的约束.

[ Oskarsson-02]为“三视图中的四点三直线”和“三视图中的两点六直线”这两种情形提供

了重构的最小解.

16.8.2 注释和练习

(1)给定三焦点张量，考虑求最小化图像测量点 x，X',X"的重投影误差的3 维空间点 X 的

估计问题. 这类似于第12章中的三角测量问题.证明:对一般运动，第 12 章中推导的对极线

的单参数族参数化方法不能从两视图推广到三视图.然而，当三个摄像机中心共线时，两视图

参数化方法可以被推广到三视图，并且可通过求解单变量多项式确定最小值. 这个多项式的

次数是多少？

(2)仿射三焦点张量可以从一般位置上的4点的最小配置算得.具体的计算类似于算法

14.2,并且所得的张量满足仿射三焦点张量的内在约束.仿射情形有多少个约束？

如果在估计中使用的点对应多于4组，那么利用 18.2 节的分解算法可估计出一个几何有

效张量.

(3)张量的变换规则是 Tf = A；( B - 1 )

^
(C -1 )

^
T；.这可以容易地计算如下:

Cinv = C. inverse( )

Tf 4 ] [ «0. o

Tfi l tJ l Ik] + = A[ r][i] *Binv[ j][»] * Cif tv[ k ][ t ] * TJaat[ r ][a ][t]

这一计算包含多少乘法和循环迭代？寻找计算这个变换的更好的方法.

(4)在利用平面加视差计算三焦点张量的过程中（16.7.1 节），证明:若p 是该平面外一点

的射影深度（即 x' = Knx +pe'，见式（13.9)，则式（16.5)中的标量 X 可以由方程 x"= H13 x +

pXew 计算 •

3 1 5
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本 篇 大 纲

本篇的部分内容是择要重述，部分内容是新的材料 .

第 17 章是择要重述. 我们重新回到两视图和三视图几何，但在更一般的框架之下加以叙

述，使之能自然地推广到四视图和

~
视图.多视图上的基本射影关系来自直线（点的反向投

影）和平面（直线的反向投影）的相交.这些相交性质利用由视图的摄像机矩阵形成的行列式

为零来表征 . 基本矩阵、三焦点张量以及四视图的新张量（四焦点张量）分别作为两、三和四

视图的多视图张量由这些行列式自然产生 . 去掉 3D 结构和摄像机矩阵的非本质部分，剩下

来的就是张量. 张量仅介绍到四视图.

每组视图的这些张量是唯一的，并且产生关于图像测量坐标的多重线性关系 . 这些张量

能由一组图像对应计算得到，然后每幅视图的摄像机矩阵又可以从该张量计算得到.最后，

3D 结构可以由恢复的摄像机和图像对应而计算得到.

第18 章覆盖从多视图进行重构的计算 . 特别给出了由仿射视图重构的重要的分解算

法.这个算法之所以重要是因为它是最优的，同时又是非迭代的.

第19 章介绍了摄像机的自标定.它们是基于多幅图像上的约束来计算摄像机内参数的

一组方法.与第7章所介绍的传统标定方法不同，它们不采用明确的场景标定物体，而只有简

单的约束，例如多幅图像具有公共的摄像机内参数，或者摄像机绕着其中心旋转且不改变宽高

比等.

第20 章强调点和摄像机之间的对偶性，以及它如何与贯穿于本书给出的各种配置和算法

相联系. 本章包含计算成像于三幅视图中的六点重构的一个算法.

第 21 章研究点是否在一个或多个摄像机的前面或后面的问题. 这是一个超出了贯穿本

书的齐次表示的问题，因为齐次表示不区别射线的方向.

第22章指出哪些配置将使本书中所介绍的估计算法失败 . 这个重要议题的一个例子是

关于摄像机参数的估计:如果所有的 3D点和摄像机中心在一条三次绕线上，则无法计算摄像

机矩阵.
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本章介绍四幅视图之间的四焦点张量 Q#,它类似于两幅视图的基本矩阵和三幅视图的

三焦点张量.四焦点张量囊括了四幅视图中的点和直线之间的关系.

已经证明多视图关系可以直接并一致地由直线和点的反向投影的相交性质推导出来.通

过这个分析，基本矩阵 F、三焦点张量:rf和四焦点张量都在涉及矩阵行列式的共同框架

下出现. 可以用摄像机矩阵给出上述每个张量的具体公式.

我们还将推导关于张量的自由度数以及张量计算所需要的点和直线对应的数目的一般计

数方法. 对位于一般位置的配置和四个或更多元素共面这种重要的特殊情形，给出了有关

结果.

17.1 双线性关系

我们首先考虑在两幅不同视图中都可见的点的坐标之间的关系. 因此，令是一组对

应点，它们是同一空间点 X 在两幅不同视图中的像.为清晰起见,用矩阵 A 和 B 代替常用的

记号 P 和 P'来表示这两个摄像机矩阵.从空间到图像的投影可以表示为 kx = AX 和 H =
BX，其中 A 和 P是两个未定常数. 这一对方程可以写为一个方程：

X 1
A x 0

B 0 x，
-k =0

L - k' ]
并且容易验证上式等价于上面提到的两个方程.记矩阵 A 的第；行为 a;，类似地记矩阵 B 的

第 i行为 b;
’
以上方程可以写为更详细的形式.我们同时记 x =(/，*

2,*3)T
和 x'=(/,*'

2 ,
x'3)T.则该方程组变为

'a1 x1

a2

a3 f X \
- k =0 (17.1)b1 x i i -h'

b2 x，2

L b3

这是一个 6 x 6 方程组，由假设它有一个非零解向量(XT, - k')\ 由此推出式（17.1)的系

数矩阵的行列式必须为零.我们将看到这个条件导出由基本矩阵 F 表示的向量 x 和 x'元素之

间的一个双线性关系.我们将侧重研究这个关系的形式.
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考虑式（17.1)中出现的矩阵 . 把它记为 X，X的行列式可以写成关于量i和/的表达

式. 注意元素/和/仅出现在 X的两列中.这意味着 X的行列式可以表示为/和J的二次

式.事实上，由于所有元素/都出现在同一列，因此不可能有形如 *V和 的 项. 简 而 言

之，用i和 *“表示时，?f 的行列式是一个双线性表达式.这个行列式为零可以写为一个方程

(17.2)( xM ,*
,2 ,*

,3 ) F(*' ,x2 ,x3 )T = x' ix/ Fij =0
式中，F是一个 3 x3 矩阵,即基本矩阵.

我们可以为矩阵 F的元素推导一个具体的计算公式如下 .F的元素&是 X的行列式展开

式中项W的系数.为了求这个系数，我们必须消去矩阵中包含/和i的行和列，再对所得

到的矩阵取行列式并且适当地乘以 ±1.例如〆V的系数可以通过消去矩阵 X的两行和最后

两列而得到.所余下的矩阵是

r a2 i
a3

b2

Lb3 -I
而* 的系数等于这个 4 x4 矩阵的行列式.一般，可以记为

(-叫::] (17.3)

在这个表达式中，记号 ~ 用来标记从矩阵 A中略去行&而得到的矩阵. 这样一来，符号 ~可

以读作略去，且表示 A的两行. 因此式（17.3)右边出现的行列式是一个4 x4行列式.

利用张量 &,(定义在 Al.1 节）中可以将

~
用另一种方法表示为©

「a勹

(17.4)

Lbs」

为了证实这一点，注意式（17.4)中定义的 F;i是 P，9，/�和 s 的所有可能值所对应行列式的累

加.然而，对给定 / 值，除非是P,9不同于；且相互不同，否则张量为零.这令P 和9只留下

了两种选择（例如若 i = 1,则我们可以选择P =2，9 =3 或者P =3，9 =2).类似地，对于 r和s也

只有两种不同的选择给出非零项.这样一来这个和式仅包含四个非零项.此外，出现于这四

项中的行列式都包含矩阵 A 和 B 的同样的四行，从而除了正负号外它们具有相等的值. 然

而,

~
,

~
的值使得这四项都有相同的正负号且相等. 因此，式（17.4)中的和等于式（17.3)出

现的单项.

17.1.1 张量形式的对极点

基本矩阵的表达式（17.3)中涉及从 A 和 B中各取两行所得矩阵的行列式 . 如果我们考

虑用一个矩阵的三行和另一个矩阵的一行组成的矩阵的行列式，那么所得到的行列式便表示

0 当然因子 1/4是非本质的，因为在相差一个尺度因子下被定义.它包含在这里仅仅是为了表明与式(17.3)的联系.
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对极点.具体地说,我们有

a; A
e'= det e" = det (17.5)

B
式中，e 和 e'是两幅图像中的对极点.为了理解它，注意对极点定义为 =af ,其中 C'是第

二个摄像机的中心，并由 BC'=0定义.式（17.5)现在可以通过把行列式按第一行展开而得

到（与推导式(3.4)相类似的方式).

17.1.2 仿射特例

当两个摄像机都是仿射摄像机时，其基本矩阵具有特别简单的形式.仿射摄像机矩阵是

都出现在的表达式中. 这个行列式便有两个相同的行，因而等于零.因此 F 的形式是

a'

bFA = _ c d e.
式中,未标记的其他元素都为零.这样一来，仿射基本矩阵只有 5 个非零元素，因而有4 个自

由度.它的性质在 14.2 节中介绍了.

注意这个论证仅仅依赖于两个摄像机具有相同的第三行这一事实. 因为一个摄像机矩阵

的第三行表示该摄像机的主平面(见 6.2.1 节），由此推出两个有相同主平面的摄像机的基本

矩阵都具有上述形式.

17.2 三线性关系

推导基本矩阵的行列式方法可以被用来推导在三幅视图中都可见的点的坐标之间的关

系.这个分析导出三焦点张量的一个公式.与基本矩阵不同，三焦点张量与三幅图像中的直

线和点都有联系.我们从介绍对应点的关系开始.

17.2.1 三焦点中的点关系

考虑跨三视图的一组点对应:xex'ex". 令第三个摄像机矩阵为 C，并设(：;为它的第 i 行.

类似于式（17.1)我们可以用一个方程描述点 X 在三幅图像中的投影为

「A x - k
(17.6)B x' =0-k'

x"」Lc K - k" )
如前面一样，把这个矩阵记为 X，它有 9行和7 列 . 根据这个方程组有一个（非零）解，可

以推出它的秩最多为 6.因此它的任何7 x7的子式都为零.这个事实确立了点 x，f和 x"的坐

标之间存在的三线性关系.

X 本质上有两种不同类型的7 x7子式.在选择 X 的7行方面，可有以下两种选择：

(1)从两个摄像机矩阵中各选三行而从第三个中选一行，或者

(2)从一个摄像机矩阵中选三行而从另外两个中各选两行.
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让我们考虑第一种类型 .X 的这样一个典型的7 X7子矩阵的形式是

「A x 1

B X
，

(17.7)

Lc; xni\
注意这个矩阵最后一列只包含一个元素，即，.按最后一列展开这个行列式推出这个行列式

等于

A x，det
X
，B

除因子，不同外，这恰好导出 17.1 节中所讨论的由基本矩阵表示的双线性关系.

另一种类型的7 x7 子式更有趣. 这种行列式的一个例子形如

「A x I
V x'J

b; x"det (17.8)

c* x"k

Lc"
利用关于双线性关系的同样讨论，令行列式为零给出形如/( x，x',x") =0 的三线性关系.按

包含 V的列展开这个行列式，我们可以得到如下的特殊公式.

ra,
l

am
(17.9)=0��b9

Lcr」

式中,w 和为自由指标，对应于为产生式（17.8)从矩阵 B 和 C 中略去的行.我们引人张量

r a h
am

(17.10)
b 7

L c r」

则三线性关系式（17.9)可以写为

=0, (17.11)

如在 15.2.1 节所讨论的，张量 Tf是三焦点张量，且式（17.11)是一个三线性关系.指标 u 和

是自由指标，且 u 和I；的每一种选择会导致一种不同的三线性关系.

与基本矩阵情形一样，可以用稍微不同的方式把张量 Tf的公式写为

a"

Tf = ( - l ) i + 1 det b"

- c -
(17.12)

如 17.1 节一样，表达式 a‘表示略去第 i 行的矩阵 A. 注意，我们从第一个摄像机矩阵略去第 Z
行，同时包含另外两个摄像机矩阵中的第 g 行和第 r 行.

对于常用的情形，第一个摄像机矩阵 A 具有规范形式 [ I|0]，从而三焦点张量表达式
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(17.12)可以简单地写为

注意,事实上按这种方式可能形成27 种三线性关系（参考式(17.8)).具体地说，每一种

关系来自于从一个摄像机取三行并从另两个摄像机中各取两行.这给出下面的计算.
• 从第一个摄像机取所有3 行有3 种方式可选择.
• 从第二个摄像机略去特定的行有3 种方式可选择.
• 从第三个摄像机略去特定的行有3种方式可选择.

这总共给出 27 种三线性关系.然而,从第二个和第三个摄像机矩阵选择两行的 9 种方式

中，只有 4 种是线性独立的（我们将在 17. 6 节中回到这个问题）.这意味着总共有 12 个线性

独立的三线性关系.

然而，区别三线性关系的数目与不同的三焦点张量的数目是非常重要的.如式（17.11)
所示，几个不同的三线性关系可以只用一个三焦点张量来表示 . 在式（17.11 )中自由指标 u
和 t;的每种不同选择将产生一个不同的三线性关系，所有这些关系都是用同一个三焦点张量

来表示.另一方面，在式（17.10)给出的三焦点张量的定义中，摄像机矩阵 A 的处理与另外

两个不同:在定义任何给定 Tf元素的行列式中,A 提供了两行(在略去行 i 后），而另外两个摄

像机矩阵只提供了一行.这意味着实际上只有三种不同的三焦点张量,与选择三个摄像机矩

阵中的哪一个提供两行有关.

( 17.13 )

17.2.2 三焦点直线关系

图像中的直线用一个协变向量 L表示，而点 x 在该直线上的条件是 =0. 令 Y表示一

个空间点 X,而<表示一个摄像机矩阵 A.该3D 点 y映射为图像中的点i = a]

^
.因此点f

投影为直线（上的点的条件是 1

^
=0.从另一个角度来看乂<表示由所有投影到直线（上

的点组成的平面.

考虑点 y映射到一幅图像中的点i，同时映射到另两幅图像中的直线和

^
上某点的情

形.这可以由如下方程表示

l'qby = Q

这些可以被写为如下形式的单个k阵方程
1

r：c.xJ =o

A xl
X

0 = 0 ( 17.14 )
- k ,

U〆 0」

由这个方程组有一个(非零)解可推出 det X =0,其中 X 是该方程左边的矩阵.按最后一列展

开这个行列式给出

r a; 1 ra(
i

a"1 amyx'e^det war:0 = - det X = ( 17.15 )i'y bq

I r y ] Lc「」

该式表明了三焦点张量和这组直线的关系.这两条直线 G和

^
反向投影所得的平面在空间中
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相交于一条直线.这条直线在第一幅图像中的影像是一条直线，它可以表示为对该直线上

的任一点 V，关系式（17.15)都成立.从而推出是直线的表达式.因此，对于三幅图像

中的三条对应直线有

当然，其两边在相差一个尺度因子的意义下相等.因为关系式（17.16)的两边是向量，这意味

着两边的向量积为零.利用张量表示这个向量积，得到方程

lpl'/:eipuXr =0W

与式（17.11)和式（17.15)的推导类似，可以

^
导两幅图像中的对应点和第三幅图像中的

直线之间的关系.具体地说，如果空间中的点 V映射到前两幅图像中的点/和 x"，及第三幅

图像中直线（'上的某个点，则关系是

(17.16)

(17.17)

(17.18)
在这个关系中，u是自由指标，并且对于 u = l ,2 ,3 的每一种选择都有一个这样的关系，其中两

个是线性独立的.

在表 17.1 中总结了这一节的结果，其中最后一列表示线性独立方程的数目.

对 应 关 系 方程数

三点

两点、一直线

一点、两直线

WW =0"三直线

表 17.1 三线性关系（同时见表 16.1 ).

注意，不同方程组是如何相互联系的.例如，表中的第二行可以通过第一行用直线

^
代替，

~
且消去自由指标《而推导出.

17.2.3 两视图和三焦点张量之间的关系

到目前为止，我们已经考虑了跨三幅视图的对应和三焦点张量 . 这里我们介绍当对应仅

仅跨两幅视图时所产生的约束.鉴于两视图中点对应能约束基本矩阵,我们期望它也能对了

有所约束.

考虑对应点 *"和在第二幅和第三幅图像中的情形.这意味着有一个空间点 X 映射到

点/和 点 X 也映射到第一幅图像中的某点/，但/是未知的.尽管如此,在这些点之间

存在一种关系 =0m. 对 U 和!;的 每 种 选 择，记 的 元

素是关于 Tf的元素的线性表达式，它可以由已知点/和显式地确定.存在一点 x 使得

=0.对 w，i;的每种选择，我们可以把看成是一个以；标记的3 维向量，并且对于

和《的不同选择，存在4 个线性独立的表达式.因此,A 可以被看作为一个 3 x 4 矩阵.条件

^
,.=0表示的秩为2.这意味着 A 的每个3 x3 子式为零，它产生关于三焦点张量元素

的三次约束.由于几何原因，看上去方程对于u 和1；的四种选择不是代数独立的.因此

U
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我们从两视图的一组点对应得到关于 Tf的一个三次约束. 细节留给读者思考.

对于点对应是第一幅和第二幅（或者第三幅）视图之间的情形，有关分析稍微不同 . 然

而,每种情形的结论是:虽然跨两幅视图的一组点对应产生关于三焦点张量的一个约束,但是

该约束不是一个线性约束，这与跨三幅视图的点对应情形不一样.

17.2.4 仿射三焦点张量

当三个摄像机全是仿射时,三焦点张量将满足某些约束 � 最后一行为（0，0，0，1 )的摄像

机矩阵是仿射的. 由此推出若式（17.12)中的矩阵有两行是这种形式，则 erf的对应元素是

零.元素打，#，<,7

^
和芯属于这种情形——共有11 个元素.因此，在确定到相差一个

尺度因子的意义下，三焦点张量包含16 个非零元素 .如仿射基本矩阵情形一样，这个分析对

于摄像机共享同一主平面的情形也有效.

17.3 四线性关系

对于四幅视图的情形，类似的论证也有效 . 再次考虑跨4 幅视图的一组点对应:xex'

当摄像机矩阵为 A，B，C 和 D 时，投影方程可以写为

X
" A x

一 k
X，B

- k’ =0 (17.19)
x"C

一 k"
LD xwJL - A：WJ

由于这个方程有一个(非零)解，其左边的矩阵 X 的秩最多为7,因此所有 8 x 8行列式为

零.与三线性的情形一样，任何一个行列式如果只包含某个摄像机矩阵的一行,则产生关于剩

下的视图之间的一个三线性或双线性关系.当8 x 8行列式包含每个摄像机矩阵中的两行时，

出现一种不同的情况.这样的行列式导致一种新的四线性关系如下

(17.20)

式 中，自 由 变 量 和 z 的每一种选择给出一个不同的方程，并且该四维四焦点张量定

义为

「api
bq

(17.21)e^ = det cr
LdsJ

注意这个四视图张量的四个指标是逆变的，并且没有一幅视图处于特殊地位，这点与三焦点张

量不一样.对于四幅给定的视图只有一个四视图张量，并且这个张量产生81 个不同的四线性

关系，其中16个是线性独立的（见 17.6 节).

如三焦点张量一样，四视图张量也存在直线和点之间的关系.事实上关于点的方程只是

直线关系的特例.然而对于4直线对应的情形，将产生某些差异，我们现在就来解释这件事.

四直线组和四焦点张量之间关系由如下公式给出
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上式适用于任何一组对应直线 x和c'.然而，该式的推导表明：只要存在一个空间点投

影到这四条图像直线上，这个条件就成立.它并不需要四条图像直线是对应的（即指它们是空

间中同一条直线的像).这种配置如图 17.l a 所示 .

(17.22)

图 17.1 四直线“对应四条直线 i,r，r，r满足四线性关系式（17.22),因为它们的

反向投影交于同一点 x.(a)没有三张平面交于同一条直线 .（b)三 条 直 线 是

3维空间中同一条直线 L 的图像.

现在考虑从单条 3D 直线得到的三条直线对应（例如<X和O的情形（见图 17.l b).现

在设

~
为第一幅图像中的任意一条直线.这条直线的反向投影是一张平面,它将与 3D 直线相

交于一点 X，并且所给出的条件使式（17.22)成立.由于它对任何直线

~
都成立，因此必然有

= op. 这给出了涉及 i'q x n Z:"的三个线性独立方程.然而,如上文，给定四幅图像中

的一组对应直线，我们可以选择含三条直线的子集，并且对每个三直线子集用这种方式得到三

个方程.由于关于三直线子集有四种选择，因此方程的总数是 12.

然而，这些方程中只有9个是独立的，这可以由下面看到.假设直线为丨=1' =I" =I"' = (1，
0,0)

T
，这等价于一般情形，因为分别对四幅图像做射影变换，可以把任何直线对应变换成这种

情 形.现 在 方 程 意 味 着 任 何 元 素

^
1 1 1

=0.把这个讨论应用于四幅视图的所有

四个三元组，我们得到当至少有三个指标为 1 时 =0.总共有9 个这样的元素 .因为由直

线对应产生的方程组等价于设置这些元素中的一个为零，所以在总共12个方程中只有 9 个是

独立的.

表 17.2中总结了四视图关系. 这里对于三条直线和一个点的情形没有给出方程，因为与

三条直线相比，它并没有给出关于张量的更多约束.
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对 应 关 系 方程数

=0WX}

=0-
=0WX

四点

三点、一直线

两点、两直线

三条直线 Ipl'JrQT1'' =05

四条直线 Ipl'/r^ =05 ,//,/；/sWQWrJ =0r ,

表 17.2 四线性关系.

17.4 四张平面的交

多视图张量可以由另一种不同的推导给岀，这种推导使它们的意义显得更清楚一些.

在这个解释中，最基本的几何性质是四张平面的相交.空间中的四张平面一般不交于同一

点.使它们交于一点的一个充要条件是由表示这些平面的向量组成的 4 x4 矩阵的行列式

等于零.

记号我们将利用aAbAcAd来表示由行向量为 a,b,c，d的4 x4 矩阵的行列式，但仅

限于在本节使用.在更一般范围内，符号 A表示双代数中的相交算子(见本章文献). 然而，为

了当前的需要,读者只需把它看成行列式的缩写.

我们从四焦点张量出发，因为对它的推导最简单. 考虑由摄像机矩阵为 A，B,C 和 D的四

个摄像机形成的图像中的四条直线 I，r，r和 r. 直线 i通过摄像机 A的反向投影记为平面

/〆，其记号如式（17.14).这四张平面是一致的条件可以记为

( lpan A(iy ) A( l：cr)Ad'/'d1

) =0
然而，由于行列式关于每一行是线性的，该式又可以写为

0 = lpl'qr：r：'(a
^
Ab

^
Ac

^
d1) = lpl'ql:l’;'Q

^这对应于定义式（17.21)和关于四焦点张量的直线关系式（17.22).其基本的几何性质是在空

间中四张平面相交.

三 焦 点 张 量 的 推 导 现 在 来 考 虑 三 视 图 的 点-线-线 关 系 并 且 令<和<为第一

幅图像中过像点 x的两条直线.由这四条直线反向投影的平面相交于一点（见图 17.2).因此

可以写出

(17.23)

/)Z
2

mZ；/：,(aiAamAb,Acr) =0
下一步是一个代数技巧——用乘这个方程.这是一个标量值（事实上等于6,g卩（Um)

的排列数).重新组合后的结果是

(i；l2nsUm)Kl：eUm(a'/\ am 八bM cr) =0
现在表达式«sa"'仅仅是两条直线 Z,和L的叉积，换句话说，是它们的交点Z 因此最后可以

写为

0 = xTqr：(e
^

C

^
Aa- Ab^ Ac^)) = xTql：r；

它正是定义式（17.10)和三焦点张量的基本关联关系式（17.15).
(17.24)
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基本矩阵我们可用同样的方法推导基本矩阵，给定一组点对应 X e x'，选取过 X 的一对

直线4和 g以及过 X'的 Z;1
和C 这些直线反向投影所得的平面都相交于一点，因此有

乘以（e i p,e i r e Ke〆)且按上面的推导过程得到共面约束

0=xix'i( eiMejr! ( A a? A b r 八 bs))

A a? A b r A b')=0

(17.25)

可以将其与式（17.4)相比较.

图 17.2 涉及三幅图像的点-线-线对应 xWol"可以解释如下:在第一幅图像中选择过

点 x 的任意两条直线.那么四条直线反向投影成在空间中交于一点的平面.

17.5 计数讨论

本节我们将确定从几幅视图实现重构所需要的点或直线的数目.这个分析与计算相应张

量的自由度数有关.然而，在进行分析时，有必要将作为无约束代数对象的张量的自由度数和

由摄像机及其摄像机矩阵组成的配置所产生的自由度数加以区分.

例如，考虑基本矩阵.在一个层面上，基本矩阵可以看作一个3 x3 齐次矩阵,因此有 8 个

自由度(9减去1,因为尺度因子不确定).另一方面，根据式（17.3)从一对摄像机矩阵产生的

基本矩阵必须满足额外约束 d e t F =0.因此,这样的基本矩阵只有7个自由度.由于摄像机矩

阵可以在相差一个 3D 射影变换下由基本矩阵确定（且反过来也成立），我们可以通过计算摄

像机矩阵的自由度数来计算基本矩阵的自由度数.两个摄像机矩阵共有22个自由度（两个齐

次 3 x4矩阵).一个3D 单应可以用一个4 x4齐次矩阵表示，从而有 15 个自由度.这说明两

个摄像机的配置在相差一个射影变换下共有22 - 15 =7 个自由度，这与基本矩阵的7 个自由

度相符，从而提供了关于前面计算的一种检验.

类似地，三焦点张量蕴含了三个摄像机矩阵的射影结构，从而有 3 x 11 - 15 = 18 个自由

度�同理，四焦点张量有 4 x 11 -15 =29 个自由度.一般地，对于 m 个摄像机，有

# d o f =11m -15
由于三焦点和四焦点张量作为齐次代数阵列考虑时分别有26 和 80 个自由度，因此它们

必须满足由摄像机几何限定的一组额外约束——三焦点张量有 8个约束，四焦点张量有51 个

约束.

在计算几何结构时,我们可以利用基于估计多焦点张量（通过求解来自于多线性的约束
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方程）的线性代数方法.所需要的对应数目由每组点或直线对应产生的方程数目决定.线性

方法没有考虑由它们的几何加在张量上的约束.

另一方面，所需要的对应数目可以通过计算每组对应给出的几何约束数并且与整个系统

的自由度总数相比较来确定.考虑在 m 幅视图中的 n点组成的一个配置.这个系统的自由度

总数是 11m -15 +3n,因为每个 3D 点有3个自由度.为了估计射影结构，可用的数据是 n 个

点在 m 幅图像中的像，总共有 2m« 个测量值(每个2D 点有两个坐标).这样一来，为了可以重

构，需要 2m n^l l m - 15 +3n 或(2m -3)/i & llm -15.因此所需要的点数是

=5 + 2m -3
也可以这样来理解上式，每组点对应为摄像机贡献 2m -3 个约束，即每幅视图中点的坐标的

2m，减去 3D 点的3 个自由度.

类似的讨论也适用于直线对应 .3D 空间中的直线有4个自由度，而它的像直线由2个自

由度描述，因此每组直线对应提供 2m -4 个约束，从而所需要的直线的数目是

llm -15

2m -3

I) 2m -4
对于上述任一种情形，如果约束（方程）的数目等于摄像机和点（或直线）配置的（未知

的）自由度数，则一般我们能得到多个解，除非是线性的情况 . 然而，如果方程数多于未知数，

这个系统是超定的，并且一般存在一个解.

表 17.3 总结了重构所需要的对应数.星号（ * )表示可能有多个解.对非线性解的情形，

实际求解的方法并非都知道，除非采用强力生成并求解联立多项式方程组.对不知是否有简

单方法的情形，用一个问号作标记.注意关于直线对应的非线性解法知道的还不多.具体的

非线性算法是

(1)2视图的7点算法:见11
_
1.2节，可能有三个解.

(2)3 视图的6点算法：见 20.2.4 节，可能有三个解 . 这是上一个问题的对偶（见第

20 章）•

(3)4 视图的6点算法.先利用3 幅视图的6点求解，然后利用恢复摄像机矩阵的 DLT
算法(7.1 节）求第四幅视图，并且只保留一个解而消去其他的解 .然而，与前两种情形不

同，4 视图的6点情形是超定的,并且这个解仅仅对完美数据有效.对噪声数据的估计在第

20章讨论 .

线性 非线性
#视图 张量 #非零元 # 自由度

# 直线 #点 # 直线#点

8?Q

表 17.3 射影自由度和约束.“线性”列表示线性求解张量（相差一个尺度因子）所需的跨所有视图的对应

的最小数目.“非线性”列给出所需的对应的最小数目.星号表示有多个解，而问号表示没有已知的实用重

构算法 .
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17.5.1 仿射摄像机

对于仿射摄像机，重构需要更少的对应.在重构中无穷远平面可以被辨认,它是所有摄像

机的主平面，且重构的多义性是仿射而不是射影的 • m 个仿射摄像机的自由度数为

# dof =8m -12
对新的3 x 4 仿射摄像机矩阵，每幅视图增加8 个自由度，减去一个 3D 仿射变换的 12 个自

由度.

和射影摄像机情形一样,一组点对应提供 2m -3 个约束，而一组直线对应提供 2m -4 个

约束.与前面一样，所需要的点数可以计算为 n( 2m - 3 )^Sm -12,即
m -12 =4n 2m -3

对于直线的结果是

8m -12 2
2m -4

对于线性方法，张量中元素的个数是 3" 对于仿射情形，和以往一样,张量仅在相差一个

尺度因子下定义，但是另外有许多元素为零，如同我们在 17.1.2节和 17.2.4 节所看到的那样.

这一性质减少了所需要的对应数.计数结果在表 17.4 中给出.注意对于点对应，线性算法适

用于由上面方程所给定的最小对应数.因此，非线性算法同线性算法一样.

线 性 非 线 性
#非零元素# 视图 张量

# 直线 #点 # 直线#点

F*
TA
QK

表 1 7 . 4 仿射自由度和约束 . 每幅视图的摄像机是仿射的.细节请看表 17.3 的说明.

17.5.2 已知四个共面点——平面加视差

前面关于计数的讨论是针对处于一般位置上的点和直线的情形.这里我们考虑有四个或

更多3D 点共面这一重要情形.我们将看到张量的计算，从而射影结构的计算被显著地简化.

这个讨论是依据已知图像中的四个共面点给出的.但是,这里真正重要的是由这个平面诱导

的图像之间的单应应该是已知的.

已知四个共面点情形下基本矩阵的计算在 13.3 节中考虑过（见算法 13.2)，而关于三焦

点张量的计算则在 16.7.1 节中考虑过.现在考虑四幅视图的情形.利用由一张平面中的 3D
点导出的 4(或更多）组点对应,我们可以计算由该平面诱导的从第一幅视图分别到第二、第三

和第四幅视图的单应 H'，H"和 H"'.在射影重构中，选择包含这些点的平面为无穷远平面，此时

H'，H"和 H'"是无穷单应.进一步假设第一幅图像位于世界坐标原点，则这四个摄像机矩阵现

在可以记为

A = [ I | 0 ] B = [ H, | t f ] C = [ H" | t"] D = [ H w | t w ]
向量可以被确定到相差一个公共的尺度因子.
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由于现在这些摄像机矩阵的左边3 x3 子块是已知的，从式（17.21)不难看出的元素

关于摄像机矩阵的余下元素是线性的.利用式（17.21)我们可以由 t'，t"，t"'的元素写

出关于元素的一个表示式.事实上，可以把它显式地记Sq =Mt,其中M 是一个81 x9矩

阵,q 和 t 是表示 (？和 t',t"，t"'的元素的向量.因此，该四焦点张量可以用9个齐次坐标线性地

参数化，从而有8个自由度.

现在，给定由表 17.2中对应推导的方程组 Eq =0,通过替换 q =Mt，可以利用最小参数集

t 将它们改写为 EMt =0.这个方程可给出关于 t 的线性解，并由此得到摄像机矩阵和（如果希

望）张量的线性解(q =Mt).注意这里突出的优点是这样得到的张量自动地对应于一组摄像

机矩阵，从而满足所有几何约束——要求四焦点张量必须满足的51 个累赘的约束便消失殆

尽了.

以上分析是针对四焦点张量的计算，但也同样适用于基本矩阵和三焦点张量.

计数讨论我们回到 m 幅视图的一般情形，并从几何角度来考虑它.参数化张量的自由

度数等于摄像机矩阵中余下的几何自由度数，BP 3m -4，其中m 是视图数.这由除了第一个摄

像机外的每个摄像机矩阵的最后一列所提供的自由度总数3 ( m - 1 )减去一个公共的尺度因

子而得到.

然而，计算由点和直线对应提供的约束则需要一点技巧，并必须小心对待计数讨论，切莫

忽视隐藏的相关性.首先，考虑跨三幅视图的直线对应 lol'ol"——这个讨论对于 m^3 视图

一般将成立.需要解决的问题是由图像直线的测量能推导出多少信息.岀乎意料的是，图像

之间的平面单应会减少由直线对应所提供的信息.为简化讨论，可以假定对图像已经施加了

平面单应使得四个共面参考点映射到每幅图像中的相同点.其结果是参考平面上的其他任何

点也将映射到每幅图像中的同一点.现在导出直线对应的 3D 直线L 必然与参考平面相交于

一点 X.由于 X 在参考平面上，因此它投影到所有图像中的同一点 X，并且 x 必然在三条像直

线 1,1',1"上.因此，三幅视图中的对应直线不能是任意的——它们必须都通过一个共同的图

像点.一般情形下，m 幅视图中的直线测量的自由度数是m +2.为确定点 x 需要2个自由度，

而通过这个点的每条直线只剩下一个自由度（它的朝向）.减去空间中的直线附加的4个自由

度，我们发现

�跨 m 幅视图的每一组直线对应为摄像机余下的自由度产生 m -2个约束.

注意图像直线必须相交于一点的条件是怎样限制由直线对应产生的方程数.没有观察到

这个条件时，我们会指望由每条直线得到 2m - 4 个约束. 然而，关于完美数据的 2m -4 个方

程的秩将只有 m -2. 对于含噪声的数据，图像直线将不会完全一致，因而这个系统可能是满

秩的.但是这完全是由于噪声所致，并且这个系统的最小奇异值本质上是随机的. 尽管如此，

在解这个系统时，我们应该包含所有可用的方程，因为它将会减少噪声影响.

关于点对应的讨论是类似的.通过任何两个像点的直线是空间中的直线的影像.如前面

所讨论的，该3D 直线的投影受到约束，并且对匹配点施加了约束. 测量有 3m +2个自由度:2

个用于直线与平面的交点，并且在每幅视图中，1 个用于直线的定向，而2 对应于直线上两点

各自的位置.减去两个 3D 空间点的6个自由度，结果是

�跨 m 幅视图的两组点对应为摄像机余下的自由度产生 3m -4 个约束.

由于这同摄像机的自由度数是一样的，因此2个点足以计算结构.

因为关于摄像机的几何约束数与张量的自由度数相同，所以关于张量的约束和关于摄像
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机的几何约束没有区别.这样一来，点和直线对应可以用来产生关于张量的线性约束，因而没

有必要用非线性方法.所需要的对应数总结在表 17.5 中.

点 直 线
# 视图 张量 # 自由度

#点 # 约束 # 直线 # 约束

2

表17.S 给定由一张平面诱导的视图之间的 2D 单应，为计算射影结构还需要的对应数.该单应可以由共面

的四点或更多点的匹配或者通过任何其他手段计算得到.用于计算该单应的点没有统计在表中.

17.6 独立方程数

表 17.2中断言跨四视图的每一组点对应给出关于四焦点张量元素的 16 个线性独立方

程.我们现在来更仔细地讨论它.

给定跨四幅视图的足够多的点匹配，我们便可以求解张量 QTrs - 而一旦张量 Q 已知，就

可以求解摄像机矩阵，并进而计算射影结构.这在[Heyden-95b,Heyden-97C，Hartly-98C]中给

出了证明，但在本书中未做进一步讨论.然而当有人计算它所必需的点匹配数时，一个奇怪的

现象发生了.正如上面指出的:似乎每组点匹配给出关于张量 0

^
元素的16 个线性独立方

程，并且从两组完全不相关的点对应导出的方程似乎不可能有任何相关性 . 因此好像从五组

点对应就可以得到80个方程，并足以在相差一个尺度因子的意义下求解的81 个元素 •

根据这个讨论，似乎仅用跨四视图的五组点匹配便可以解出张量,从而可以在相差一个常规的

射影多义性下解出摄像机矩阵. 然而这个结论与下面的说法相矛盾.

• 不可能从五点的图像确定四个（或任何数目的）摄像机的位置.
这由 17.5 节的计数讨论得到.显然我们关于方程的计数出了错.原理包括在下文中.

结论 1 7 . 1 由跨四幅视图的单组点对应导出的所有 8 1 个线性方程中（式

( 17.20) )包含关于的16 个独立约束.进一步，设该方程被记为 Aq =0,其中 A 是一个81 x
81 矩阵，而 q 是一个包含元素的向量，则 A 的16 个非零奇异值都相等.

这个结论所说的是:确实如所期望的，从一组点对应可以得到16 个线性独立的方程，并且

事实上可以通过正交变换（利用正交矩阵 U 左乘方程矩阵 A)使这组方程简化为 16 个正交方

程.这个证明推迟到本节末给出. 然而令人惊讶的事实是对应于两组不相关的点对应的方程

组具有依赖性,如下面的结论所述.

结论17.2 由跨 4 幅视图的 n 组一般点对应导出的方程组（式（17.20) )的秩为 16n -
⑺，其“^5.

^
表示从 个中取2个的组合数,具体地说, (« - 1)/2.因此对于5 个点只记号 n = n

普有70个独立方程，不够求解对于》=6 个点，16� 81，有足够的方程求解的
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81 个元素.

我们现在证明上面的两个结论.结论 17.1 的证明中的关键点是涉及反对称矩阵的奇异

值(见结论 A4.1).
结论17.3 —个 3 x3 反对称矩阵有两个相等的非零奇异值.

关于结论 17.1 余下的证明是非常直接的，只要不在记号中迷失.

证明(结论 17.1) 由单组点对应导出的完整 81 个方程的形式为 =
0

^
.由在1,2,3 范围内变化总共产生 81 个方程.因此，方程矩阵 A 可以被写为

(17.26)

式中，指标（ t

^
F)指示 A 的 行，而 指 示 A 的列 . 我们将把一组指标（例如此时的

{ wxyz ) )视为一个矩阵的行或者列的单个指标 .这种情形通过把指标放在括号内来反映，并

且称它们为组合指标.

现在考虑表达式Ve—.这可以被视为由自由指标户和切所表示的矩阵.并且，因为 =
，可见它是一个反对称矩阵，从而有相等的奇异值.我们记这个矩阵为 S„p.利用张量

记号写结论 17.3,我们有

A—)—) = x

U:S„d
其中对角矩阵 D 具有结论 17.3 所述的性质.式（17.26)中的矩阵 A 可以记为

S„PS；S；S：.因此，利用式（17.27)有

UlUfUfUfA,

(17.27)

V:V;Xvr = kk'kVDJ^TU

u；z；=u：urufur,v；x；= v:«vr，6
_

(

_
和 f = kk'k"k"' ,则式（17.28)可以写为

(17.28)

现在，令

(17.29)
矩阵 D(aW)(eAA)是有 16 个非零对角元（都等于 1 )的对角矩阵 . 为证明式（17.29)是矩阵

^
的 SVD,从而完成证明，只剩下证明和是正交矩阵. 而这只要证明其列

是标准正交的即可.这是直接的，并留作练习.

证明（结论 2) 我们考虑跨四幅视图的两组点对应

yni. 它们产生形如式（17.26 )的两个方程组入\=0 和人、=0.每个系数矩阵的秩为 16,且若

Ax的行与 Ay的行是无关的，则组合方程组的秩为 32. 然而，若 Ax的行与 Ay的行之间是线性相

关的，则它们组合的秩最多是 31.

我们定义具有组合指标的向量\为<
^

= xfx'̂ x"'\ 类似地定义向量 Sy.我们将

证 明 这 意 味 着 A1

和 Ay的行是线性相关的 •

将 展 开 得

STAX = S
(— A:y y (w*3

=(*v v v〆) y
= s

^
Ar

这表明 Ax和 Ay的行向量是相关的，从而它们组合的秩最多为 31. 现在考虑该组合的秩小于
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31 的可能性. 若该秩小于31，则矩阵[Ax，Ay]的所有 31 x31 子式必须为零.这些子式可以表

示为由点 x，x'，x"，X'"，y，y',y〃* y"'构成系数的多项式. 这24 个系数一起生成一个24 维空间 •

因此，对某个斤(等于这种31 x 31 子式的个数)存在一个函数/:IRM—IR'使得该方程矩阵只

在函数/的零点集上的秩小于31.任意选择的例子(略去）都可以用来证明函数/不恒等于零.

由此推出使方程组的秩小于31 的点对应的集合是 IR24
中的一个代数簇,从而是无处稠密的.

因此,由跨四视图的一对点对应所产生的方程组的秩为 31.

现在回到跨所有四幅视图的 n 组点对应的一般情形. 注意对两组点对应成立的线性关系

因此，一般给定 n 组点对应时，将有个这样的关不是一般性的,而是依赖于这一对点对应.

{I.系. 这就把由该方程组生成的空间的维数减少到所需要的16�

三视图情形关于三视图也有类似的讨论，用同样方法可以证明由一组点匹配产生的9

个方程只有4 个是独立的.其证明留作练习.

17.7 选取方程

第 17. 6 节已证明由四点方程导出的整个方程组的奇异值都相等.这个证明可以容易地

用于三视图的情形（见习题).推导中的关键点是 3 x 3 反对称矩阵的两个非零奇异值相等.

显然这个证明也可以推广到 17.2 节和 17.3 节给出的由点或直线对应导出的任何其他方

程组.

仍考虑四视图情形.关于奇异值的结论表明一般应该包含由这组对应所导出的全部 81

个方程，而不是只选择16 个独立方程.这将避免在接近奇异情形时产生困难.这一点得到实

验观察的支持.数值例子确实表明当包含每组点对应所提供的全部方程时，由几组点对应推

导的方程组的条件数大为改善.这里方程组的条件数是指第一个（最大的）与第 n 个奇异值

的比值，其中《是线性独立方程的数目.

包含全部 81 个方程而不仅是16个，意味着方程组更大，并导致解的复杂性增加 . 这可以

按如下方法进行补救. 奇异值相等的基础是 S
# ，而其他类似定义的术语是反对称矩

阵，从而有相同的奇异值.对具有相等奇异值的其他任何矩阵 S 也有同样的效应 . 只要求 S
的列向量必须表示通过点 x 的直线（否则说明 =0,).如果矩阵 S 的列向量是正交的，则

它有相等的奇异值. 当 S 是一个 3 x 2 矩阵时就可以得到这些条件.如果对每幅视图中的点

都这样做了，方程的总数将从34 =81 减少到 24 = 16,并且这 16 个方程将是正交的.如下文所

示，选择 S 的一种方便的方法是利用 Householder 矩阵(见 A4.1.2节).

这个讨论也适用于三焦点张量，即允许把方程的个数从 9 减少到4,同时保留相等的奇异

值. 对三焦点张量总结这个讨论：
• 给定跨三幅视图的点对应 xex'ex",产生如下形式的方程组

*丸圮77=(

^
对 *,y= l,2

其中上和仏是由正交向置表示的过 x'的两条直线(对圮类似). 求仏和 /：；的一种方便的方法

如下:

( 1 )寻找 Householder 矩阵％和 K ,使得 x">h'qt = 和 x”％=Siy.
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(2)对*，y =1，2，取C =%和 Z'X.

显然该方法基本适用于表 17.1 和表 17.2中所总结的所有类型的方程.

对三视图情形本章推荐的最基本关系是点-线-线对应方程 =0,而对四视图是直

线对应方程 =0.事实上，对于仔细选择的直线,通过把其他对应简化到这种类型的

对应可以增强数值计算的鲁棒性.

17.8 结束语

17.8.1 文献

虽然用了稍微不同的途径,本章关于对应图像坐标之间的多线性关系的推导总结了

[Triggs- 95]和 Faugeras 与 Mourrain[ Faugeras- 95a]先前的结果. 点和直线混合对应关系的公

式则是[Hartley-95b，Hartley-97c]的结果的扩展 •

表 17.1 和表 17.2中给出的完整多线性关系的枚举，关于多焦点张量的公式，以及关于由

点对应导出的独立方程数的分析,都取自[ Hartley- 95a]. 关于多焦点张量的类似分析也在

[Heyden-98]中出现过.

四焦点张量可能由[ Triggs- 95 ]首次发现 . 四线性约束及其相关的张量在多篇论文

[Triggs-95,Faugeras-95a,Shashua-95b,Heyden-95b,Heyden-97c]中介绍过 .

双（或 Grassmann- Cayley)代数是在文献[Carlsson- 93]中被引人到计算机视觉文献，进一

步应用可参看[Faugeras-95a,Faugeras-97],
计算四焦点张量的算法和基于简化张量的重构算法在[Heyden- 95b，Heyden- 97c]中给

出.之后的论文[Hartley-98c]改进了该算法 •

17.8.2 注释和练习

(1)确定仿射四焦点张置（即由仿射摄像机矩阵计算的四焦点张量）的性质. 具体地说，

利用该张量的行列式定义（式（17.21))来验证在表 17.4 中给出的非零元素的数目.

( 2 )证明由跨三幅视图的单组点对应 xex'ex"导出的 9 个线性方程（17.11 )中包含 4 个

线性独立方程.进一步令该方程组写为 At =0,其中 A 是一个 9 x 27 矩阵.那么 A 的 4 个非

零奇异值相等.与四视图情形不同，由不同的点匹配导出的方程是线性独立的,因此《组点匹

配产生 4n 个独立方程.

(3)如果为图像坐标选择标准仿射基使得三组对应点在每幅视图中的坐标分别为（0,
0)

T
，（1，0)

T
，（0,1)T

，则所得的张量具有一个更简单的形式.这些“简化的张量”比一般形式

的张量有更多的零元素.例如，对于简化基本矩阵的情形，其对角元素是零，并且简化的三焦

点张量只有15 个非零元素.同时这些张量可以由更少的参数表示，例如，对于简化的基本矩

阵有四个,因为基点有效地确定了其他参数.进一步的细节在[Heyden- 95a，Heyden- 95b]中
给出.

(4 )证明如果 4 个摄像机的中心共面，那么四焦点张量有 28 个几何自由度 •
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本章介绍由一组图像估计射影或仿射重构的计算方法，特别是对于视图数目比较大的

情形.

我们从最一般情形，即射影重构的捆集调整出发.接着专门针对仿射摄像机，并引入了重

要的分解算法.给出了该算法向非刚性场景的推广.然后针对含有平面的场景介绍了捆集调

整的第二个特例.最后讨论从图像序列获得点对应以及由这些对应进行射影重构的方法.

18.1 射影重构——捆集调整

考虑一组 3D 点\被矩阵为 P‘的一组摄像机所拍摄的情形 .记第y 个点在第 i 个摄像机

像平面上的坐标为4 希望求解下面的重构问题:给定一组图像坐标 X；,寻找使得 Ply =<成

立的摄像机矩阵 p和点 x;.如果对 P‘和\不加进一步约束，这样的重构是一个射影重构，因

为点

'
与真实的重构可能相差一个任意的 3D 射影变换.

捆集调整如果图像测量有噪声，那么方程< = P;X;.将不会完全满足.在这种情形下，将

寻求最大似然（ML)解并假设测量噪声满足 Gauss 分布:我们希望估计射影矩阵 P和准确投射

到图像点<的 3D点兔.，即 i;=P兔.

检测（测量）的图像点 x；之间的图像距离，即

，并且对这些 3D 点出现的每幅视图最小化重投影点和被

式中，《i(x，y)是齐次点 x 和 y 之间的几像距离.这种涉及最小化重投影误差的估计被称

为捆集调整——它涉及调整每个摄像机中心和这组 3D 点（或等价地，每个 3D 点和这组摄像

机中心）之间的射线束.

捆集调整一般应该作为任何重构算法的最后一步使用.该方法的好处是能够容忍数据的

丢失并提供真正的 ML 估计. 同时它允许对每一个测量值指派单独协方差（或更一般的

PDFs)，并且还可以扩展到包括先验估计和关于摄像机参数或点位置的约束.简而言之，它似

乎是一个理想的算法,除了以下事实:①它需要提供一个好的初始值;②由于涉及大量参数，它

可能成为一个非常大的最小化问题.我们将简要地讨论这两点.
迭代最小化由于每个摄像机有11 个自由度,而每个3 维空间点有3 个自由度，一个涉

及跨 m 幅视图的 n 个点的重构需要最小化 3n + llm 个以上的参数. 事实上,因为元素常常被

超参数化(例如,对齐次 P 矩阵用12 个参数），此数是一个下界.如果用 Levenberg- Marquardt
算法来最小化式（18.1)，那么必须对维数为（3n + 11m) x(3n + 11m)的矩阵进行分解（或者

(18.1)
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有时需要求逆).当 m 和 n 增加时，其代价变得非常大，甚至最终不可行.对这个问题有下面

几种解决办法：

(1)减少《和/或 m.不要包括所有的视图或所有的点，可以在后面用摄像机参数估计或

三角测量把这些分别补上;或者将数据分成几个集合，分别对每个集合进行捆集调整之后再融

合.这些策略将在 18.6 节中做进一步讨论.

(2)交替方法.交替进行通过改变摄像机最小化重投影误差和通过改变点最小化重投影

误差.因为在给定固定摄像机下每个点被独立估计，并且类似地，每个摄像机也由固定点独立

估计，必须求逆的最大矩阵是用来估计单个摄像机的 11 x 11 矩阵.交替最小化与捆集调整一

样的代价函数，应该得到相同的解（只要有唯一的最小值），但它可能会收敛更慢些.[Triggs-
00a]中把交替方法与捆集调整进行了比较.

(3)稀疏方法.这些在附录6中介绍.

初始解接下来的几节将介绍几种初始化方法.若问题被限定为仿射摄像机，则只要点

被影像到每一幅视图，分解方法（18.2节）可给出闭形式的最优解 . 即使对于射影摄像机，只

要点被影像到每一幅视图，也有一个适用的（迭代）分解方法（18.4 节）.如果数据带有更多可

用信息，例如有部分共面，则仍有可能得到闭形式解（18.5 节).最后，针对点不是在每幅视图

都可见的情形，可使用 18.6 节中介绍的分层方法.

18.2 仿射重构——分解算法

本节介绍由一组图像点对应的重构，其图像为仿射摄像机所拍摄.正如 17.5.1 节所介绍

的，此时的重构是仿射的.

下面将介绍 Tomasi 和 Kanade[Tomasi-92]的分解算法，该算法被总结在算法 18.1 中并具

有下列性质：
• 假设噪声服从各向同性零均值的 Gauss 分布，并且每一个测量点的噪声是独立同分布

的，则分解算法可达到一个最大似然仿射重构.
这个事实首先由 Reid 和 MUrray[Reid-96]指出. 然而，该方法要求每个点在所有视图中

都有测量值.这限制了实际应用，因为某些匹配点可能不在某些视图中出现.

一个仿射摄像机可以用它的最后一行等于(0,0,0，1)来表征 . 然而，在本节中将用稍许

不同的方法来标记它，即分离出摄像机映射的平移和纯线性变换部分. 因此有

式中，M 是一个2 x3 矩阵，而 t 是一个2维向量.从现在起为了阅读方便,x 表示非齐次图像

点 x =(*，y)T,而 X 表示非齐次世界点 X =(X,Y,Z)t.
我们的目标是寻求最小化图像坐标测量值的几何误差的重构.这就是说,我们希望估计

摄像机 I M'.f|和3D 点 X;，使得估计的图像点 g +1‘和测量的图像点 X;之间的距离最

小化

X I I X；- ( M% || 2
(18.2)
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目标

已知跨 m 幅 视 图 的 组 图 像 点 对 应 = ,mj= l，⋯， 确定仿射摄像机矩阵|M‘,t'丨和 3D

点 ，使 得 重 投 影 误 差

X II *；- ( M'X, + 0 || 2

在1 ,t;，X;|上最小化，其中 M‘是一个2 X3的矩阵是一个3 维向量，而 X；=(<4 ) T
和 t‘都是2维向量.

( 1)平移的计算.每个平移 t‘被当作第 i 幅图像上点的形心来计算，即

f = < *'> 5>;
(2)中心化数据. 中心化每幅图像上的点,用它们相对于形心的坐标来表示:

x;— x;-⑺
此后，对这些中心化的坐标进行操作.

(3)按式（18.5)中的定义，由中心化的数据构造 2m 测量矩阵 W，并计算它的 SVD：W = UDVt.

(4)矩阵 M'由 U 的前三列乘以奇异值得到：

- M1 -
M2

= [ o"l «l 0-2«2 O^]

L M"*」

向量 t‘的计算如第（1)步，而 3D 结构从 V 的前三列读出

[ X, X2⋯X,‘] =[
v, v2 V3 ]T

算法 18.1 由 跨；n 幅视图的 n 组图像点对应确定一个仿射重构的 MLE 的分解算法

(在 Gauss 图像噪声的假设下）•

在这类最小化问题中，一般通过选择这些点的形心为坐标系的原点，可事先消去平移向量

t‘.这是因为几何上仿射摄像机把3D 点的形心映射到它们投影的形心. 因此，如果这些3D 点

和每组图像点的形心都被选为坐标原点，那么有 t;=0.这一步要求相同的 n 个点被影像到所

有视图中，即任何点的图像坐标不会在哪幅视图中是未知的.这个结论的一种解析推导如下.

关于 t1的最小化要求

d I l|x；- (M% + ti)||2 0,a t* -
' ) =^I; x；f n < x> =

上w 3D 坐标系的原点是任意的，因此可以选其与形心〈X〉相重合，此时〈X〉=0并且n J J

t‘ =〈X1

〉

因此，如果用投影点的形心作为坐标系的原点来测量图像坐标，那么 t': =0.这样一来，我

们用 X;-〈X
;
〉代替每一个4 今后我们将假设这项工作已经完成，并且对这种中心化后的坐

标进行计算 . 在这些新的坐标系下 =0,从而式（18.2)简化成

经过简单的计算后上式简化为

^
=〈x‘〉- 1

^
+

〈\〉，其中的形心是&

(18.3)
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n,i n X l l x；- x；r = m i n X l l x；- M- X;. ||2

当写成一个矩阵时,这个最小化问题有一个非常简单的形式.测置矩阵 W 是由测量图像

点的中心化坐标组成的 2m xn 矩阵

(18.4)

11 1 -I
X. X

2
⋯ X„

2 2 2
X, X. … X1 2 n

(18.5)W =

x < …
因为每个 x;= M;X;，完整的方程组可以写为

- M 1 -
M2

[x
"

x2,⋯，x„]w =

Livr」
当噪声存在时，这个方程将不会完全满足，因此转而求 Frobenius 范数下尽可能接近于 W 的矩

阵 W，使得矩阵 W 可以分解为

x' … X
1 ]2 n rM1!

M2

W = (18.6)[Xt X2
... XJ

LMmJ_ x；a; - r _
此时可以验证:

Ilw - W|；= ^(W,- W,) 2 = I l l x J - x；!1 = X
把它与式（18.4)相比较，我h发现最小化所需一的几何误差等价+寻找 Frobenius 范数下尽可

能接近于 W 的矩阵i
注意满足式（18.6)的矩阵#是一个 2/n x3的运动矩阵 A 和一个3 x n 的结构矩阵 i的

乘积，从而 W = MX 的秩为 3.换句话说，我们寻求 Frobenius 范数下最接近 W 的一个秩为3的

矩阵.这个矩阵可以通过 W 的 SVD 并截断到秩为 3 得到 . 更详细地讲，若 SVD 为 W =
UDV7,则 W =U2(nx3D3 x 3V3Txn是 Frobenius 范数下最接近于 W 的秩为3的矩阵，其中 U2lnx3由 U

的前3 列组成，V
3Tx

_
^

VT的前三行组成，而 D3 x 3是包含前三个奇异值的对角矩阵 D3 x3 =
diag(o-,,cr2 ,(T3 ).

注意，癍和爻的选择不是唯一的 .例如可以选取 A = U2nix3 D3 x3和爻 = V

^
xn，或者妨 =

u2mx3和 iU D3 X 3V
3tx„，因为在每种情形下都有 W = MX =U2mx 3D3 x3

仿射多义性事实上对任何这样的选择都存在额外的多义性，因为任何一个秩为 3 的

3 x3 矩阵 A 都可以插人到分解中去，因为访 sliiAA -'iUWAMA -1幻. 这意味着由 A 得到

的摄像机矩阵 M;，和由交得到的3D点 Xy
重构是仿射的.

通过提供 10.4.2节介绍的关于场景的度量信息，或者利用第19章介绍的自标定方法，或

，被确定到相差一个共同的矩阵 A.换句话说，MLE
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者这两者的组合，这个仿射重构可以升级到度量重构.注意对于仿射摄像机情形，只需要确定

三个内参数（与射影摄像机的五个相比较），并且自标定任务相应地更简单.

18.2.1 仿射多视图张量

分解算法提供了由图像点对应计算仿射多视图张量的一种优化方法.这些张量是仿射基

本矩阵、仿射三焦点张量和仿射四焦点张量. 对每一种情形，这个算法在相差一个全局仿射多

义性的意义下确定摄像机矩阵.然后这些张量可直接由摄像机矩阵算出（如用第 17 章的方

法).计算这些张量与 3D 空间的仿射多义性无关，因为它们不受 3 维空间的仿射变换影响 •

事实上没有必要计算 W 的完整 SVD，因为仅需要该分解的 U 分量.如果与视图数目相比，点

数 n 很大，那么不计算 V 可以为 SVD 的计算带来非常大的节省（见表 A4.1).
另一个代替 SVD 的选择是应用 WWT的特征值分解，因为 WWT =( UDVT)( UDVT ) T

=
UD2UT. 对于三幅视图（三焦点张量的计算），矩阵 WWt的维数仅为 9 X 9. 因此这个方法有显

著的优势. 然而，从数值计算角度考虑它是下策，因为 WWT矩阵的条件数变为原来的平方(见

[Golub-98]中关于 SVD 的讨论).由于我们仅需要三个最大的特征向量，此时它也许不会出

现问题. 然而，鉴于避免计算 V 的 SVD 的实现，这个方法的优势并不那么显著.

分解方法可以用来计算任何多视图仿射张量. 然而对于仿射基本矩阵，第 14 章中介绍的

算法 14. 1更直接.这两种方法的结果是相同的.

18.2.2 利用子空间的三角测量和重投影

分解算法还提供了一种计算新点或并未被所有视图都观察到的点的图像的优化方法.同

样,3 维空间的仿射多义性也无关紧要.

W 的一列是点 X;的所有对应图像点，并被称为点的轨迹 . 访的秩3 分解式（18.6)# =
MX 表明所有轨迹位于一个3 维子空间中.特别地，新点 X 的轨迹（即所有图像投影）可以由

MX 得到.这是 A 的三列的一个简单的线性加权.

假设在某些(并非全部）视图中观察到了一个新点 X,并希望预测它在其他视图中的投

影 . 这可分两步进行:首先用三角测量找到原像 X ,然后由 Ax 重投影来生成其在所有视图中

的像. 注意，投影点与测量的（含噪声）点并不完全一致.三角测量步骤中我们希望找到最小

化重投影误差的点 X，这对应于在由 A 的列张成的线性子空间中寻找最接近于轨迹的点.这

个最近点可以通过将轨迹投影到子空间中来找到（类似于算法 4.7).

更详细地，假设我们已经计算了一组仿射摄像机 I M\t‘ 1 ，那么对任意数目的视图，可以线

性求解三角测量问题. 图像点¥=1

^
飞+1

(
给出关于叉的元素的一对线性方程 MiX = xi - f.

给定足够多这样的方程（源于的已知值），利用算法 A5.1、伪逆（见结论 A5.1)或算法 A5_
3，

可以找到 X 的线性最小二乘解.注意,如果利用算法 18.1 的步骤(2)中所用的同样变换对数

据 V中心化，那么仿射三角测量法中的平移向量 t1

可以取为零.

实践中，三角测量和重投影为“填充”跟踪或多视图匹配中丢失的点提供了一种方法.

18.2.3 利用交替的仿射重构

如同算法 18.1，假设给定一组图像坐标<，希望实现仿射重构.我们已经看到可以线性

340



m第 18章 iV 视图计算方法

实现仿射三角测量. 因此,如果由表示的仿射摄像机矩阵是已知的，那么可以利用线

性最小二乘法（如算法 A5.3 的正规方程法)计算最优点位置 X;.
反之，如果点

'
已知，那么方程< = M‘X;+ t‘关于 t;是线性的.因此可以再次简单地

利用线性最小二乘法求解 j >丨.

这暗含了一种仿射重构方法，即利用线性最小二乘法交替求解点\和摄像机1 不

推荐将这种交替方法作为重构的一般方法,或者用于求解一般的优化问题.然而，对于仿射重

构情形，可以证明从随机初始点出发能快速收敛到最优解.仿射重构的这种方法的优点是可

以处理缺失数据或协方差加权数据（算法 18.1 做不到），尽管对于缺失数据或协方差加权情

形，在所有情况下都无法保证收敛到全局最优.

18.3 非刚性分解

本书到目前为止都假设我们在观测刚性场景,并且仅对摄像机和场景之间的相对运动进行

建模. 本节中，我们放宽这个假设，并考虑恢复形变对象的重构问题.将证明，如果形变被建模

为基形状的线性组合，那么对 18.2节中的分解算法进行简单的修改就可恢复重构和基形状.

出现这种情形的一个例子是运动且变化表情的人头的图像序列.头部运动可以被建模为

一个刚性旋转，相对于固定头部的表情变化可以被建模为基的线性组合.例如，嘴部轮廓可以

由一组点表示.

假设 n 个场景点 X;.可以表示为 Z 个基形状 Bt的线性组合，并使得在特定时刻；：

[X; X; ⋯ X:] = B
24

⋯ BJ.
式中,场景点 X;和基点都是由3 维向量表示的非齐次点，而是一个3 x n 矩阵 .通常基

形状的数目 / 远小于点数 n.系数<在每个时刻 i 可能不同，并且所得到的基形状的不同组合

产生形变.图 18.1 给出了一个例子.

cJ LJ U(
_J

© o
图18.1 形状基. 人脸模板由 iV(这里 /V =140)个等间距的2D 点表示.七幅中中间的脸是平均形状，而向

左或向右的脸分别是通过加减基形状来产生的，表示在训练集中的最大变化.这里，基的表情从惊讶变化

到不满.面部表情是通过用模板跟踪一个演员的脸部来学习的，这里他仅变换表情但不改变头部姿态.训

练序列的每一帧产生 iV 个2D 点，并且这些点的坐标被改写为一个 2/V 维向量 . 然后由这些向量组成 2iVx/
矩阵，其中/是训练帧的数量，而基形状由这个矩阵的奇异向量来计算.承蒙 Richard Bowden 提供图.

在图像生成的前向模型中，每幅视图 i 由仿射摄像机获取并给出图像点

= w^ a[ B j k + e
再次假定图像点匹配出现在所有视图中 . 我们的目标是由测量图像点丨估计摄像机
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丨M‘，tM 和 3D 结 构 ，使 得 估 计 的 图 像 点 g + t‘和测量的图像点之间的距

离最小化

与仿射分解一样,可以通过中心化测量的图像点来消除平移，并且从这里开始将假设这个中心

化已经完成了.从而问题简化为

min

I llx；- i；fla
完整方程组$= M; 可以被写成

= 4ne,? " X> - Ml?^112 (18.7)min

"

a；M' a^M 1 ••- ajM 1'

a;M2 a;M2 … a;M2

M'(a；B, +a;B2 + a；B;)
M2(a'B, +a;B2 十 … + a;B,)

rB. i
B2 (18.8)W =

L B jJVTUrB, +«2mB2 +… +a「B,)_ _ a；Mm c^M1" …

这个重排表明 2m x 矩阵命可以被分解为 2m x 3Z 运动矩阵 A 和 3Z x n 结构矩阵自的乘积,
从而 W的秩至多为 3Z.

与刚性分解中一样 ,通过将 W的 SVD截断到秩为 3/，可以从测量矩阵 W获得秩 3 / 分解 •

并且还与刚性分解中一样，分解 W = MB不是唯一的，因为可以在分解中插人任意秩为 3Z 的 3Z x
w矩阵 A，BPW ^riiAA -ISCAAMA -W). 在刚性情形中，这直接导致重构中的仿射多义

性 . 然而，在非刚性情形中，还需要运动矩阵具有式（18.8)的重复块结构，我们将在下面回到

这一点 . 如现在将讨论的，这种块结构对于确定点的图像运动不是必需的 .

18.3.1 子空间和张量

18.2.2 节中讨论过，对于刚性分解式（18.6)，轨迹位于一个3 维子空间中,且任何轨迹都

可以由 A(2mx 3 运动矩阵）的列的线性组合来产生.类似地，对于非刚性分解式（18.8),轨

迹位于一个 3Z 维的子空间中，并且任何轨迹都可以由 A(2mx 3Z 运动矩阵）的列的线性组合

来产生.
假设我们在部分视图中观测到一个新点，需要多少图像才可以预测该点在所有其他视图

中的位置。这不过是个三角测量问题:在刚性分解中，一个3 维空间点有3 个自由度，必须在

两幅视图中被观测到才能获得必要的3 个测量. 在非刚性分解中，需要指定3/ 个自由度（合

矩阵中的行数），这需要3!/2幅图像. 例如，如果 Z =2,则子空间是六维的

^
矩阵的列是6 维

向量），并且给定三幅视图中的成像位置，就可以利用类似于仿射三角测量（18.2.2 节）中的方

法确定它在所有视图中的成像位置，即使物体是形变的.

独立移动物体低秩分解方法还出现在场景中含有独立移动物体的情形. 例如,假设场

景被分成两个对象，每个对象相对于另一个独立移动，并由移动的仿射摄像机拍摄 . 此时，对

应于一个对象上的点的测量矩阵的列的秩为3，而对应于另一个对象的秩也为 3. 测量矩阵总

的秩将是 6.在一个对象上的所有点都位于同一个平面内的退化配置中，它对于秩的贡献将仅

为2.这个多体分解问题已经在[Costeira-98]中进行了深人的研究.

图 18.2 给出了处于一个低维子空间中的点轨迹的例子.
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______
(b)m

图 18.2 非刚性运动序列 . 上一行:由序列图像间隔取的一些帧，其中一只长颈鹿优雅地散步并歪着脖

子，同时摄像机平移以适应其速度.下一行:显示运动的点轨迹,U)之前 10 帧，（b)之后 10帧.这些轨迹

由非刚性分解计算并位于一个6维子空间中.注意（刚性）背景和（形变）前景的轨迹的显著差异.然而，

这些都是由运动矩阵的六个基向量张成的. 关于秩可以解释为:序列运动实际上是相对于摄像机独立移

动的两个平面上点的运动.背景是一个由平面表示的刚性对象，并为秩贡献 2. 前景中的长颈鹿由 Z =2个
平面基形状表示为一个非刚性对象，并为秩贡献4.承蒙 Andrew Fitzgibbon 和 Aeron Morgan 提供图.

基本矩阵和三焦点张量的类似物的存在依赖于子空间的维数.例如，假设子空间具有奇

数维（如 Z =3,则它是9维的），那么给定L3Z/2」幅视图（如4 幅视图）中的点测量，任何其他视

图中的对应点被限制到一条直线（类似于对极线），因为测量数比子空间的自由度数少1. 然

而，如果维数是偶数的（如 / =2,则它是6维的），那么给定3Z/2幅视图（如3 幅视图）中的点测

量，就完全确定了任何其他视图中的对应点.对于非刚性 / >1 维子空间,利用类似于第17 章

中为 Z =1 的3 维空间点推导的方法可建立多视图张量.

18.3.2 恢复摄像机运动

在刚性分解中，从运动矩阵 A 获得摄像机矩阵相对比较容易一全部要做的就是去除

18.2节所述的由3 x 3 矩阵 A 所指定的全局仿射多义性.

对于非刚性情形,类似的问题并非这么直接.获得运动矩阵是一件简单的事情：
( i )如式（18.5)中所定义的那样，由中心化的数据构造 2m x〃测量矩阵 W，并计算其

SVD：W = UDVt.
( ii )由 u 的前3/列乘以奇异值得到运动矩阵即

^
=[0-
^

,
但通过这条途径获得的矩阵一般不具有式（18.8)的块结构.与刚性分解一样，运动矩阵被确

定到相差右乘一个矩阵 A,这里的矩阵是 3Z X 3Z 的.接下来的任务是确定 A，使得 AA 具有所

需的式（18.8)的块结构,并且还消除通常的仿射多义性，使得每个块都符合关于摄像机标定

的任何可用约束（例如，所有视图具有相同的内参数).
已经研究了多种确定 A 的方法(参见[ Brand- 01,Torresani - 01]),但是这些方法没有强加

全部的块结构，并且关于该问题目前还没有令人满意的解决方案.一旦通过某种方式获得了

初始解，那么可以通过式（18.7)的捆集调整来施加正确的形式.

^3/ U3/ ].J2U2
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18.4 射影分解

仿射分解方法不能直接应用于射影重构.然而文献[ Sturm- 96 ]观察到:如果知道每个点

的“射影深度”，那么结构和摄像机参数可以由一个简单的分解算法估计，该算法在风格上类

似于仿射分解算法.

考虑一组图像点

'
‘ =炉\.

才成立.显式地写出这些常数因子,有�= P%
法的描述中，符号 X;是表示图像点的3 维向量(

^
，<，1)T.

<和<是实际测量的图像坐标 . 如果每个点在每幅视图中都可见，从而对所有是已知

的，那么完整的方程组可以写成如下的单个矩阵方程：

入
1

乂―

这个表示射影映射的方程必须解释为在相差一个常数因子下

在这个方程中，以及今后关于射影分解算

这样一来，第三个坐标等于 1,并且

_
A ;x; A;X;

A
2
X
2

- p i -
P2

( 18.9 )[ X^X^- . X J
LpraJ

入X … A X.

只有对每一个测量点<加上正确的权因子后这个方程才成立.暂时假定这些深度是已

知的.如仿射分解算法一样，我们希望左边的矩阵(记为 W )的秩为 4 ,因为它是分别含 4 列和

4 行的两个矩阵的乘积.实际的测量矩阵可以利用 SVD 校正到秩为 4. 这样一来，如果 W =
UDVT ,那么将 D 的前 4 个对角元以外的所有元素取为零，可得到矩阵 A 校正的测量矩阵便

是 w =u6vT.摄像机矩阵由[ P^ , P2
T
，⋯，p；l ]T = u6恢复，而点则由[x,，x2,⋯，XJ = vT恢

复.注意这个分解不是唯一的，事实上在式（18. 9 )右边的两个矩阵之间可以插人一个任意的

4 x 4 射影变换 H 和它的逆，这说明该重构具有射影多义性.

射影分解方法的步骤总结在算法 18. 2 中.

m
给定 m 幅视图中观测到的 n 个图像点

X；i =1,•••,771 y = 1,•••,n

计算一个射影重构.

m
( 1)与 4.4.4 节一样用均匀缩放来归一化图像数据.

(2)从射影深度的一个初始估计出发.这可以由初始射影重构等技术得到，或置全部 = 1.

(3)用常数因子乘行和列来归一化深度 A;.一种办法是令所有行的范数为 1,然后令所有列的范数

为 1.

(4)形成式（18.9)左边的3m xn 测量矩阵，用SVD 找到最接近于它的秩为4 的逼近，并通过分解求摄

像机矩阵和3D点.
(5)可选迭代.把这些点重投影到每一图像中以得到新的深度估计,再从第(2)步起做循环.

算法 18.2 基于分解的射影重构.

344



_
第 18 章 W 视图计算方法

18.4.1 选取深度

权因子被称为点的射影深度 . 之所以用这个术语是因为在欧氏坐标系中当摄像机

矩阵已知时这些与实际深度有关系，参考 6.2.3 节，特别是图 6.6.这个射影分解算法的

主要困难在于必须事先知道这些射影深度，而我们又对其一无所知.存在多种估计该深度

的技术.

(1)从利用其他方法（如下面 18.6 节中讨论的）获得的初始射影重构出发.再通过重投

影 3D 点计算<•

(2)由初始深度都等于1 开始，计算重构并重投影得到新的深度估计.为了得到改进的

估计，这个步骤可以反复进行.然而，不保证该过程一定收敛到全局最小.

[Strurm-96]首次给出了一个计算深度的方法，它把通过基本矩阵或三焦点张量得到的深

度估计一对对地串起来 . 这个方法非常类似于把图像三元组串起来获得初始射影重构（见

18.6 节），同时保证对同一射影重构有一致的尺度因子.

18.4.2 最小化什么？

当有噪声或者不正确时,方程式（18.9)不被完全满足.我们确定一个校正的测量矩阵

#使其在 Frobenius 范数意义下最接近于 W，并且满足秩为 4 的条件 . 记该矩阵的元素为

，则所求解应最小化表达式

= E l l A V - A：x；r
y

= I ( A H - A>;) 2 + ( A>; - A>;) 2 + u; - A)2

y

由于最后一项，在取最小值时<必须接近 A
;

;
.假定二者相等，式(18

_
10)便简化为lU;)2|x；-

x；ll 2.注意 II< -$||是测量点和估计点之间的几何距离，而被最小化的是几何距离的加权平

方和，其中每一点加权值 A;. 如果所有的几何深度接近相等，那么分解方法最小化的是具有

共同缩放值的几何距离的一个逼近.

18.4.3 归一化深度

(18.10)

这里定义的射影深度不是唯一的. 事实上假设�= P% 如 果 用 代 替 P并用爲

代替 X;.，则有

换句话说，射影深度可以用因子乘式（18.9)的第 i 行并用因子爲乘第
_
/ 列来代替.按照

上一段，所有的越接近于1，表示几何距离的误差表达式越准确.因此，通过用常数因子 a1

和色乘以测量矩阵的行和列来重新归一化的值，使得它们尽可能接近1 是有好处的.一个

简单的启发式做法是用因子 V乘以每一行使得其具有单位范数,接下来类似地对列归一化.

行和列的归一化可以迭代进行.
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18.4.4 归一化图像坐标

如本书介绍的大多数涉及图像坐标齐次表示的数值算法一样，归一化图像坐标是非常重

要的.一个合理的方案是 4.4.4 节介绍的各向同性归一化方法.我们可以从下面的情形中很

清楚地看到归一化的必要性.考虑两个图像点 x =(200,300，l) T*i=(250,375，l)T.显然

几何意义上这两点相距很远.然而，误差表达式（18.10)度量的不是几何误差，而是齐次向量

之间的距离 II Ax -乂i l l.选取 A = 1.25 和乂 =1.0,该误差是 11 (250,375，1.25)T -(250,375,
1) T II ，按比例它非常小.另一方面，几何上近得多的两点 x =(200,300，1)

T
和i=(199,301 ,

1)
T的距离不能通过选择 A 和i(除非取很小的值）变成这么小.读者可以观察到，如果这些

点用因子200 缩小，那么这些不正常的情形不再发生.简而言之，采用了归一化坐标，误差更

接近几何误差.

18.4.5 何时假设<=1 是合理的？

根据结论6.1，如果把摄像机矩阵归一化使得 +/4 +/4 = 1,并且把 3D点归一化使得

其最后的坐标 T =1，那么由 k ] { x] ,y) ,\ ) J = 定义的是在欧氏坐标下点到摄像机的真实

深度.如果整个序列中所有点与摄像机是等距的，那么我们可以合理地假设每一个< = 1 ,因

为式（18.9)将至少有一个解炉和\是以上述方式归一化了的真正的摄像机和点.更一般地，

假设点位于不同的深度，但每个点 Xy在整个序列中与摄像机保持近似于相同的深度务此时

将存在一个解满足所有 A;=1 和 X,=('( Xy,Yy
子，我们发现

• 如果不同的 3D点&的真实深度比在一个序列中几乎保持为常数，那么假设\ = 1 可

作为射影深度的合理的首次近似.

一个航空成像摄像机在恒常高度上直接向下拍摄的情形就是一个例子.

类似地，允许摄像机矩阵乘以一个因

18.5 利用平面的射影重构

由 17.5.2节可知:如果已知在每幅视图中都可见的四个点共面，那么与图像点相关的多

焦点张量的计算将变得更加简单. 主要的好处在于满足所有约束的张量可以用一种线性算法

来计算.我们现在继续那条特殊的研究路线，并展示线性技术拓展到任意视图数的运动和结

构估计的应用.

从共面点推导的四组图像对应的条件等价于已知由空间中一张平面诱导的图像之间的单

应，因为一个单应可以由四个点计算得到.在下面的方法中只有这些单应是重要的. 这些单

应可以从四组或更多组点对应或直线对应计算得到，或者利用直接相关方法由图像来直接

估计.

平面到平面的单应告诉我们什么？ 利用平面进行射影重构的关键是观察到图像之间的

单应意味着我们知道摄像机矩阵的前3 x 3 部分：
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P = M h

*3」

因此，余下的仅是计算它们的最后一列，即向量 t.
由于这里仅对获得场景的射影重构感兴趣，因此可以假设诱导单应的平面是无穷远平面，

其上点为

'
=(W，ZpO)

T.摄像机矩阵可以写成 P1

= [M;|t;]的 形 式，其 中 3 x 3 矩

阵，而 t‘是列向量.一个合理的假设是摄像机中心不在诱导单应的平面上（否则单应将是退化

的）. 这意味着矩阵 W是非奇异的 . 为简单起见，可以假设第一个摄像机的形式为 P1 =
[1|0]，其中1为单位矩阵.

现在，如果 x；为图像；中的点，并对应于诱导单应的平面上的 3D 点 X;=(XpYpZyO)
7,

那么

x；= P1
(X>,Yy,Z.,0) T

=(X>,F;,Zy ) T

而

x卜M'wzj'ivrx;
因此，M1表示由平面诱导的第一幅图像到第 i 幅图像的单应，反过来，如果 M‘是已知的平面诱

导的单应，并将第一幅图像中的点映射到第幅图像中的匹配点,那么可以假设摄像机矩阵具

有形式 P1

=[M;11;]，其中 M'是已知的且其尺度是固定的，但最后一列 t;不是.

已知摄像机朝向我们刚说明过，单应中包含了每个摄像机矩阵的左边3 x 3 子矩阵的信

息.如果我们知道所有摄像机的朝向（和标定），同样结论也成立.例如，已知每个摄像机的

标定时，一个合理的重构方法是由平移分别估计每个摄像机的朝向（例如，由两个或更多个场

景消影点）.一旦每个摄像机的朝向（R')和标定（K]已知，则每个摄像机矩阵的左边为 K;R'.

18.5.1 结构和平移的直接解

我们介绍了在给定图像间由平面诱导的单应下，计算射影结构的两种不同的方法 . 第一

种方法通过求解单个线性系统来同时求解 3D 点和摄像机的运动. 假设点 X =( X，Y，Z)T不在

无穷远平面，即诱导单应的平面上 .

点投影方程为

XAx = PX = [ M|t]X =[ M|t]

式中，（未知的）尺度因子 A 被显式地写出.更确切地说，可以写成

Tm[ x
= m2TX

X x
= m I

} LmI

+ fl( x\
XA y h + t2

h + t^ J
式中，inf是矩阵 M 的第 i 行.

通过对方程两边取向量积可以消除未知尺度因子 A，得到
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fm；X

x m j x
7 X x

+ tl( x\

=0y

这提供了两个独立的方程

^
(m

3
X + t3 ) -(m, X +1{ ) =0

j( mJX + i3 ) -(m2TX + t2 ) =0

它们关于未知变量殳 =(乂彳7)
7
和1=(�1，《2，《3)

7是线性的.方程可以被写成

X
r T T

^m3
- nij

_ ym卜m2
T

0 h = 0
0 h

h )

因此，每个测量点 x;=沪\产生一对方程，并且通过这种方式，包含 71 个点的 m 幅视图会

产生关于3/1 +3m 个未知变量的 2mn 个方程.可以通过线性或线性最小二乘法来求解这些方

程，以获得结构和运动.

关于这种方法有几点注意事项.

(1)与分解方法（18.2节）相比，我们并不需要所有的点在所有视图中都可见 . 只用到对

应于所测量点的方程.

(2)由于假设点的最后一个坐标等于1，因此有必要排除位于无穷远平面（诱导单应的平

面）上的点（其最后一个坐标等于零).必须检测点是否位于或接近该平面.

(3)点和摄像机是同时计算的. 对于大量的点和摄像机来说，这可能是一个非常大的估

计问题. 然而，如 A6.7 节所述，如果点轨迹是带状的，那么可以使用稀疏解技术来有效地求解

方程组.

这个方法及其实现在[Rother- 01，Rother- 03]中有深人的讨论.这里给出的细节不同于

[Rother-01]中给出的，那里的结构和运动计算是在与平面上的匹配点相关的特定射影坐标系

中进行的，涉及图像中的坐标变化.

18.5.2 直接运动估计

已知单应下的第二种平面重构方法是先求解摄像机矩阵，然后再计算点位置.

我们从一组摄像机矩阵出发，并可再次假设其具有形式 P;=[ Hf 11‘]，其中是已知且尺

度固定的，但最后一列 t1

不是. 我们可以假设 P1
= [I|0]，使得 t1 =0. 所有余下的 t1有 3m -4

个自由度，因为 t'只确定到相差一个共同的尺度因子.现在假设跨两幅或更多幅视图的若干

点或直线对应是已知的（对于直线需要三幅视图）.这些对应必须由不在（用来计算 H‘的）参

考平面上的 3D 点或直线推导出来.跨两幅视图的每组点对应给出关于基本矩阵元素的一个

线性方程.类似地，跨三幅或四幅视图的点或直线对应给出关于三焦点或四焦点张量元素的
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线性方程.

关键之处（如 17.5.2节中所解释的）是我们可以用向量 t‘的元素线性地表示基本矩阵（或

三焦点或四焦点张量）的元素.这样一来，由点或直线对应诱导的每一个线性关系可以反过来

成为关于

^
元素的一组线性关系.因此，例如，跨视图和 A 的一组对应产生关于三个向量

t‘，f 和 t4元素的一组线性方程.跨许多视图的一组对应可以分解成跨连续视图的对应.因此,

例如，跨 m >4 幅视图的单个点对应将给出如下形式的一组方程：

其中,每一行表示由四焦点张量关系推出的一组方程 . 每个黑正方形表示一个具有3 列并对

应于某个向量

^
的块.在上面的示意图中，从最后一幅到第一幅视图，方程进行了卷绕以增加

刚性.否则 t‘的值可能产生第一幅到最后一幅视图的偏移.选择视图组合的其他方案也是可

能的，并且没有必要限制为相继的视图.

线性关系也可以在包含足够多图像（2,3,4,依赖于用什么张量来产生方程）的任何子集

之间产生.我们必须在增加解的稳定性和由于增加更多方程而导致的增加计算量之间做权

衡. 也可以综合使用两焦点、三焦点和四焦点约束来产生所有方程，并且也没有必要要求所有

点在所有视图中都可见.

产生的方程数令视图的总数为瓜考虑 S(s =2,3,4)幅视图组成的一个子集，并且设这

些视图之间给定了《组点对应. 我们简要地考虑由 s 幅视图组成的这个子集单独进行重构的

问题.由这些点对应我们可以生成这 s 幅视图的元素 t'之间的一组方程 At'，然后再估计 t'的
3s 个元素的值.在操作时，我们可以假设第一幅视图有 t =0.而由余下 s - 1 幅视图组成的向

量 t 仅确定到相差一个公共尺度因子.因此方程组 At'中的 A 的右零空间维数至少为 4,对应

于解的 4 个自由度. 一般来说，有

结论18.1 忽略噪声数据的影响，由 s 幅视图中 n彡2 组点对应产生的方程组的总秩数是

3

^ -
4.这与用来产生它们的点（或直线）对应的数目无关.

准确地说，上面的讨论表明了秩最多是 3s -4.对于跨2视图、3 视图和 4 视图的对应，它

分别等于2、5、8.然而，只要有两组对应就能达到这个最大秩,这是因为正如 17.5.2 节计数讨

论所证明的:对于由 s =2，3 或 4 幅视图的重构而言，两点是足够的 •

现在考虑全部 m 幅视图. 所有

^
的可恢复参数的总数是 3m -4.因此，对一个可能的解，

方程的个数必须超过 3m -4,这给出了下面的结论.

结论18.2 如果有 S 个从 m 幅视图中分别选出 &幅视图组成的子集，那么为了求解表示

摄像机矩阵最后一列的所有向置 ，必须满足

[ ( 3sk - 4)> 3m - 4
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可以验证若用跨2视图的对应，涉及由基本矩阵约束推导的方程,则仅使用形如

■■

的配置中的相继视图对是不充分的，因为此时所生成的方程总数是 m(3s -4) =m(3 x2 -4) =
2m，而所需要的方程总数为 3m -4.因此当 m >4 时没有足够多的方程.这是因为相继视图的

基本矩阵不足以确定该视图序列的结构. 必须添加由非相继视图得到的额外约束，例如

然而请注意，15.4 节的讨论中建议最好选用跨三幅或四幅视图的三焦点或四焦点约束 . 关于

该方法的实现细节在[ Kaucic-01]中给出 .

18.6 由序列重构

在这最后一节中，我们把本书前面的若干思想融会在一起 . 这里的目标是由视频所提供

的帧序列计算重构.解这个问题有三个步骤:①在整个序列中计算对应特征;②计算一个可以

用作第3 步起点的初始重构;③捆集调整（如 18.1 节所介绍）.

这里我们考虑的特征是兴趣点，虽然直线等其他特征也同样能采用. 对应问题被加剧，因

为兴趣点特征一般不出现在所有图像中，且常常从相继图像中消失 . 然而，捆集调整不受缺失

对应所影响.

视频序列较之任意图像集有几个优点:①图像有序;②相继两帧的摄像机中心之间的距离

(基线）较小.小的基线是重要的，因为它使相继图像之间可能的特征匹配更容易地获得和评

定.匹配点更容易得到是因为视图之间的图像点没有移动“很远”，从而可以使用邻近搜索区

域;匹配更容易评定（根据它们是否来自于3 维空间中的同一点）是因为邻近图像表观上是相

似的.小基线的缺点是由它得到的3D 结构估计效果不好.然而，可以利用越过序列中的许多

视图使得有效基线变大来弥补这个缺陷 .

算法 18.3 给出了该方法的概述，有多种策略可以用来获得初始重构，虽然这个领域在某

种程度上仍需改进. 三种可能的策略如下：

1.延伸基线.假设有合理数量的场景点在整个序列中都可见.利用图像对匹配（由 F)，
或三元组匹配点（由 T)可以从第一帧到最后一帧寻找对应.事实上，如果相继帧之间的基线

很小(相对于结构深度），那么图像对的匹配可以利用单应计算（算法 4.6)得到——它提供一

个比 F(点到直线)更强的匹配约束(点到点）.
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目标

给定一个视频中的帧序列，计算对应并重构场景结构和每帧的摄像机.

算法

(1)兴趣点:计算每幅图像中的兴趣点 .

(2)2 视图对应:利用算法 11.4 计算相继帧之间的兴趣点对应和 F(如果基线运动太小，可以略去一

些帧）.

(3)3 视图对应:利用算法 16.4 计算所有相继图像三元组之间的兴趣点对应和

(4)初始重构:见正文.

(5)捆集调整整个序列的摄像机和 3D 结构.

(6)自标定:见第19章（可选项).

算法 18.3 由图像序列重构的概述.

然后可由序列中的第一帧、中间帧（比如说）和最后一帧的对应点来估计三焦点张量 . 这

个张量为这些点和帧确定了一个射影重构. 对于中间帧的摄像机则可以通过计算摄像机矩阵

来估计，而并非在整个序列中都可见的场景点可通过三角测量法来估计.

2.子序列的分层合并.这里的思想是把图像序列划分为便于操作的子序列（可以有多个

层次的划分). 然后对每个子序列计算射影重构并把这些重构“压缩”（合并）到一起.

考虑两个视图三元组（其中两幅视图重叠）的合并问题 . 在这些视图上扩展对应是一

个简单问题:一个跨三元组 1-2-3 同时跨三元组 2-3-4 的对应可以扩展到跨帧 1-2-3-4,因
为对这两个三元组，图像对 2-3 是重叠的 . 摄像机矩阵和 3D 结构则由帧 1-2- 3-4 计算得

到，例如首先计算摄像机矩阵然后用捆集调整 . 通过合并邻近的帧群，这个过程可一直扩

展到整个序列的摄像机矩阵和对应点得到确定为止.用这个方法，误差能够均勻地分布在

整个序列中.

3.增量捆集调整.每当新帧的对应加入之后就进行一次新的捆集调整.这种方法的缺

点是计算的开销大，并且有可能产生系统累积误差.

当然这三种方法可以结合起来.例如，图像序列可以分解成公共点都可见的子序列，并且

利用扩展基线方法来为子序列建立重构. 然后再分层合并这些子序列.

用这种方法，结构和摄像机可以自动地从包含数百帧的序列中计算出来 . 这些重构可以

奠定诸如导航（确定摄像机/车辆的位置）和虚拟模型生成等任务的基础.通常有必要利用第

10章和第19章介绍的方法先从射影重构计算度量重构. 度量重构和虚拟模型的产生在下面

的例子中说明.

例18.3 走廓序列.
一个摄像机装在一个移动的车上以获得这个图像序列. 该车沿地板运动并向左转.在这

个序列中向前平移会使结构恢复变困难，因为对三角测量来说基线太小.在这种情形中，利用

序列中所有帧的好处是显著的.图 18.3 显示了恢复的结构.

例18.4 “Wilshire”序列.
这是直升机拍摄的洛杉矶 Wilshire 大道.此时重构的困难在于场景中的重复结构——许
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㈣篇筇n

(C)

图 18.3 走 廓 序 列 .（a)场景中点和直线的3 维重构 .（ b)由图像自动计算得到的摄像机（由

它们的图像平面表示）.然后用[ Baillard-99]中介绍的方法自动构造映射到三角化图模型的纹

理.（c)由一个新视点绘制的场景,与序列中的任何一幅都不同 .（d)该场景的 VRML 模型，其

中摄像机由它们的图像平面表示（纹理由序列中的原始图像映射得到）.

多特征点（例如摩天大楼窗户上的那些特征点）有非常相似的灰度邻域,因此基于相关的追踪

产生许多假的候选点. 然而，鲁棒的几何引导的匹配成功地排除了不正确的对应 . 图 18.4 显

示了该结构.

图 18.4 Wilshire 大道 . 直升机拍摄的350 帧图像的 3D 点和摄像机. 为清晰起见，只显示了起始和结束

帧的摄像机，并把摄像机的路线画在其中.
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亀■
图 18.4 Wilshire 大道.直升机拍摄的 350帧图像的 3D 点和摄像机.为清晰起见,只显示了起始和结束

帧的摄像机，并把摄像机的路线画在其中.（续）

18.7 结束语

可以坦诚地说，还没有一个完全满意的技术可用于由射影图像序列重构，而许多特设的技

术被运用并取得一定的成功 .4 幅视图是基于多视图张量的闭形式解的上限. 对于更大的视

图数，该问题还没有一个这么巧妙的数学公式.它的一个例外是基于对偶（见第20 章）的 m
视图技术，但是这个技术只限于6到 8 个点,并取决于采用哪种对偶张量（基本矩阵、三焦点张

量或四焦点张量).大多数图像序列包含比它多得多的匹配点.

18.7.1 文献

Tomasi- Kanade 算法先是针对正交投影提出的[Tomasi- 92]，但后来被推广到平行透视

[ Poelman-94], 它现已被推广到直线和二次曲线，例如[ Kahl- 98a]，但是 MLE 的性质不再适

用，并且仍不清楚在仿射重构中什么被最小化.其他人则研究了平面情形[ Imii-99]及多目标

独立移动情形[Boult-91,Gear- 98]下多幅仿射视图的子空间方法.非刚性分解是由[ Brand-
01，Torresani-01 ]建立的，尽管其思想基础在[Bascle- 98]中提出 . Irani 和 Anandan[ Irani-00,
Anandan-02]讨论了含不确定性(协方差加权数据）的仿射重构.[Huynh-03]中提到了利用交

替三角测量和摄像机估计进行仿射重构的方法，并称之为“幂分解”.

分解法推广到射影摄像机归功于 Sturm 和 Triggs[ Sturm- 96], 利用分解的迭代方法由

[ Hegden- 97b,Triggs-96]提出.

[Cross-99]中使用了基于平面单应来计算多摄像机的方法，并用平面自标定初始化 t;

向量.

[Avidan-98,Beardsley-94,Besrdsley-96,Fitzgibbon-98a,Laveau-96a,Nister-00,Sturm-97b]
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中介绍了由图像序列得到初始射影重构的方法 .[1'(

^
-99]和更近的[?01

^
08-02]讨论了在

序列重构中可能出现的场景和运动退化这个重要问题.

18.7.2 注释和练习

仿射分解算法可以被用于在一组摄像机 i PM 具有相同第三行的情形下获得重构，即使摄

像机不是仿射的.第三行是摄像机的主平面（见 6.2 节），相同第三行的条件等价于共面的主

平面. 例如，如果摄像机沿着与其主轴垂直的方向平移，那么所有摄像机中心将位于一个平面

上，并且主平面是共面的.仿射分解算法可以用于这种情形，因为可以利用满足 P3H4 m4 =(0,
0,0，1)的4 x4 单应 H 将这组摄像机变换为仿射形式PHh,，其中 P3

是P的最后一行.

更一般地，如果摄像机中心被限制在一个平面上，那么可以通过合成旋转图像使得摄像机

真正具有共面的主平面.例如在平面运动（19.8 节）或单轴旋转（19.9 节）的情形中，如果所

有图像都旋转到使得主轴平行于旋转轴（在竖直旋转轴情形中，通过对每幅图像应用一个将

水平线映射到无穷远的单应），那么所有摄像机的主平面是平行的.然而，如果摄像机不是真

实的仿射，那么该算法将不会给出重构的 ML估计.
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自 标 定

自标定是指直接由多幅未标定图像来确定摄像机内参数的过程 . 自标定一旦完成，就有

可能由这些图像来计算度量重构.自标定避免了用特殊的标定物来标定摄像机的繁重任务.

这提供了极大的灵活性，例如摄像机可以直接由图像序列标定，尽管运动和某些内参数的变化

未知.

这种方法的根源在于摄像机做刚性运动,从而绝对二次曲线在此运动下保持不变.反过

来，如果能用某种方式由图像确定3 维空间中的一条唯一不动的二次曲线，则它就是 .如

前面几章所介绍:一旦被辨认,度量几何便能计算 . 目前已有一批自标定方法可用于确

定K.

本章分四个主要部分.首先给出自标定问题的代数结构,并且指出如何由关于内参数或

外参数的约束产生自标定方程. 第二，介绍自标定的一些直接方法，它们涉及计算绝对二次曲

线或其图像.这些方法包括估计跨多幅视图的绝对对偶二次曲面，或由视图对估计 Krnppa 方
程.第三是一些分层自标定方法,它们包括两步:先求解无穷远平面，再利用它求解绝对二次

曲线.第四是考虑一些特殊配置，包括:绕其中心旋转的摄像机、做平面运动的摄像机，以及双

眼装置的运动.

19.1 引言

自标定是指由一组未标定图像计算摄像机和/或场景的度量性质.它不同于传统的标定,

那里的摄像机标定矩阵 K 由已知标定的栅格图像(第7章)或者场景的性质（例如正交方向的

消影点（第8章））来确定 . 而自标定中的度量性质是直接根据内和/或外参数的约束来确

定的.

例如，假设我们用内参数固定的摄像机获取了一组图像，并由跨这组图像的点对应来计算

射影重构.该重构计算每幅视图的射影摄像机矩阵 P'. 我们的约束是对于每幅视图真实摄像

机的内参数矩阵 K 都是相同的（但未知）. 现在，射影重构的每个摄像机 P可以分解为 P;=
|t;]，但一般每幅视图的标定矩阵亡将不相同.因此，该射影重构将不满足上述约束.

然而，我们可以用一个单应 H 变换摄像机矩阵来随意地改变射影重构.因为真实摄像机

具有固定的内参数，所以存在一个单应（或一族单应)使得变换后的摄像机 P;H —定可以分解

为 P‘H = KRi[ l|ti]，使每个摄像机的标定矩阵相同，因而使重构与上面的约束相一致. 如果

有足够多的视图且视图之间是一般运动（见后面），则可用上面的一致性对 H 进行约束，使得

被 H 变换后的重构与真实摄像机和场景至多相差一个相似变换，即得到了一个度量重构.
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虽然用于获得度量重构的具体约束可能不同,但这个例子仍然说明了一般过程：
(1)获得一个射影重构 1 ^,\!.
(2)由自标定约束确定一个矫正单应 H，并由此变换到一个度量重构 jPH，!!-1

'
.!.

下面几节中将包括各具特色的自标定方法.它们的差别在于所用的约束以及确定单应 H
的方法.这些方法可以分成两类:直接确定 H 和分层方法,后者首先确定 H 的射影成分然后

再确定仿射成分.后一种方法的好处是一旦得到仿射重构，即已知t，度量重构的解便是线

性的.

如果我们的目标是摄像机标定而不是场景度量重构，则不一定总要计算一个显式的射影

重构，有时摄像机标定可以更直接地计算而不用经过一个矫正变换. 例如摄像机绕其中心旋

转而没有平移时就属于这种情形,这将在 19.6 节中讨论.

19.2 代数框架和问题陈述

假设我们得到了一个射影重构 I P，X/;那么基于摄像机内参数或运动的约束，我们希望

确定一个矫正单应 H 使得|PH，!! 1 是一个度量重构 •

我们从具有标定的摄像机和欧氏坐标系下表示的结构这一真实度量情形出发.因此实际

有 m 个摄像机 P'M，它们把 3D 点 XM投影到每幅视图中的图像点 = P

^
XM ,其中下标 M 表示

摄像机是标定的并且世界坐标系是欧氏的 . 这些摄像机可以写为 P*
M = K;[R*|t']，其中 i =

1，⋯，171-在一个射影重构中,我们得到摄像机尹，它与 P‘
M
的关系是

P'
M = P'H，i =1，…，wi

式中,H 是3 维空间的一个未知的4 x4单应.我们的目标是确定 H.
准确地说，我们不关心重构中的绝对旋转、平移和缩放，并且现在就来除去这个相似成分.

我们取世界坐标系与第一个摄像机重合，使得 R1
=1和 t1

=0.那么化和指定第 i 个摄像机

和第一个摄像机之间的欧氏变换，且 =1

^
[1|0].类似地，在该射影重构中，我们选取第一

幅视图为通常的规范摄像机，使得 P1
=[1|0].令 H 为

(19.1)

A[H =

则由式（1 9 . 1 )推出的条件变成[K1 丨0] = [ I|0]H，这意味着 A

^
K1

且 t =0. 另外，

由于 H 是非奇异的，必须不是零，因此我们可以假设 A =1(这固定了重构的尺度).这表明 H
具有如下形式：

I!
这就除去了相似成分.

向量 v 和 K1共同确定了该射影重构的无穷远平面，因为化的坐标是

ro\ f0\

rT - ( K' rTv -(Kl )-VTM ( KO 0
nK = H

0
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记 =( PT，1)T
，其中 P = -(K1

)—、.把迄今我们已经证明的总结为

结论 19.1 用如下形式的矩阵 H 可以将一个 P1
=[1|10]的射影重构 iP; ,Xj变换到度

量重构fPtH'l
K 0

- pTK 1
(19.2)H =

式中，K 是一个上三角矩阵.并且有

(1)K = K1是第一个摄像机的标定矩阵.
( 2 ) 该射影重构中无穷远平面的坐标由 I T. = ( p T ,l ) T

给出.
反过来，如果射影坐标系中的无穷远平面和第一个摄像机的标定矩阵已知，那么把射影重构变

换到度量重构的变换 H 由式(19.2)给出.
由这个结论可知，为了把一个射影重构变换到度量重构，只要指定8 个参数——p 的3 个

元素和 K1
的5 个元素就足够了.这与几何的计数推导一致.寻找度量重构等价于指定无穷

远平面和绝对二次曲线（分别是3 个和5 个自由度）.在一个度量重构中，每个摄像机的标定

亡，和它相对于第一个摄像机的旋转 R;，以及在相差一个共同尺度的意义下相对于第一个摄

像机的平移 t;，即 ，全部被确定.

我们现在来推导基本的自标定方程.我们把射影重构的摄像机记为 F =[A;|a;], 利用

式（19.2)代人式（19.1)给出

由此又推出以 =(KT1
( - ip7

)K1
，i =2，⋯，m.最后，可以用 RRT =I消去旋转化得

K;KiT =(A;- a‘pT)K1 K1T
(A;- a'pT ) T

注意现在 K‘K >T = w'是绝对二次曲线的对偶图像(或记为 DIAC)，见式(8.11).进行这种替换

给出自标定的基本方程

(19.3)

V =(A;- a'pTrTaAAi -aV)-1
第二个方程就是第一个的逆，其中 o)是绝对二次曲线的像（或记为 IAC).这些方程把或

d，；=1, m 的未知元素以及未知参数 p 与射影摄像机的已知参数 A;，联系在一起 •

自标定的艺术在于利用关于 K;的约束,例如 f 的某个元素是零，由式（19.4)产生关于 p
和 K1的八个参数的方程组.所有的自标定方法都是在求解这些方程上变换花样，在下面的几

节中将介绍其中的几种方法.其过程一般是先计算 0>
;
或 <•)“并从中抽取标定矩阵 K;的值——

虽然迭代方法(例如捆集调整)可以直接由亡参数化.方程式（19.4)可在几何上解释为关于

绝对二次曲线的映射，将在 19.3 节和 19.5.2 节回头来讨论它.

我们从一个简单的例子开始，解释如何由式（19.4)产生关于上面提到的 8 个参数的

(19.4)

方程•

例19.2 有相同 K;的自标定方程

假设所有摄像机具有相同的内参数，即 K;= K，则式（19.4)变成

^
= - aipT)KKT(Ai -乂?

7
)

下

，�=2,⋯,

每幅视图 i =2,⋯，m 提供一个方程，我们可计算为能确定8 个未知参数（原则上）所需的视图

数.除了第一幅视图外,每幅视图给出5个约束，因为方程的每边是一个3 x3的对称矩阵（即

(19.5)
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6个独立元素），并且方程是齐次的.假设每幅视图给出的约束是独立的，则只要 5 ( m - 1)多8

便可以确定一个解.因此，只要 m 英3,就能得到一个解,至少原则上是如此.显然，如果 m 远

大于3，则未知的 K 和 p 是非常超定的 .

大家可能会想到利用式（19
_
5)作为直接估计矫正变换 H 的一个基础 . 这可以建模为一

个参数最小化问题,允许式（19.2)中的 8 个参数变化以达到最小化一个代价函数的目标，这

个代价函数刻划式（19.4)被满足的程度或测量与度量结构接近的程度.当然,还需要一种获

得初始解的方法.初始解和迭代最小化这两步是下面几节的主要研究内容——虽然它们所受

约束比相同内参数的情形少.

19.3 利用绝对对偶二次曲面标定

绝对对偶二次曲面 QZ是一个退化的对偶（即平面)二次曲面，并由一个秩为 3 的 4 x4 齐

次矩阵表示.Q：；的重要性在于以非常简明的方式同时包含了I和 ，例 如 是 Q：：的零向

量,并且它有一个代数上简单的图像投影：

a).=PQ；PT
它就是一个(对偶）二次曲面的投影（式(8.5)).用文字表达就是 Q」投影为绝对二次曲线的

对偶图像 to * = KKt.
基于 QI的自标定思想是利用式（19.6)并借助（已知的）摄像机矩阵 Pf 把关于 a/的约束

转化为关于 Q：：的约束.下文将说明这个方法在射影重构中可以由关于亡的约束来确定表示

Q：的矩阵.其实在[TriggS-97]中引人 Q：；就是为了方便自标定的表示.

下文将证明一旦 QI 被确定,我们寻求的矫正单应 H(式（19.2))也就被确定了.因此我

们得到自标定的一般框架:由关于 K‘的特定约束来确定 Q „；，再由 Q：：确定 H.这种一般的方法

总结在算法 19.1 中.在 19.3.1 节中，将集中介绍这个算法的第二步:Q=的估计.我们首先补

充一些细节.

(19.6)

通

给定跨多幅视图的一组匹配点和关于标定矩阵 K‘的约束，计算点和摄像机的度量重构.

m
(1)由一组视图计算射影重构，得到摄像机矩阵 p和点

(2)利用式（19.6)和由 K‘产生的关于 o/;的约束来估计 Q„:.
(3)把 Q:分解为 HTHT,其中了是矩阵 diag( l ,l,l,0).

(4)把 IT 1作用于点并把 H 作用于摄像机以得到度量重构.

(5)用迭代最小二乘最小化来改善解（见 19.3.3 节).
或者,每个摄像机的标定矩阵可以直接计算如下：

(1)利用式（19.6)对所有 i 计算 o/‘.

(2)用 Cholesky 分解由方程 o/ = KKT计算标定矩阵 K‘.

算法 19.1 基于C的自标定.
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绝对对偶二次曲面的简单性质第 3.7 节对 Q：；做了完整描述.为方便自标定，在这里概

述其重要的性质.在欧氏坐标系中 Q：：具有标准形式

013[ (19.7)
0T 0

在射影坐标系中 Q：；的形式是 QI =111117 ,其中1是式（19.7)中的矩阵. 这是根据对偶二次

曲面的射影变换规则 Q：；H

^
HQ；HT(式(3.17))得到的. 因此有

结论19.3 在任意射影坐标系中，对偶绝对二次曲面由一个 4 x4 对称矩阵表示，并具有

下列性质：
(1 )它是一个秩为 3的奇异矩阵，因为 Q：：是一个退化锥面.

(2)它的零空间是表示无穷远平面的向量，因为 =0.

(3 )它是半正定的（或半负定的,取决于齐次比例因子).

在欧氏坐标系中，这些性质可以从 Q：：的标准形式直接得到，并且很容易推广到任意坐标系.

由 Qi 提取矫正单应给定在射影坐标系中估计的 Q：：，我们希望确定单应 H.而求 H 就

是简单地按如下方法对表达式进行分解.

结论 19.4 如 果 被 分 解 为 = HIHT(见上文的记号），那么 IT 1就是把射影坐标系

变成欧氏坐标系的一个 3D(点）单应 .

注意作用于摄像机的变换是作用于点的变换的逆，从而 H 是作用于摄像机并使得 PM =
PH 的矫正矩阵 . 因此 H 是作用于摄像机的矫正变换.可以容易地由的特征值分解把其

形如 HrHT的分解式计算出来(见 A4.2节中关于它的 Jacobi 算法).

自标定方程的等价方程描述 Ql的图像投影的方程式（19.6)就是自标定方程式（19.4)

的一种几何表示,现在来说明这一点.

我们已知道在射影坐标系中 Q：：具有形式射影重构是通过式（19.2)与度量重构

相关联的，因此详细写出来就是

K'K1T

- pTK * K 1T p'K'K'
应用式（19.6)和 P(

二[A;|a‘]，我们再一次得到自标定方程式（19.4)
W *1«FQ * FT =( Ai - aipT)w * 1

(Ai - a,pT ) T

这是式（19.4)的几何解释—— 是在摄像机的欧氏运动下的不动二次曲面，而 DIAC 0)“是

(?：：在每幅视图中的影像.

- K'K1TPJ = [ (19.8)- PT丨 pTw * V

19.3.1 由一组图像线性求解 Q；；
这里的目标是在射影坐标系中直接由关于内参数的约束来估计 Qi.我们首先介绍可以

获得线性解的三种情形.这里适当地总结 DIAC 和 IAC 的形式.请参考表 19.1.

指定关于 QI的线性约束如果主点已知，则可以得到关于 Q：：的线性约束.假设这点是

已知的,则可以改变图像坐标系，使其原点与主点相重合.从而 *。=0，y。=0，并且由表 19.1

可知 DIAC 变成
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对于具有形如式(6.10)的标定矩阵 K 的摄像机，(

^
(狀

7
)-1和 = o)-'= KKT的形式为

' al + sl +xl
say + «0ro

say + x0 y0 x0

ar + y2
oto * = (19.9)7o

y。
和

%
ar^0 -% yo -s2 y0

-say
a2

x + s2

- xo
(19.10)T ~ sar

L - x0ay + y0say aysx0 - a\y0 - s2 y0 aW + a\y\+ ( ayx0 -sy0 ) 2 _
如果扭曲参数为零，即 s =0,那么表达式简化成

~ al + xl
Wo

xoyo xo
ar + y2

o 09.11)To

xo yo

和 _
a2 0

-aJo
V 2 2 2 2 , 2 2 , 2 2L -ar*0 - «,ro «,<»r + «r*0 +a,\」

2
0 (19.12)

表 19.1 用摄像机内参数表示的绝对二次曲线的图像 a)和绝对二次曲线的对偶图像 a/._
心2 01say

al (19.13)0sar
L 0 0 l j

对每幅视图；运用射影方程式（19.6)a/ = PQ:PT,可由式（19.13)中的零元素产生关于 Q：：的
线性方程. 例如两个方程

( P;Q:PT ) 13 = O 和屮(3:?‘了) 23 =0 (19.14)

直接由 to? = w
2

_
3
‘ =0得到.

如果还有关于 K;的导致 a/元素之间进一步关系的约束，那么可以提供附加的线性方程.

例如，零扭曲假设意味着式（19.13 )中（1，2)元素为零,这提供了关于 Q：：元素的类似于式

(19.14)的另一个线性方程.已知宽高比也可提供进一步的约束.表 19.2总结了可能用得上

的一些约束.

线性解因为 Q2是对称的，它可以由 10 个齐次参数（即位于对角线及以上的 10 个元

素）线性地参数化.这10 个元素可以用一个10维向量 x 表示.按常用方式，关于 Qi 的线性

方程可以组合成一个形如 Ax =0的矩阵方程，并且可通过 SVD 得到 x 的最小二乘解 .例如，

由每幅视图得到的两个方程式（19.14)为这个矩阵提供两行.由五幅图像总共得到10个方程

(仅假设主点是已知的），并且可能存在一个线性解.由四幅图像可产生8 个方程.如由7 个

点计算基本矩阵的方法一样，存在含2个参数的解族.条件 detQl =0 可给出一个四次方程，

从而关于 Ql 至多有四个解.
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条 件 约 束 类 型 约 束 数

W1>33 = Wi>i零 扭 曲 二次

<*>1
*
3 = W23 =0主 点（P.P.)在原点 线性

<2 =°零扭曲（P.P.在原点） 线性

44W22 W22

固定（未知）宽高比

(零扭曲和 p. p. 在原点）
二次

已知宽高比 r = ay / ax
(零扭曲和 p. p. 在原点）

线性

表 19.2 由 DIAC 导出的自标定约束.“约束数”列中给出跨 m 幅视图的总约束数，假设每幅视图的约束都

是真正有效的.每个附加信息项产生附加方程. 例如，如果主点已知并且扭曲参数为零，那么每幅视图有3

个约束.

例 19.5 可变焦距的线性解.
假设除了焦距外摄像机是标定的——主点已知、宽高比是1(如果不是,则可变换方程使

得它从已知值变成 1),且扭曲参数为零——焦距是未知的并可在视图之间变化.从表 19.2

可知此时由每幅视图产生4个关于 Q：；的线性约束.两幅视图时有 8 个线性约束且利用条件

det Q；=0最多可以得到4个解 . 如果 m>3，则存在唯一的线性解.

例 19.8 将对这种最小配置情形中焦距的确定进行更深人的讨论.

19.3.2 Q：；的非线性解

我们现在来介绍可由式（19.6)得到的各种非线性方程 . 我们已经知道

每一个元素可以用 Q：：的参数表示为一个线性表达式.因此各的元素之间的任何关系变

成关于 Q：：的元素的方程. 具体地说， 元素间的线性或二次关系分别产生 W 元素间的线

性或二次关系.给定足够多这样的方程，我们就可以求解 Q：：.
恒常内参数如果所有摄像机的内参数是相同的,则对于所有的 i 和人 o/;= co

'
它展开

SpiQ= p‘T =PQ * P；T
然而，由于这些都是齐次量,这些等式只是在相差一个未知尺度因子下

成立.它们产生含五个方程的方程组：

这给出关于元素的一组二次方程.给定三幅视图，总共产生可以用来求 QI的10个方程.

扭曲参数为零时的标定在每个摄像机都为零扭曲的假设下，DIAC 简化为式（19.11)那
样的形式.具体地说，对于零扭曲情形，我们得到 co

_
元素之间的如下约束

^1
*
2 W3

*
3 = W1>2

*
3 (19.15)

上式给出了关于 Q：：元素的一个二次方程.由 m 幅视图，我们得到 m 个二次方程.然而

由绝对对偶二次曲面是退化的这一事实还可推导出另一个方程 det Q：=0.由于 Q：：有10个

齐次线性参数，它可以由 8 幅视图（至少原则上)计算出来.

这些不同的标定约束也总结在表 19.2中.
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19.3.3 迭代方法

正如我们在本书中许多场合所看到的，存在着最小化代数或几何误差的选择问题.对于

当前情形，一个合适的代数误差由式（19.4)提供.在以前的一些情形中，例如式(4.1)，未知

的尺度因子通过叉乘来消去.而这里的尺度因子可以用矩阵范数来消去.代价函数是

X IlKf - PWW
式中，II M||# M 的 Frobenius 范数，且 K‘ K;T

和 PfQ；PiT都被归一化成具有单位 Frobenius 范
数.代价函数由 Q：：的（至多8 个）未知元素和每个 0)“ = K;K;T

的未知元素参数化.可以利用

展开式（19.8)来参数化绝对对偶二次曲面.例如，在例 19.5 中，焦距是每幅视图的唯一未知

量，式（19.16)将在 m +3 个参数上最小化.这些参数包括每幅视图的焦距/‘和 p 的三个分

量.注意这种参数化保证在整个最小化过程中 QI的秩为 3.

因为上面的代价函数没有特别的几何意义，建议在它之后进行一个完整的捆集调整. 事

实上,给定一个好的初始线性估计，可以直接进行捆集调整.正如 18.1 节所介绍的，将关于标

定参数的假设合并到完整的捆集调整中并不困难.

例19.6 —般运动的度量重构

图 19.la ~ c 给出了由手持摄像机拍摄的印度古庙的视图.如 18.6 节所介绍，由图像点

对应计算一个射影重构，并在恒定摄像机参数和已知主点的约束下利用算法 19.1 得到度量重

构.图 19.Id 和 e 中显示了所求的摄像机和3D 点云 •

(19.16)

m

(d)

图19.1 一般运动的度量重构 . ( a ) - ( c)由手持摄像机获得的（5 幅中的）3 幅视图.（d ) 和（e)由跨五

幅视图的兴趣点匹配求得的度量重构的两幅视图.摄像机用顶点为所求摄像机中心的角锥表示 .（f )

和（g)利用基于区域的立体算法由原图像和重构的摄像机算得的映射到 3D 模型的两幅纹理视图 . 承

蒙 Marc Pollefeys,Reinhard Koch 和 Luc Van Gool 提供图.
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19.3.4 计数推导

我们已见到的约束有两种类型:参数为已知值;参数在视图序列中固定但其值未知.实际

使用的约束依赖于从摄像机获取、数字化和剪裁、到最终图像的整个成像过程的物理环境.例

如，对于镜头变焦的图像序列来说，扭曲参数和宽高比可能是固定的（但未知），但是焦距和主

点在整个序列中是变化的.常见的情形是像素为正方形的或者具有已知的宽高比，从而扭曲

参数(它是零）和宽高比是已知的.

现在考虑完全确定一个度量重构所需的约束数.

为完成标定所必须计算的参数数是 8.它等于绝对对偶二次曲面的基本参数数，包括尺度

多义性和秩3 约束.考虑 m 幅视图并假设有 A 个内参数在所有视图中已知，而/个内参数在

视图序列中是固定但未知的（其中 A +/

^
5).一个固定并已知的标定参数通过条件 =

?‘(

^
?‘1为每幅视图提供一个约束,总共有 /

^
个约束.一个固定但未知的标定参数提供的约

束要少一个，因为只是未知参数的值不知道.因此/个固定参数共提供/(m - l )个约束.从而

完成标定的要求是

m k + ( m - I )/

^
8

表19.3 给出几种约束组合时 m 的值.重要的是记住有可能出现退化配置，其中有些约束是相

关的.这将会增加所需的视图数.

固定 已知 视图数
条 件

恒常内参数

宽高比和扭曲参数已知，焦距和主点变化

宽高比和扭曲参数恒定，焦距和主点变化

扭曲参数为零，所有其他参数变化

主点已知，所有其他参数变化 4

'
5(线性）

3(线性）主点已知，扭曲参数为零

主点、扭曲参数和宽高比已知 2,3(线性)

表 19.3 为了得到足以进行自标定的约束，在不同条件下所需的视图数抓加星号表示可能有多个解，即使

视图之间做一般运动时也如此.

19.3.5 绝对二次曲面方法标定的局限性

下面的考虑适用于采用这种方法的标定.

最小二乘代数解的局限性由于(例如，线性求解 0/中的 Ax =0 的）最小二乘解达到了

最小化但不强制约束，因此所得到的解不能准确地满足所要求的条件. 这种现象在超约束情

形中也会出现.如例 19.5 估计焦距的情形中，元素<和0

^
将不是所需要的比率，并且对角

线以外的元素也不准确地为零.这意味着亡不能准确地表达所希望的形式.用线性方法求得

的绝对对偶二次曲面的秩一般不是3,因为线性方程不强制这样的约束 .Q：；的秩3 矩阵可以

通过在其特征值分解中将最小特征值设置为零（类似于 11.1.1 节的 8 点算法中利用 SVD 获
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得 F 的秩2矩阵的方式）而得到.然后可以利用结论19.4 直接分解这个秩3 矩阵而得到矫正

单应式（19.2).另外，如 19.3.3 节所介绍，这个秩3 矩阵可为迭代最小化提供初始值 •

正定条件这个方法最棘手的麻烦是强制 Qi 是半正定的（或者是半负定的，若符号相反

的话).这与条件《*>
•
= PQ；PT必须正定有关.如果 o/不是正定的，则不能用它的 Cholesky

分解来计算标定矩阵.这是基于估计 IAC 或 DIAC 的自标定方法中一个反复出现的问题.如

果数据有噪声，则这个问题可能发生并表现为数据与度量重构不一致.如果出现这种情形，则

寻找最接近的半正定解是不恰当的，因为这通常是导致错误标定的分界线.

19.4 Kruppa 方程

另一种自标定方法涉及运用Kruppa 方程，它由 Faugeras,Luong 和 Maybank[ Faugeras-92a]
首先引入到计算机视觉中,并且历史上被看作是第一个自标定方法.它们是两视图约束且只

要求 F 已知，这些约束由关于 a/元素的两个独立的二次方程组成.

Kruppa 方程是描述二次曲线的对极切线的对应的代数表示.这种对应的几何在图 19.2

中说明.假设二次曲线 C 和 C'是世界平面上的一条二次曲线 cw分别在第一幅和第二幅视图

中的影像，而(T 和 (T '是它们的对偶.在第一幅视图中,两条对极切线 li和12可以组成一条退

化的点二次曲线(见例2.8):C,=[e] X
(T [e] x

_
(可以验证直线1和 12上的任何点 x 都满足

xTCtx =0).类似地，在第二幅视图中对应的对极线1;和 1;可以被写成 C:=[e1x (T'[ e']x .

这些对极切线在由任意世界平面 iri秀导的单应 H 下互相对应.因为 C,是点二次曲线，根据结

论2.13，它的变换是 C:= H "C.H - 1，而这些直线的对应要求

[e

^
xC-te - ],= H -T[e] xC * [e] xH -1 = FC * FT

最后一个等式来自 F = fTT[e] x.注意，这个方程没有强制对极切线各自映射到它们对应直

线的条件，只是要求它们的对称积映射到对应的对称积.

目前为止的推导适用于任何二次曲线.然而，这里感兴趣的是世界二次曲线为无穷远

平面上的绝对二次曲线的情形，从而 CT = 0>
*
，(：”=(0”（以及11 =1)，且式（19.17)具体

(19.17)

化为

[eUo/ F7[e，] x
* I

(19.18)
�，从而[e']xa/[e'] x = Fa/ FT,这就是最初

CD

如果内参数跨视图时总保持恒定，那么 a/'=
由 Vi6vill[ Vi6vill-95]给出的 Kruppa 方程的形式.消去齐次尺度因子，可以得到关于元素

的二次方程 •

虽然式（19.18)简洁地表示了 Kruppa 方程，但它不是一种易于使用的形式 . 现在给出

Kruppa 方程的一种简单而易用的形式.证明零空间（它是式（19.18)两边共有的）能

被消去并留下一个由两个3 维向量组成的方程.

结论19.7 Kruppa 方程式（19.18 )等价于

Uj W * u2 o-,v, w V,
u[d) * 'u2 = 0 (19.19)o-1cr2v1 a) V!

2 T •l %v2
(0 v2 J
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图19.2 二次曲线的对极切线.世界平面n上的一条二次曲线 Cw影像到两幅视图中对应的二

次曲线CeC.像二次曲线与视图对的对极几何相一致.上图:世界平面二次曲线(

^
的切平面

定义了对应的对极线，它们与像二次曲线相切.下图:第一幅视图中与像二次曲线相切的对极

线 h ，12分别对应于第二幅视图中与像二次曲线相切的对极线1;A.

式中，Ui,v,和 A分别是 F 的 SVD 的列向量和奇异值. 它提供了三个关于 (0 * 的元素 0);的二

次方程，其中两个是独立的.

证明基本矩阵 F 的秩为2,因此其 SVD 展开为

o-i
VTF = UDVT = U o-2

0

式中，零向量是 FTU3 = 0 和 FV3 =0. 这意味着对极点是 e = V$e' = u3. 把上述表达式代人式

(19.18)得到

[u3 ] xo)”[u3 ] x = UDVTO>
* VDUT

我们现在利用 U 是正交矩阵的性质.对式（19.20)左乘 UT并右乘 U，则其左边变成

(19.20)

0]丁
⑴

* ’[ u2 - Uj 0]U T[ U3 ] X C O * [ U3 ] xU = [ U2

u2 w * 'n2 - u2
(0 * (u, 0

* ’u2 u[w *

'
0

0 0 0」
而式（19.20)的右边变成

365



_
计算机视觉中的多视图几何

^
1 0-1

DVTO) * VD = vVv^2 O'!

0」 0」

0
"

V! v2

0

0 0 0」
显然两边都简化为只有三个独立元素的对称矩阵.每边的三个元素可以表示为一个齐次3 维

向量

XJMS = ( U;CO * U2 , - U[W * U2，U[W
. ’uj

XRHS = ,(r I o-2 v J w，v2 ,(r22v^(0
，v2 )

两边仅在相差一个尺度因子的意义下相等.然而，按通常方法用向量叉乘可得出所要求的等

式:XLHS XXRHS =0- 另一种推导在[Hartley-97d]中给岀 •

注意，Kruppa 方程涉及的是 DIAC,而不是 IAC,因为该方程由切线约束产生，而直线约束

更容易由对偶（线）二次曲线表示.

现在来讨论 Kruppa 方程的解，并从一个简单的例子开始，其中除了焦距外其余所有的内

参数都已知.利用绝对对偶二次曲线求解这个问题的另一种方法已在例 19.5 中给出.

例19.8 —对视图的焦距

假设两个摄像机是零扭曲的并且主点和宽高比已知,但是焦距未知且不同（如例 19.5).

则由式（19.11)通过适当的坐标变换，它们的 DIAC 可以记为
•
= diag(a2

，a2
，l ),w * ’= diag(a,2,a,2,l )0)

式中，a，a'分别是第一幅和第二幅视图的未知焦距.记 Kruppa 方程式（19. 19 )为
Uj0) * Ju2 u[w * ’u2 u[co *

(T l a-2 v J o} t v2 O-JVJW * v2A
显然每个分子关于 a'2是线性的，而每个分母关于i是线性的，交叉相乘提供了关于 a2和

Y2的两个简单的二次方程，它们是容易求解的.a 和a'的值由开平方得到.注意，如果两幅

视图的内参数相同（即 a = a')，那么结论 19.7 的每个方程提供关于单个未知量 V的一个

二次方程.

推广 Kruppa 方程到多视图当除了内参数跨视图恒定外，没有关于摄像机内参数的其

他信息时，Kruppa 方程提供关于5个未知参数的两个独立约束.因此给定三幅视图并已知每

对视图之间的 F 时，一般有6个二次约束，它足以确定 oT .利用其中的任何5 个方程产生关

于5 个未知量的五个二次式,总共有25种可能的解.解这组方程不是特别有希望的方法，虽然

利用同伦连续[ Luong-92]和最小化序列图像中每对视图的代数残差[Zeller-96]等方法已得到

过解.

多义性如果视图之间没有旋转，则 Kruppa 方程不对 o/产生约束.这一点可以从式

(19.18)看出：在纯平移情形中，该式简化成[ e']xo/ [ e'] x = [ e'] xo/ [ ef；U ，因为 F =
[e，] x.

Kruppa 方程与在无穷单应下由 IAC 转移所提供的标定约束紧密相关，这方面的内容将在
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后面的 19.5.2 节中讨论.由后面的讨论可知:对于一对视图，由 Krnppa 方程加在 a/上的约

束弱于由无穷单应所加的约束(式（19.25)). 因此，由 Kruppa 方程引进的 co‘的多义性是由式

(19.25)引进的多义性的超集.

把 Kruppa 方程用于三幅或更多幅视图时，所提供的约束较之诸如模约束（19
_
5.1 节）或

绝对对偶二次曲线（19.3.1 节）等其他方法提供的更弱.这是因为 Kruppa 约束是关于由 3D
(对偶）二次曲面投影得到的二次曲线的视图对约束 . 它们不强制该（对偶）二次曲面是退化

的，或者等价地不强制化跨多视图有公共的支撑平面� 从而，如[Sturm-97b]所介绍的会产生

额外的多义性解 .

虽然 Kruppa 方程应用于自标定是文献记录上的第一例，但是由于它们在求解方面的困难

和多义性问题，在面对诸如对偶二次曲面公式等更易处理的方法时,它们已失去了吸引力.然

而,如果仅给定两幅视图，那么 Kruppa 方程是关于 o/的仅有的有效约束.

19.5 分层解法

确定一个度量重构涉及同时获得摄像机标定 K 和无穷远平面 7t„ . 另一种途径是先用某

些方法求得I，或等价地求得一个仿射重构.接下来 K 的确定则相对比较简单，因为存在一

个线性解.我们现在就来介绍这种途径，从确定t的方法开始，然后求得 ，接着是由已知

计算 K 的方法.

19.5.1 仿射重构——确定

对于一般运动和恒常内参数的情形，可以通过重排式（19.3)来提供仅关于

^
的一个约

束，并称为模约束.它允许直接求解11�的坐标 P，具体介绍如下.

模约束模约束是关于坐标的一个多项式方程.假设内参数恒定,则由式（19.3)和

K'= K 得

A - apT =/AKRK
式中，尺度因子被显式地给出，并且为了简洁省略了上标.由于 KRIT1共轭于一个旋转，它

的特征值为U，e

'
e

_
iel . 因此(A - apT)的 特 征 值 是 ，从 而 有 相 同 的 模，这 就 是

关于无穷远平面的坐标 P 的模约束.

为进一步推导这个约束，考虑 A - apT的特征多项式：
det( AI — A + apT) = ( A — A j ) ( A - A 2 ) ( A - A3 )

- A 3
~/i A2 +/2 A - f3

(19.21)

式中，A;是三个特征值，且

fi = A! + A 2 + A 3 = /i( 1 + 2cos0)

/2 = AIA2 + A , A 3 + A 2A 3 =/A
2(1 +2COS0)

/3 = A I A 2A3 = fi

消去尺度M 和角度 6得到

/3/1 = f\
更仔细地观察这个特征多项式，我们发现 P 只是秩为 1 的项 apT的一部分.这意味着 p
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的元素仅线性地出现在行列式 det( AI - A + apT)中，从而在
_
/；，/2，/3中都是线性的.因此模约

束可以写为关于 P 的三个元素的一个四次多项式.这个多项式方程只是特征值模相等的必

要条件，而不是充分条件.

每对视图产生关于*�坐标的一个四次方程.因此，原则上，三幅视图可确定t，但仅是

作为关于3个变量的三个四次多项式的交点——可能有43个可能的解.然而，对于三幅视图，

可由模约束得到一个额外的三次方程，并且这个方程可用来消除许多假的解.这个三次方程

是由[ schaffalitzky-OOa]推导的.模约束还可以与场景信息结合起来 .例如，如果在两幅视图

中有一组对应的消影线，那么t被确定到相差一个单参数多义性 . 运用模约束解这个多义

性，得到一个单变量的四次方程.

模约束可以看作是 Kruppa 方程的堂兄弟:Kruppa 方程是关于 oT 的方程但不涉及 ;反

过来,模约束是关于t的方程但不涉及(0’. 一旦 oT 或11�中的一个已知，则另外一个跟着就

能被确定.

求I的其他方法因为求解联立四次方程组的问题，模约束不是求无穷远平面的一种很

满意的实际方法.事实上，求无穷远平面是自标定中最困难的部分，并且是人们最可能陷入困

境的地方.

无穷远平面可以由各种其他方法来辨认. 其中的几种方法在第 10章中介绍过.一种直

接的方法（它超出纯自标定的范围）是利用场景几何的性质.例如，两幅视图之间的一组消影

点对应确定t上的一个点,在射影重构中三组这样的对应确定事实上，l的一个合理近

似可以由远景中的三个点的对应来得到.第二种方法是运用两幅视图之间的纯平移运动，即

让摄像机平移但不旋转也不改变内参数;通过这样的运动能唯一确定

^
.

如结论 19.3 所示，无穷远平面也可以由绝对对偶二次曲面计算得到，并且如果主点已知，

则这个方法是非常吸引人的.利用正负性不等式来界定位置的方法将在第21 章介绍.它

们利用有关点在摄像机前面的信息来得到接近于仿射重构的准仿射重构.由这个初始准仿射

重构出发，通过迭代搜索寻找无穷远平面的一种方法在[ Hartley- 94b]中介绍.更近的[Hant-
ley-99]用正负性来界定 3D 参数空间的一个矩形区域，而无穷远平面向量 p 必然在这个矩形

区域中. 然后在这个区域内，采用一种穷尽搜索以寻找难以捕获的无穷远平面.

19.5.2 仿射到度量的转换——给定确定 K

一旦无穷远平面被确定，一个仿射重构实际就已知了. 剩下的步骤是把仿射重构变换成

度量重构.事实证明这比从射影到仿射要简单得多.事实上，已有基于 IAC 或其对偶的变换

的线性算法.

无穷单应无穷单应 H。是由无穷远平面t诱导的两幅图像之间的平面射影变换（见第

13章).如果在任意射影坐标系下无穷远平面 =( pT,l )T
和摄像机矩阵[ A‘|a;]已知，那么

可以由结论 13.1 推导出无穷单应的显式公式

H‘
①

= A' - a‘pT (19.22)

式中,1

^
表示从摄像机[ I I 0]到摄像机[A;丨i ]的单应 .因此一旦无穷远平面已知， 可以

由射影重构计算出来.

如果第一个摄像机不是规范形式[I丨0]，则仍然能用下式计算第一幅图像到第；幅的单
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应t
H‘

w = ( A i - a i p T ) ( A,
- a' p7 )-1

(19.23)

然而这不是绝对必要的，因为可以创造一幅新视图使其摄像机矩阵取规范形式[ I I 0]，并相对

于这幅视图表示各个无穷单应.在下面的讨论中，我们用 K 和 0)(没有上标）表示取规范形式

的参考视图或第一幅视图.

绝对二次曲线位于1上，因此在视图之间它的像由 H。映射.在点变换¥=11‘。

^
下（其

中 Hi是参考视图与视图；之间的无穷单应），由对偶二次曲线（结论2.14)和点二次曲线（结

论2.13)的变换规则导出关系式：

式中，co;是第；幅视图中的 IAC.可以验证这些方程恰好是自标定方程式（19.4)，并且是那些

方程的的另一种几何解释.

上述关系属于自标定中最重要的关系.它们是由仿射重构获得度量重构的基础,也是标

定非平移摄像机的基础，这些将在后面的 19.6 节看到.这个关系对自标定的重要性在于:如

果已知，则它们表示心和 0)之间的线性关系（并且对 oT 也类似).这意味着d在一幅视图

中的约束能容易地转移到另一幅视图，因而用这种方式可以组合充分多的约束足以用线性方

法确定(0.—旦 co 被确定，就可由 Cholerky 分解得到 K.我们将以固定内参数为例来说明这个

(19.24)

方法.

内参数恒定时的解如果 m 幅视图的内参数是恒定的，那么对任意 ⋯，m，K;= K 且

�;=0>\从而方程式（19.24)变为
* =Ul T

(19.25)

这里方程式（19.25)的尺度因子非常关键.
• 尽管式（19.25 )是齐次量之间的关系，但是如果归一化使得 detHl =1，则齐次方程

中的尺度因子可以选为 1.

因此可以得到关于对称矩阵 a/的独立元素的6 个方程. 然后式（19.25)可以写成齐次

线性形式

(19.26)

式中,A 是由的元素组成的6 x6矩阵，而 c 是写成6 维向量的二次曲线 a/.如下面所讨

论的，c 不能由一个这样的方程唯一确定，因为 A 的秩最多为 4.然而，如果把 m^ 2 对视图的

线性方程式（19.26)组合起来，使 A 成为一个6m x6的矩阵，并且如果视图之间的旋转是绕不

同轴的，那么 c 一般可以被唯一地确定.

与唯一性问题相联系的是数值稳定性问题.在单个运动下，由线性地计算 K 对 H。的
准确性极其敏感 .如果 11�不准确则可能得不到正定矩阵 0)(或者 o/ ),从而无法利用

Cholerky 分解获得 K.如果有更多的运动，并且(0 是由多个\的组合约束得到，那么这种敏

感性会减小.

利用 IAC 的优势类似于线性求解 aT 的方法，由式（19.24)出发也可以得到 a)的线性

解.事实上采用涉及 IAC 的方程是有吸引力的，其理由如下.对于零扭曲的情形，关于 IAC 的

公式（19.12)要比关于 DIAC 的相应公式（19.11)更简单，且更清楚地反映了每个标定参数的

作用.为了利用 DIAC 方程式（19.11)得到线性方程，必须假设主点已知. 而这对于由 IAC 推

Ac =0
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导的方程不是必须的 . 零扭曲假设是非常自然的并且对大多数成像条件而言也是一个安全的

假设. 然而，主点已知的假设就很站不住脚 . 正是由于这一点，自标定中通常优先采用式

(19.24)的 IAC 约束而不是 DIAC 约束.

其他的标定约束刚才介绍的算法针对内参数恒定但任意的.如果对 K 知道得更多，例

如知道宽高比的值或零扭曲，相应的约束就可直接加人到关于 co(或 a/ )的方程组中，并强制

为软约束.表 19.2 给出关于 DIAC 的可能约束（19.3 节中用同样的约束计算 )，而关于

IAC 的约束在表 19.4 中.

条 件 约 束 类 型 约 束 数

零扭曲 线 性

线 性主点在原点

=^<022已知宽高比 r = ct/ax(假定零扭曲） 线性

Ok = o>u/(4固定(未知）宽髙比(假定零扭曲） 二次

表 19 . 4 由 IAC 导出的自标定约束.这些约束直接由式（19.10)和式（19.12)的形式推导出来.“约束数”列

给出跨 m 幅视图的约束总数(假设每幅视图的约束都真实有效).

如上文所提到的，由 IAC 导出的约束一般是线性的，而由 DIAC 导出的约束只有在主点是

已知（并位于原点）的假设下才是线性的.

与绝对对偶二次曲面的方法一样，可以允许摄像机内参数变化，只要有足够多的约束. 摄

像机恒常内参数约束为 m 幅视图的标定参数共提供5 ( m - 1)个约束.如果让某些参数变化，

用更少的约束就可以处理. 这种具有变化内参数的标定方法非常类似于在绝对对偶二次曲面

中所采用的方法.根据式（19.24), 的每个元素可以表示为关于 to 元素的线性表达式.因

此关于d某些元素的线性约束可反向映射到关于(0元素的线性约束.

注意:为了避免对第一幅图像做不同的处理，任何加在第一个摄像机的约束，例如 =0

(摄像机1 有零扭曲），都应该被合并到整个方程组来处理，而不是减少用来描述 0)
1的参数

数.后一种方法会导致零扭曲约束仅准确加在第一幅图像上（一个硬约束），但将会成为其他

图像中的软约束.

算法 19.2 概括了参数恒定和变化时的分层算法.可以想象将这个算法直接用于装在机

器人上的摄像机:摄像机先做一个纯平移运动以确定而在随后的运动中，摄像机可以既平

移又旋转，直到累积充分多的旋转以便能唯一确定 K.
利用硬约束算法 19.2归结为求解形如 Ac =0的齐次方程组，其中 c 表示排成6维向量

的 0).—般关于 K 的信息（如扭曲为零)不能恰好满足.如 8.8 节中讨论的，每幅视图中已知

信息可通过参数化作为硬约束加进去.例如，如果已知摄像机具有正方形像素，那么每幅

视图的 IAC 的余下参数可以由一个齐次4维向量表示.可以再次由式（19.24)获得每幅视图

中关于未知参数的线性方程.然后可以组合成形如 Ac =0的齐次方程组，其中 c 表示所有视

图中d的未知参数，并且可以利用常用的 SVD 获得最小化||Ac||的解 .另一种方法是包括每

幅视图中的所有参数，并利用算法 A5.5 在准确满足约束 Ac =0下最小化||Ac||.
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目标

给定一个射影重构 I ,X;1 ,其中 P;=[ A;|a;]，通过一个中间的仿射重构确定度量重构.

魅

(1)仿射矫正:用 19.5.1 节中介绍的某种方法确定定义11�的向量 p. 此时可以得到一个仿射重构

|P‘Hp，Hp—1山其中

r 1 J
(2)无穷单应:按下式计算参考视图和其他视图之间的无穷单应

H',=(A'- a;pT)

归一化该矩阵使得 detH

^
=1.

(3)计算 0):

• 对于恒常标定的情形:把方程 0)=(H= )-Ta,(H*sor1 ,i = l ,

6m x 6矩阵，而 c 是二次曲线 w 的元素排列成的一个6维向量，或

• 对于可变标定参数:利用方程 o)‘ =( H：)-To>( Hl 广
1
把关于 o>‘元素的线性约束（例如零扭曲）

表示成关于 <0元素的线性方程.

(4)通过 SVD 得到 Ac =0的一个最小二乘解 .

(5 ) 度量矫正：由 Cholesky 分解 to = ( KKT ) 1确定摄像机内参数矩阵 K. 从而得到一个度量重构:

1 P'HPHA , ( HPHA )-1 Xj|，其中

改写为 Ac =0,其中 A 是
_
一个

K 0
HA = 0T 1

(6)用迭代最小二乘最小化方法来改善所求的解（见 19.3.3 节).

算法 19.2 利用 IAC 约束的分层自标定算法.

19.5.3 使用无穷单应关系的多义性

本节介绍如果只有一个旋转轴时，由式（19.25)确定内参数的多义性.我们假设内参数

未知但恒定.

旋转矩阵 R 有一个对应于特征值1 的特征向量 dr,Rdr = Id,,其中4是该旋转轴的方向 •

因 此，矩 阵 = Kirir 1
也有一个对应于特征值 1 的特征向量（假定 H〗已归一化使得

del Hi =1).这个特征向量是\ = Kc

^
，并且图像点I对应于旋转轴方向的消影点.假设 col

是真正的 o/，则可以验证:如果(》1满足式（19.25)且纪：狀哝-1
，那么下面的单参数族(对

偶）二次曲线也满足

W * (M ) = <«>,1+ M V r V^ (19.27)

式中#是这个族的参数. 同样，式（19.24)的 IAC 方程也存在着一个单参族(束）解 .这个论

证表明尽管，无穷单应约束好象为 a/的5个自由度提供了6 个约束，但其中只有 4 个是线性

独立的.
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消除多义性单参数的多义性可以通过多种方式解决. 首先，如果有围绕与屯不同方向

的轴旋转的另一幅视图，那么这两组约束的组合将不存在这种多义性. 用式（19.26)的方法

很容易得到一个线性解. 因此至少有3 幅视图（即多于一个旋转）时一般可以得到唯一解.解

决这个多义性的第二种方法是对摄像机的内参数给予假设:例如零扭曲的假设（见表 19.4).

强制零扭曲的方程可以作为硬约束加到要求解的方程组中.

另一种不同（但等价的）方法是按下述方式加人一个后验约束.求解 c 的多义性来自于线

性方程组 Ac =0,并出现在 A 有一个2维（或更大）的右零空间时.对于这种情形，在求解 0)

时将有下面形式的一族解

(o( a ) = a), + aa)2

这里(

^
和叫由零空间的生成元得到，而《则必须要确定.剩下的任务只是寻找 a 的值，以获

得满足表 19.4 中所选约束条件的解 . 这是线性求解 . 可以用同样方式解 DIAC，但约束条件

将是三次的（见表 19.2)，且其中有一个解是假的.

在某些情形中，这些附加的约束不能解决多义性问题. 例如，如果旋转是绕图像的％ 或 y

轴的，那么零扭曲不能解决它的多义性问题. 这样的一些例外在[Zissemmn-98]中有更详细的

介绍，我们现在给出几个经常发生的例子.

典型多义性式（19.27)中给出的关于 0/(从）的单参数族解对应于由产生的单

参数族标定矩阵，因为 o/(M) = K(M)K(/t)T.为简单起见，我们假设真正的摄像机内参数矩

阵 K(它是该族中的元素）具有零扭曲，因此 K 有4 个未知参数.

如果旋转轴平行于摄像机的 X 轴，则 t =(1,0,0)
T
且\ = KI =%(1，0,0)

曲下 a/的形式(式（19.11))，该族(式（19.27))是

根据零扭

—
0

^
(1 +〆）+ X

2
Q *o7o

*
(〆）=心wN al + y0 y« (19.28)*o7o

Jo

注意到整个族具有零扭曲,此时只有元素 CO,;会变化.这意味着主点和％的确定无多义

性——因为它们可以从不受多义性影响的元素中读出. 然而，A显然不能被确定，因为它仅出

现在变化的元素 (M)中.把它和另两种典型情形总结起来得：

• 在摄像机是零扭曲的假设下，如果 K 由无穷单应关系式（19.25 )计算得到，则对某些

运动，只剩下一个不确定的标定参数，对于绕不同轴的旋转,多义性如下：

(1 )X 轴 不 确 定；
(2)Y 轴:七不确定；
(3)Z 轴（主轴）：化和

~
都不确定,但它们的比率是确定的.

几何注释这些多义性不局限于由一对视图标定的情形，而是适用于整个图像序列 .

例如，如果一个摄像机总是绕其 X 轴旋转，则将存在重构多义性，同样的结论对于仅绕 Y 轴

的旋转也成立 . 我们可以从几何角度给予如下解释. 考虑由仅绕 Y 轴旋转的摄像机拍摄

的序列图像获得的场景度量重构 . 我们可以定义一个坐标系使世界坐标系的 Y 轴与摄像

机的 Y 轴方向一致.现在来“挤压”整个重构（点和摄像机的位置）使得它们的 y 坐标都乘

以某个因子

^
根据成像几何不难看出，它的效果是把所有图像点的 y 坐标都乘以相同因子
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t但是不影响* 坐标.然而,这种影响可以通过用逆因子f 1
乘以图像坐标的尺度因子％

而消除，从而保持图像坐标不变.这表明&并没有被明确确定，事实上，它是无约束的.总

结起来，在度量重构中有一个平行于旋转轴的单参数多义性，而在内参数中有相应的单参

数多义性.这个论证表明，多义性问题是运动本身决定的，而与任何具体的自标定算法

无关.

与 Kruppa 方程的关系记两幅视图的式（19.24)为 o/'= H„ o/Hl ，并用矩阵[ e']，左
乘和右乘得到

[e -honelHemTje，
],= FW * FT

因为 F =[e'] xHx.这就是 Kruppa 方程式（19.18)，表明它们可由无穷单应约束直接推出.因

为[e'] x 不可逆，所以不能反过来由 Kruppa 方程推导出无穷单应约束.因此 Kruppa 方程是一

个更弱的约束.

然而，它们的差别是在应用式（19.24)时需要知道无穷远平面(从而仿射结构），因为它仅

对无穷单应而不是对任何 H 成立 . 但另一方面,Kruppa 方程不涉及场景仿射结构的任何知

识.不过，这个关系表明，对于序列图像，无穷单应关系下的任何标定多义性也是 Kruppa 方程

的多义性.

19.6 由旋转摄像机标定

本节中我们开始考虑特殊成像条件下的标定.这里所考虑的情形是摄像机绕着它的中心

旋转但不做平移.我们将考虑两种情形：内参数固定、某些参数已知且固定，而其余的未知且

变化.

上述情形经常发生.相关例子包括:云台和变焦监视摄像机;用来报道体育事件的摄像

机，它的位置几乎不变但可自由地旋转和变焦;手持摄像机，它常常在单个视点上水平转动.

即使旋转不是准确地围绕着中心,但在实践中，相对于场景点的距离，平移一般可忽略，并且固

定中心是一个极佳的逼近.

如 19.5.2 节中所给出的，旋转摄像机的标定问题在数学上等同于分层重构中从仿

射到度量的标定步骤 . 仅仅由一个非平移的摄像机不可能得到一个仿射（或任何）重构，

因为无法求解深度 .然而，我们可以计算图像之间的无穷单应，它可以完全满足摄像机

标定的要求.

如前面(8.4 节)所证明的，具有相同中心的两个摄像机的图像由一个平面射影变换相联

系. 事实上，如果 x

^
x 是对应图像点，那么它们由 x‘ = H‘x 相联系，其中 H;= K;R;( K)

'
而

R;是视图 i 与参考视图之间的旋转.进一步，因为这个映射与成像于 x 的点的深度无关，它也

适用于无穷远点，因此，如 13.4 节所证明，

< = KiRi(K)
从而得到了直接由图像来测量的一种简便方法.

给定 ，可以根据 19.5.2 节介绍的方法得到由旋转摄像机获取的所有图像的标定矩阵

K;的解.这种方法可以应用于固定的或者可变内参数的情形，并且总结在算法 19.3 中.我们

将通过几个例子来说明它.
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目标

给定由绕其中心旋转的摄像机（内参数固定或变化）拍摄的 m这2 幅视图，计算每个摄像机的参数.

假定旋转并不都绕着同一轴.

算法

(1)图像之间的单应:利用诸如算法 4.6 计算每一视图；与参考视图之间的单应 H‘使得 x' = Hfx.归

一化这些矩阵使得如肿 =1.
(2)计算

• 对于恒常标定的情形:把方程 0)=(

^
)-70)(

^
)-1 ,> = 1,

6m x 6 矩阵，而 c 是二次曲线 to 的元素排列成的一个6 维向量，或

• 对于可变标定参数:利用方程 =(11‘）
_
7
(0( &广把表 19.4 中的关于 J的元素的线性约束

(例如宽高比为 1)表示成关于 o)元素的线性方程 .

(3)计算 K:确定 0)的 Cholesky 分解 a)= UUT，从而得到 K =U
_
T.

(4)迭代改进：（可选）利用最小化关于 K 和 R‘的函数

改写为 Ac = 0,其中 A 是一个

X

^
( x'.KR'K -'x )

2

来改进 K 的线性估计，其中 分别是在第一幅和第；幅图像中测量得到的第y 个点的位置 .该

最小化的初始估计由 K 和 R‘ = K ― 1 H‘K 得到.

算法 19.3 绕其中心旋转的摄像机的标定 .

例 19.9 固定内参数的绕中心旋转.
图 19.3 中的图像是由 35mm 摄像机在普通黑白胶卷上产生的底片得到的. 摄像机是手

持的，并且没有特别小心地保持摄像机中心不动 .

用平板扫描仪把这些底片的放大照片数字化. 如果底片和相纸不准确地平行，放大过程

会导致一个非零的 S 值和不相等的％与 CV 获得的图像尺寸是776 X536 像素.

这里所用的约束是内参数恒定. 由算法 19.3 介绍的方法计算得到的摄像机矩阵是

「％4.4 -4.9 392.81 「956.8 -6.4 392.01

959.3 281.4

图 19.3 标定绕其中心旋转的摄像机.（上图）用近似绕其中心旋转的摄像机拍摄的5 幅美国国会大厦

的图像.
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第 1 9 章 自 标 定 1

图 19.3 标定绕其中心旋转的摄像机 .（下图）由这5 幅图像构成的拼接图像（见例 8.14).拼接图像非

常清楚地显示了图像之间无穷单应的失真效果.这种朱真分析为自标定算法提供了基础 .标定按算法

19.3 计算 •（续）

线性和迭代估计之间几乎没多大差别，并且求得的宽高比（事实上为 1 )和主点是非常合

理的 .

例 19.10 变内参数的绕中心旋转 •

图 8.9 中的图像由近似绕其中心水平旋转的摄像机拍摄.摄像机没有变焦，但是由于自

动对焦，焦距和主点也许稍微有变化.

该例中所用的约束是像素是正方形的:即扭曲为零并且宽高比为 1;但是焦距和主点是未
焦距 主点

1200
线性一

非线性 •一-
500线性 +-

非线性

_
1100

400m 1000

1900 B 300
o
丨800

200
700

100600

5U;

°0 100 200 300 400 500 600 700
u_o(pixels)

5 10 15 20 25

(b)(a)

上下转动角水平转动角0 10
线性

_
非线性一一

线性+
非线性一一

-10
8-20e S 6-30

-40 麻 4
:忑黹 -50

^
2-60 •H

-70 0

15 20 250 5 105 10 15 20 25
帧 帧

⑹ ⑹

图 19.4 变化内参数的旋转（假定正方形像素）.这些是图 8.9 水平旋转序列的结果 .（a)焦距.

( b)主点.（c)水平转动角.（d)上下转动角.承蒙 Lourds de Agapito Vicente 提供图.
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计算机视觉中的多视图几何

知且不固定 . 根据表 19.4,由每幅视图可得到关于 o)的两个线性约束 . 由零扭曲得到

(<-\

^
‘。0- 1

)|2 =0,而由宽高比为 1 得到（<-70)1

^
-1
)11 =(1

^
-7(011:-1

)22. 如算法 19.3 所

介绍的，将这些约束组合起来可给出关于 0> 的一个线性方程组.

求得的每幅视图的摄像机矩阵的内参数显示在图 19.4 中.显然，恢复的焦距和主点是

相当稳定的（即使不被约束强制），并且对手持序列而言，水平和上下旋转的角度也是很合

理的.

19.7 由平面自标定

对于平面场景的一组图像，先估计一个射影重构，再计算使它变换到度量重构的矫正变换

的这种两步算法不再有效. 这是因为没有深度起伏就不可能确定摄像机. 如 17.5.2 节中所

示，至少需要不在这个平面上的两个点. 然而，由场景平面来进行自标定是可能的.这一点由

[ TriggS-98]所证明，该文对恒定内参数的情形给出了一个解. 从潜在应用的角度来看，这个方

法是非常有吸引力的.在人造环境（例如地平面）中包含平面的场景是非常普遍的. 进一步

地，在由高空飞行器或卫星拍摄的航拍图像中，与图像的广度相比，场景的深度起伏很小，场景

可以准确地近似为一个平面并且该自标定方法是适用的.

该算法的出发点是由世界平面诱导的一组图像到图像的单应.这些都可以关联回第一幅

图像并提供一组单应 H;.从几何上看，由平面自标定是两种思想的结合.第一，平面上的虚圆

点（它是绝对二次曲线与该平面的交点）通过单应由图像映射到图像.第二，如我们在例 8.18

中所见，标定矩阵 K 可以由平面的虚圆点的影像确定（每幅图像提供两个约束).

因此假设在第一幅图像中（用某些方法)确定了虚圆点(4 个自由度）的像，则可以利用已

知的H;将它们转移到其他视图上.每幅视图中有两个关于 to 的约束，因为 0)上有两个虚圆点

的像. 详细地说，如果我们记第一幅视图中虚圆点的像（目前未知）为 &，/ = 1，2,则自标定方

程是

(H^O V C H^) =0 ,i =

其中 H1 = 1. 在求解这些方程时，未知量是第一幅图像中虚圆点的坐标和某些未知标定参数.

虽然虚圆点是复点，但是它们相互复共轭，因此4 个参数就足以描述它们.此外如果所有 m

幅视图的内参数 K1

中总共有 t;个未知量，那么只要 +4,就是可解的，因为每幅视图提供

两个方程.

根据表 19.4 ,加在摄像机内参数上的限制会导致进一步的代数约束，而且这些可用来补

充由式（19.29)所产生的约束.表 19.5 考虑了不同的情形 . 对于大多数情形，由平面标定是

一个非线性问题，并且关于如何找到解的计算方法在这里没有更多可说的. 最小化某个代价

函数的迭代方法是必要的. 关于最小化方法的更多细节见[Triggs-98].
实现在实现上，这个方法的一个相当大的优点是它仅需要平面之间的单应，而不是由3

维空间点产生的点对应，后者一般需要估计多视图张量（例如基本矩阵）.平面间的匹配变换

的计算要简单、稳定和准确得多，它由点到点的图像间变换的约束本质所确定 . 可以用算法

4.6的方法来估计两幅图像间的这个变换. 另外，也可采用基于相关的方法，根据图像灰度直

接估计参数化的单应.

1，⋯，肌，y =i，2 (19.29)
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条 件 自 由 度(《0 视 图 数

未知但恒常内参数

已知恒常扭曲和宽髙比，未知但恒常主点和焦距

除变焦外，所有的内参数已知

焦距变化，其他内参数固定但未知

表 19. S 不同条件下由平面标定所需的视图数.如果 2m為〃+4,标定（原则上）是可能的.

19.8 平面运动

一种具有实际意义的情形是摄像机在一张平面上运动并且绕垂直于该平面的轴线旋转 .

例如在地平面上移动并带有固定摄像机的漫游车. 此时，摄像机必然在与（水平）地面平行的

平面上移动，并且当车转动时，摄像机将绕一个垂直轴旋转. 这里没有假设摄像机的指向是水

平的，或是相对于车的任何其他特殊的方向.然而,我们假设摄像机具有恒常内参数.这种运

动的约束性质使标定任务大大简化.

将证明给定平面运动序列的3 幅或更多幅图像，可以计算一个仿射重构.为此，我们需要

确定无穷远平面.这可通过辨认无穷远平面上的三个点（从而定义平面）来实现 . 这些点就

是图像序列中的不动点.

平面运动下的不动像点根据 3.4.1 节,任何刚性运动（例如摄像机运动）可以解释成绕

螺旋轴的一个旋转加上沿轴方向的一个平移.对于平面运动，旋转轴垂直于运动平面，并且螺

旋运动的平移分量为零.考虑绕螺旋轴水平转动的车辆. 螺旋轴的位置相对于摄像机保持不

变,因此它将构成由图像中不动点组成的一条直线. 如果第二个运动绕不同轴旋转,则第二根

轴的像在第二对图像中是不动的.这两个轴的像一般不同，但交于两个螺旋轴的交点的像.

由于这两个轴是竖直的，它们必然平行，从而在无穷远平面上交于它们的共同方向.该方向在

图像中的投影为螺旋轴的像的交点，它是螺旋轴方向的消影点. 这个像点被称为顶点.我们

现在得到一个跨视图的不动点，并将用它确定射影重构中无穷远平面上的一个点.

如我们已经看到的，螺旋轴的图像是图像对中不动点组成的一条直线 . 另外还存在一条

不动直线，并可以按如下方式由一对图像确定. 因为摄像机运动的平面（它将被称为地平面）
是固定的,该平面中的这组点被映射到所有图像中的同一条直线 . 这条直线被称为地平线并

且是地平面的消影线. 由于每个摄像机都在地平面上，它们的对极点必然都在地平线上 .与

螺旋轴的图像不同,地平线是一条不动直线，但不是一条由不动点组成的直线.

虽然地平线不是点点不动的，但是它包含图像对中的两个不动点，即地平面上两个虚圆点

的像.这些虚圆点是绝对二次曲线和地平面的交点.由于在刚性运动下绝对二次曲线的像是

不动的，且地平面的像是不动的,两个虚圆点的像必然不动.事实上，它们在平面运动序列的

所有图像中保持不变.这在图 19.5 中说明.

至此，我们已介绍了这种运动序列的不动点. 计算这些不动点等价于仿射重构，因为我们

可以由这些不动像点的反向投影来找到无穷远平面上的对应 3D点.虽然顶点可以由2 幅视

图计算得到，但是需要3 幅图像来计算虚圆点的影像.

计算不动点映射到两幅图像中同样像点的空间点集被称为视野单像区.一般视野单像
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A
转动轴的图像

水平线

图像

(b)

图19.5 平面运动的不动图像实体 .（a)对两幅视图，螺旋轴的图像是运动下图像中不动点组成的

直线.地平线是运动下的一条不动直线.对极点 e，e'和地平面的虚圆点的影像(：,，*:;都在地平线上.

( b)由平面运动下的 3 幅图像中的两两图像得到的不动直线之间的关系 . 每对中地平线的像重合，

而每对中螺旋轴的像交于顶点 v.所有对极点位于地平线上.

区是一条三次绕线，但对于平面运动的情形，它退化成一条直线（螺旋轴）和地平面上的一条

二次曲线.视野单像区的像是由 F + FT所定义的二次曲线，其中 F 是基本矩阵（见 9.4 节）.

对于平面运动的情形，它是由两条直线（螺旋轴和地平线的像）组成的退化二次曲线（见图

9.11).通过分解该二次曲线可以确定这两条直线 . 由3 幅图像，我们可以计算三对视图中的

任一对的视野单像区的像，并因此得到3组地平线和旋转轴的像 . 地平线是这些集合的公共

成分，而其他成分(螺旋轴的像)在图像中相交于顶点.

现在我们回到计算虚圆点. 理解对应于两对图像的一对视野单像区的几何是有用的.令

C12
为描述图像 1 和2位于地平面上的视野单像区的一条二次曲线.这条二次曲线通过两个

虚圆点、两个摄像机的中心和螺旋轴与地平面的交点. 由于该二次曲线包含虚圆点，它是一个

圆.令 C23
为由图像2 和3 定义的对应的圆.这两个虚圆点和第二个摄像机中心将同时在这

两个圆上. 由于两条二次曲线一般相交于四个点，必然还有另外一个（实）交点 . 然而，它可

以被舍去，因为感兴趣的是两个复交点，即在地平面上的虚圆点.
在实现时，作者们采用了不同的方法来寻找这两个虚圆点.[Armstrong-96]的方法是利用

三焦点张量寻找三幅视图中通过顶点的不动直线 .[ Faugeras-98,Sturm-97b]的方法涉及计算

将 2D 地平面映射到 1D 图像的 1D 摄像机的三焦点张量 . 在上述两种情形中,地平线上虚圆

点的位置都由解一个关于单变量的三次方程得到.

这个仿射标定方法的主要步骤总结在算法 19.4 中.

目标

给定由具有恒常内参数的摄像机在平面运动下获取的 3(或更多）幅图像，计算一个仿射重构.

m
(1)计算一个射影重构 . 由 3 幅视图的三焦点张量 T算得 . 三焦点张量可以用诸如算法 16.4 来

计算.

(2)由 T计算每对图像的基本矩阵.见算法 15.1.把每个基本矩阵的对称部分分解成两条直线:地平

线和螺旋轴的图像.见 9.4.1 节.
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(3)计算顶点.由螺旋轴的三幅影像确定顶点

(4 )计算三元组的地平线. 由三个基本矩阵得到6个对极点，通过正交回归拟合这些对极点来确定地

V.

平线.

(5)计算虚圆点的影像 . 计算虚圆点在地平线上的位置 c,,cy(见正文）.

(6)计算无穷远平面. 由对应图像点对无穷远平面上的点做三角测量，这里对每个 v，C,，C;，
X = X(. 它确定了11�上的三个点，因而确定了该平面.

(7)计算仿射重构 . 按算法 19.2 利用求得的

^
矫正射影重构 .

算法 19.4 平面运动的仿射标定.

度量重构一旦找到顶点和两个虚圆点，就可以算出无穷远平面和图像间的无穷单应 .

标定和度量重构现在就可以按常规方式进行.然而必须注意:运动的约束本质意味着存在关

于标定的一个单参数解族，因为所有的摄像机绕同一轴旋转 . 我们已在 19.5.3 节把标定的多

义性进行了分类.为了获得唯一解，有必要给内参数标定一个假设. 但是我们已经知道在零

扭曲的约束下，如果摄像机的 y 轴平行于旋转轴（这在实际情形中可能是真的），那么我们已

经看到零扭曲约束是不充分的. 最好的方案是强制零扭曲和已知的宽高比约束(例如，如果像

素是正方形的）.

例19.11 平面运动的度量重构.
图 19.6a 显示了一个平面运动序列的7 幅图像中的4 幅 . 拍摄这个序列时摄像机的仰角

5000

4000

— —2 1000
1 ，卞

.
.0

-1000
-2000

///
-3000
-4000 ///

-5000-5000 0
(pixels)

(b)

图 19.6 平面运动序列 .（a)由安置在做平面运动的车上的摄像机拍摄的（所用7 幅中的）4 幅图像.

( b)求得的对极点（ x )、地平线（灰实线），及所有图像对的螺旋轴的影像（灰虚线）.（c)度量重构中测

量的欧氏不变量:直角的测量值为 89°，非平行长度之比的测量值为 0.61(真实值大约为 0.65).
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近似为 20°.利用所有可能的视图对求得的螺旋轴和地平线的影像显示在图 19.6b 中，图中还

给出了估计得到的顶点和地平线.虚圆点的像的位置估计为 * = 104 ±362i，y = - 86：F2i� 假

定宽高比为 1.1，求得标定矩阵 K 的内参数为化 =330, =363，％= 123 , y0 = 50.度量重构的

准确性由测量度量不变量来评定. 典型的结果显示在图 19.6c 中.

19.9 单轴旋转——转台运动

本节中我们讨论单轴运动的自动标定，其中场景和摄像机之间的相对运动等价于围绕单

个固定轴的旋转. 这是 19.8 节的平面运动的一种特殊情形，这里每个运动的螺旋轴是重合

的.例如，静态摄像机观察在转台上旋转的物体时会出现这种情形.第二个例子是摄像机围

绕一个固定轴（偏离其中心）旋转.第三个例子是摄像机观察一个旋转镜.

这里我们将考虑转台运动.为便于讨论，假设转轴是竖直的，从而运动在一个水平面上.

再次不假设摄像机的指向是水平的，或者是相对于转轴的任何其他特定方向.假设摄像机的

内标定是恒定的.

单轴旋转序列下的不动像点是 19.8 节中介绍的平面运动的不动点，如图 19.5a 所示，同

时螺旋轴的像是不动点组成的直线.图 19.5b 的约束在这里不可用，因为螺旋轴的所有像是

重合的.这导致不可能直接确定顶点 V，而只有上的两个虚圆点可以由不动像点来恢复.

这意味着当没有关于内参数的约束时，重构不是仿射的，而是一个特定参数化的射影重构 . 水

平面上的度量结构是已知的（因为这些平面的虚圆点是已知的），但在竖直（Z)方向上有一个

1D 射影变换.由此产生的多义性是变换 XP = HXE，其中
■1 0 0 0'

0 1 0 0
( 19.30)H = 0 0 r 0

.0 0 5 1.

7和 S 是标量，并确定了 Z 轴与的交点以及水平和竖直方向的相对比例.一个由映射族表

示的射影变换的例子如图 1.4 所示.

计算不动点一种处理方法是直接确定虚圆点的像. 如图 19.7b 所示，点的轨迹是一

个椭圆，它们是圆的像 . 在 3 维空间中，这些圆位于平行的水平面上，并交于

^
上的虚圆

点. 在图像中，这些轨迹可拟合成椭圆，并且这些像二次曲线的公共交点是虚圆点的（复共

辄）像. 可以利用两幅或多幅视图的三角测量来确定 3D 虚圆点.这是[ Jiang-02]所采用的

方法.

另一种更代数化的处理方法是将摄像机矩阵建模为 P，' = H3 x5[R,(0i
)|t]，其中

"cosd' - sin0‘ 0 t

sin0‘ cosO1 0 0V = hi h2 h3 ( 19.31)

0 0 1 0」

114是 H3 x3的列 . 内参数和外参数的这种划分意味着 H3 X 3和 t 在整个序列中是固定的，而只有

关于 Z 轴的旋转角度 &对每个摄像机 P不同.
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⑻

(b)

20

1000 2000
(c)

图 19.7 恐龙序列和轨迹 .（a)转台上旋转的恐龙的36幅图像所组成的序列中的6帧（承蒙汉诺威大

学提供图[ Niem-94]),( b)点轨迹的一个子集，仅显示了 200 条轨迹（间隔超过7幅视图显示一幅）.

(c)轨迹寿命:每个竖直杆对应 —条单点轨迹，从能看到该点的第一帧延伸到最后一帧.水平排序是

根据点首次出现在序列中的位置.测量矩阵相对稀疏，很少点能在超过15 帧中出现 .

鉴于这种参数化，估计问题就可以准确地描述为确定共同的矩阵 H3 x3和角度以估计

序列的摄像机矩阵因此，对 m 幅视图，共有 8 + m 个参数必须要估计，其中 8 是单应矩阵

H3 x3的自由度数.与一般运动序列的射影重构需要11m 个参数相比，这是相当大的节省.

对于单轴运动，基本矩阵具有 9.4.1 节介绍的特殊形式，并利用摄像机矩阵式（19.31)
写成

F = a [ h2 ] x + pUh1 x h3 )(h1 x h j U C h.x h.K h,x h3 )
T
)

这意味着一旦求出基本矩阵，就部分确定了 H3 x 3的列. 这是[ Fitzgibb0n- 98b]采用的方法，其

中利用一种特殊形式的基本矩阵拟合点对应(见 11.7.2 节). 可以证明由3 幅或更多幅视图，

矩阵 H3 x 3的前两列 h,,h2和角度以可以被完全确定，但1�3仅确定到相差对应于式（19.30)的多

义性的两参数族.

度量重构通过提供关于内参数的额外信息（例如像素是正方形的），可以解决由式

(19.30)给出的重构中的两参数多义性.然而,如果摄像机是水平的，且图像 y 轴平行于旋转
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轴，那么正方形像素仅提供一个额外约束（由宽高比提供，因为零扭曲不提供额外约束）.此时

需要关于摄像机的进一步信息（例如主点的 y 坐标），或者可以利用场景的宽高比.

例19.12 由转台序列重构

图 19.7显示了在转台上旋转的恐龙模型的序列图像中的几帧，以及由此得到的图像点轨

迹.特征提取是在彩色信号的亮度分量上进行的.转台运动的射影几何由这些轨迹（没有其

他信息)确定，所得的摄像机和 3D 点的重构结果如图 19.8 所示.事实上摄像机环绕着物体.

然后可以计算映射到图模型的 3D 纹理,原则上可利用反投影每帧中恐龙轮廓所定义的锥，并

取这组锥的交以确定 3D 物体的视觉外壳.

(b)

图 19.8 恐龙 .（a)恐龙序列的 3D 点（大约5000 个）和摄像机位置 .（b)该序

列的 3D 图形模型的自动计算在[ FitZgibbon-98b]中介绍.

19.10 双眼装置的自标定

本节介绍一种用于标定“固定的”两摄像机立体装置（双眼装置）的分层方法.这里“固定

的”是指装置中摄像机的相对方位在运动过程中保持不变,并且每个摄像机的内参数也不变.

我们将证明由这个装置的单个运动就能唯一地确定无穷远平面.

382



_
第 1 9章 自 标 定

假设一个固定的双眼装置做了一个一般的运动.可以得到运动前后场景的射影结构（分

别表示为 X 和 X').因为 X 和 X'是同一场景的两个射影重构，它们由一个4 x4 射影变换 HP
相关联，即

X，= HPX
然而,该装置的实际运动是欧氏的，因此单应 HP共轭于表示该运动的欧氏变换 . 共轭性是关

键结论，因为在共轭关系下不动元素映射到不动元素.因此,欧氏运动的不动元素（特别是无

穷远平面）可通过由 HP 表示的射影运动的不动元素得到 .

共轭关系假设 XE 表示该装置上欧氏坐标系表示的3 维空间中的一点，而 X〖表示装置

运动后的同一点.那么这些点的关系为

X;= HEXE (19.32)

式中，HE是一个表示该装置的旋转和平移的非奇异4 x 4 欧氏变换矩阵 . 假设点也用该装置

的射影坐标系表示（它由射影重构得到），那么

XE = HEPX X卜HEPX，
式中，HEP是一个把射影与度量结构联系起来的非奇异4 x 4 矩阵 . 这里要注意的基本要点是

摄像机运动前后的两个射影重构必须在同一个射影坐标系中,也就是说,运动前后必须使用同

一对摄像机矩阵.

由式（19.32)和式（19.33)得出

(19.33)

HP = HEP'HEHEP
使得 HP共轭于一个欧氏变换. 这种共辗关系有两个重要的性质：

(1)HP和 HE具有相同的特征值.

(2)如果 E 是化的一个特征向量，则 HP对应于同一特征值的特征向量是（H

^
E);即 HE

的特征向量由点变换式(19.33)映射到 HP的特征向量.这由式（19.34)得到，因为如果 HeE =
AE，则 HEPHPH^E = AE,左乘 H:给出所需结果 •

欧氏变换的不动点考虑由矩阵

(19.34)

'cos0 - sin0 0 0"

sin0 cos0 0 0R
HE = 0T 1 0

0 0 l J
表示的欧氏变换.它表示绕 z轴旋转 0并沿着 z 轴平移一个单位(这是一般的螺旋运动）.在

此变换下，HE的特征向量是不动点（参考 2.9 节). 此时特征值是U
'

e

^
,1，1丨，而 HE对应的

特征向量是

f0\ f0
0 0

E,= E2 = E3 = E4 =
0 0

lo 0 lo
所有特征向量都在 11» 上 .这意味着I作为一个集合是不动的,但不是不动点组成的平面.

特征向量�,和�2是垂直于 Z(旋转）轴的平面的虚圆点.另外两个（相同的）特征向量均和

E4是旋转轴的方向.
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计算t 如果点变换矩阵是 HE，则根据式(3.6)，平面变换矩阵是 H/.He-t的特征向量

是该运动下的不动平面.矩阵 H/也有两个相等的单位特征值和一个对应于它们的特征向

量，容易验证它就是平面I.如上面介绍的 HE的特征向量映射到 Hp的特征向量一样,H/的

特征向量映射到 Hp
T
的特征向量.因此，在射影重构中 是 H〆对应于（双重）实特征值的特

征向量.因此

• 11�可以作为 H/的实特征向量，或等价地且更简单地作为 1<的实特征向置唯一地计

算出来.

这里我们观察到虽然实特征值的代数重数为2,它的几何重数(非平面运动情形）是 1. 这

是我们能找到无穷远平面的原因.

关于仿射标定的过程总结在算法 19.5 中.

目标

给定由一个固定的双眼装置在一般运动（即 R 和 t 都非零，并且 t 不垂直于 R 的轴）下获取的两（或

多)对双眼图像，计算一个仿射变换.

算法

(1)计算一个初始射影重构 X:按第10章的介绍，用第一对双眼计算一个射影重构（P\PR，|X;|).这

涉及计算基本矩阵以及第一对图像之间的点对应 ,可以用诸如算法11.4 来实现.

(2)计算运动后的射影重构 X':计算第二对双眼图像之间的对应由于摄像机的内参数和相

对外参数是固定的,第二对双眼具有与第一对相同的基本矩阵 F.利用相同的摄像机矩阵 PL,PR ,
由第二对双眼中求得的对应来对3维空间中的点 X/进行三角测量.

(3)计算将 X 关联到 X'的 4 x 4 矩阵 HP:计算两个双眼对中左边图像之间的对应例如再用

算法 11.4).这建立了空间点之间的对应可以由5 组或更多组这样的3维空间点对应线

性地估计单应 HP，然后利用最小化一个关于 HP的适当的代价函数来改进该估计. 例如,最小化

Z;(<i(4，HX；)2 + rf(<，PRHXp 2
)使得测量的与重投影的图像点之间的距离最小化.

⑷仿射重构:由 H；：的实特征向量计算I,并由此得到一个仿射重构.

算法 19.5 —个固定双眼装置的仿射标定.

度置标定和多义性一且I被辨认，就可以按分层算法 19.2 进行度量重构 . 由于该装

置是固定的，左边摄像机的参数在运动过程中保持不变（右边摄像机也一样).由单个运动，每

个摄像机的内参数被确定到相差一个由单个旋转导致的单参数族，如 19.5.3 节所介绍.

通常，单个运动所产生的多义性可由另外的运动或通过提供附加约束（例如像素是正方

形）来消除. 如果有另外的运动,则还可以用来改善对的估计.度量标定的结果给出该装

置的完全标定（即摄像机之间的相对方位以及它们的内参数).

平面运动对于平移与旋转轴方向正交这样一种特殊的正交（平面）运动的情形,对应于

重（实)特征值的特征向量空间是2维的. 从而化被确定到相差一个单参数族.因此我们不

能找到唯一的无穷远平面（这在例 3.8 中详细地研究过).这种多义性可以通过绕与第一个方

向不同的轴的第二个正交运动来解决.
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例 19.13 两对双眼的自标定.
图 19.9a 和 b 显示了用于双眼装置的仿射标定的两对双眼图像，其具体过程按算法 19.5

进行.标定的准确性通过计算右边图像中的消影点来进行评价，这有两种方式:第一种是作为

平行直线影像的交点;第二种是通过确定左边图像中对应的消影点（由相同平行线的图像），

并利用由的特征向量算出的无穷单应将这个消影点映射到右边图像 . 把消影点之间的差

异作为所求 11�的准确性的一种测量.度量标定用了零扭曲约束来解决单参数的多义性.所

得度量重构的角度的精度在1°以内.

图 19.9 双眼装置的自标定.装置运动之前（a)和之后（b)的输入双眼对. 双眼装置向左移动约 20cm,水

平旋转约10°,而仰角变化约 10°.求得的 H„的准确性根据由同样装置获取的另一对双眼按如下方式进行

评价:在( c),即（双眼的）左图中，利用桌边（它们在场景中平行）的图像交点计算一个消影点 . 在（d ) ,即

(双眼的）右图中计算对应的消影点.白方块（直线交点附近）是利用求得的 H„由左图映射到右图的消影

点.在没有误差时这两点应该相同.（e)按照度量标定，由 3D 重构得到的书桌边(用白色显示）之间的角度

是 90.7°,与垂直值非常一致 .

19.11 结束语

自标定领域的研究仍然非常活跃,而且比本章中所介绍的更好方法也可能仍在开发.目

前仍然缺乏由基于多视图张量的闭形式解，和自动检测临界运动序列（见下面）的算法 .

临界运动序列本章中已经看到对于某些类型的运动不可能完全地确定矫正单应 H.所

产生的重构处于度量和射影之间的某个层次上.例如，对于平面运动下的恒常内参数情形，存

在一个平行于旋转轴的单参数尺度多义性;而对于恒常内参数下的纯平移情形，重构是仿射的.

出现这种多义性的摄像机运动序列被称为“临界运动序列”，并且由 Strum[ Strum-97a,Strum-
97b]对恒常内参数情形进行了系统的分类.这种分类已经推广到更一般的标定约束,例如变

焦距[Pollefeys-99b,Sturm-99b], 关于最近的工作见[Kahl-99,Kahl-Olb,Ma-99,Sturm-01 ].

建议看上去自标定似乎为度量重构提供了一个完整的解答.标定的摄像机不是必要

的，我们可用诸如摄像机零扭曲这样的弱约束来实现. 不幸的是对这种完全信赖于自标定的

做法还必须谨慎.自标定在正确的环境下能正常工作，但如果轻率使用的话就会失败.下面

给出几条具体的建议.
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(1)小心地避免多义性运动序列.我们已经了解到如果运动过度受限（例如仅绕单轴旋

转），将发生标定退化. 运动不应该太小，或者覆盖太小的视场. 自标定常常意味着估计无穷

单应，对于小视场其效果不明显.

(2)尽可能多地利用所掌握的信息.虽然依据最少的信息（例如零扭曲）可以标定，但如

果有其他信息可利用时，应该避免这样做.例如，如果宽高比约束是已知且有效的，那么就应

该采用，关于主点的信息也一样.即使已知这些值不太准确，也可以用一个方程将这些信息合

并到线性自标定方法中,但给予它低的权重 .

(3)这条建议是关于捆集调整的.一般最好在结束之前运用捆集调整 . 在操作时，建议

不要让摄像机的内参数在无界区域内浮动.例如，即使不知道主点的准确位置,通常也知道它

的合理范围（例如它不靠近无穷远).类似地，宽髙比一般在 0.5 ~3 之间.这些知识应该通过

对代价函数增加进一步约束而纳人到捆集调整中，必要时可给予小的权重（标准差）. 当自标

定是病态（从而不稳定）时，这样做能使结果有显著的改善，它阻止代价函数为了一个小的并

且不太显著的改善而使解游离到一个远离参数空间内区域.

(4)采用限制运动的方法通常比允许一般运动的方法更可靠 . 例如涉及仅旋转不平移的

摄像机的方法通常比一般运动方法更加可靠.根据一个平移的仿射重构也是如此.

19.11.1 文献

摄像机自标定的思想起源于 Fangerus 等[ Fangeras- 92a]，其中使用了 Kruppa 方程 .早期

的论文考虑了恒常内参数的情形.[ Hartley- 94b]和 Mohr 等[Mohr-93]针对多于2幅视图的情

形研究了类似捆集调整的方法.

纯平移的仿射重构解法由 Moons 等给出[ Moons-94]，并由 Armstrong 等[ Armstrong-94]扩
展到纯平移紧跟着旋转的组合并用于完全的度量重构 . 绕中心旋转的摄像机的自标定由

[Hartley-94a]给出.模约束首先由 Pollefeys 等发表[Pollefeys-96],
最早的双眼装置的自标定方法由 Zisserman 等给出[Zisserman -95b]，采用其他参数化的方

法由 Devemay 和 Faugeras[Devemay-96],以及 Horaud 和 Csurka[ Horaud-98]给出 . 双眼装置

做平面运动的特殊情形包括在[Beardsley-95b，CSUrka-98]中.单个摄像机平面运动的方法最

早由 Armstrong 等[Armstrong-96b]发表，而另一种数值解法由 Faugeras 等[Faugeras-98]给岀.

更近的论文中研究了比恒常内参数更少的约束限制.许多“存在性证明”已经给出：Hey-
den 和 Astr8m[Heyden- 97b]证明了在仅知道扭曲和宽高比时度量重构是可能的，而[ Pollefeys-
98，Heyden-98]证明了单个零扭曲条件是充分的.

Triggs[Triggs-97]引人了绝对（对偶）二次曲面作为数值工具使自标定问题公式化,并且

用线性方法和序列二次规划求解 Q：；.Pollefeys 等[ Pollefeys-98]证明了基于的计算可以用

于一般运动下计算变焦距的真实图像序列的度量重构.

对于旋转摄像机的情形，De Agadito 等[ DeAgadito-98]对变内参数情形给出了基于 DIAC
的非线性求解方法.[DeAgapito-99]中又将该方法修改为基于 IAC 的线性方法.

19.11.2 注释和练习

(1)[Hartley-92a]首次给岀了由基本矩阵求焦距的一种解法，但所给算法不便于使用.

[ Bougnoux-98]中给出一个简单漂亮的公式：
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p'T
[e，] x lFppTFTp，

a2 = — (19.35)
pH TFTFV

式中，I 是矩阵 diag(1,1,0)，而 p 和 p'是这两幅图像中的主点.假设宽高比为1 且扭曲为零.

�'
2
的公式可通过对换这两幅图像的角色（和转置 F)给出.

注意这个算法的最后一步是取平方根.在给定可靠的数据和主点的合理猜想下,应该保

证由式（19.35)计算的 a2
和 a'2是正的.然而实际中并不是总成立,而是可能产生负值.这与

前面 19.3
_
5 节中提到的问题一样.此外，如[Newsan-96]中所提示，当两个摄像机的主射线在

空间中相交时，这个方法本质上是退化的，此时不可能独立地计算焦距. 这种情形在两个摄像

机瞄准同一点时会发生，因而很常见.

当由基线和一个摄像机的主轴定义的平面垂直于由基线和另一个摄像机的主轴定义的平

面时，将出现进一步的退化.总而言之,我们认为用这种方法计算的焦距值是有疑问的.

( 2 )证明如果内参数恒定，那么由两幅视图得到的关于 Q：；的约束（式（19.6 ) ) 等价于

Krnppa 方程（式（19.18 ) ) . 提示，根据式（9. 10 )，摄像机可以选择为 P1
= [ I|0],P2

=
[[e，] xF|e']:,

(3)由式（19.21)证明一个具有恒常内参数的摄像机做平移而不旋转的运动时，无穷远平

面可以直接由射影重构计算.

(4)由13.4 节中定义的< =亡妒（亡广出发，只用两行就可简单地推导出无穷单应关系式

(19.24).该式可以重排成亡 =亡妒，利用正交性 RWT = I 消 去 旋 转 给 出 =
(K;KyT).

(5)在士下，t上的点（即 X4 =0)由一个3 x3单应映射到上的点 Xoo

^
Rx„. 根据结

论

^
，在这个点变换下

^^
上的二次曲线映射为。

^̂
7

^
1 = RCRt. 由于 RIRT = I ,绝对

二次曲线是不动的.现在，用 a 记旋转轴的方向，则 Ra = la. 这条（退化的）点二次曲线

aaT也是不动的. 由此推岀在这个映射下有一个不动的二次曲线束 C»(M) = I + AtaaT ,因为

R(a„ +AtaaT ) RT = RIRT + AtRaaTRT
= +AiaaT

标量M 是该束的参数. 这表明在一个特定的相似变换下t上有一个单参数族不动二次曲线.

然而，只有是唯一的在任何相似变换下都不动的二次曲线.

(6)标定多义性还存在于一种常见类型的机器人头部，即水平旋转（或上下转动）的头

部. [ DeAgapito-98]中证明了因为摄像机可以绕它的 X 轴或 Y 轴旋转，其方向集合只形成一

个 2 参数族，而不是一般旋转的 3 参数族.这种限制导致了摄像机的宽高比％的多义性，从而

也导致％的多义性.
( 7 )由平面自标定的方法一般是非线性的.然而，对于特殊运动也可得到关于 w 的线性

约束.假设我们有一个诱导视图之间的平面单应 H 的平面的两幅图像,并想象摄像机相对于

该平面的运动是一般的螺旋运动,其螺旋轴平行于平面法向.

考虑这个螺旋运动在平面上的行为 .由于这个行为（关于平面法线的旋转和平移）不会

改变平面的方向，它与无穷远平面的交线是不变的（作为一个集合）.绝对二次曲线在欧氏运

动下是不动的（作为一个集合).因此，平面与绝对二次曲线的交（它定义了该平面的虚圆点）
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在这个运动下也保持不变.

现在考虑将这个行为作用于注视平面的摄像机.由于两个虚圆点是不动的（作为3 维空

间点），它们在运动前后有相同的图像.由于单应 H 映射图像间位于平面上的点，虚圆点的像

必须对应两个不动点（见 2.9 节），并可以由单应直接确定.每个虚圆点给出一个关于 w 的线

性约束.关于该方法的进一步细节在[knight-03]给出.
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第 2 0 章

对 偶

由于 Carlsson[ Carlsson-95]和 Weinshall 等[Weinshall-95]的工作，我们知道存在一个对偶

原理:允许把被若干摄像机所拍摄的点与摄像机的中心做角色交换.原则上这意味着对偶化

射影重构算法以获得新算法的可能性.本章将展开这个主题以勾画对偶化任意射影重构算法

的一种显式方法.然而，在实际实现的层次上仍存在着需要克服的困难，才能使这种对偶方法

产生可执行的算法.

20.1 Carlsson-Weinshall 对偶

% E1 =(1，0,0,0)
T
，E2 =(0,1，0,0)

T
，E3 =(0,0,1，0)

T* E4 =(0,0,0，1)
T
为 IP3的一个

射影基.类似地，令 e,=(1，0,0)7,62 =(0，1，0)7,63 =(0,0,1)7和 64 =(1，1,1广是射影图像

平面 IP2的一个射影基.

现在考虑一个矩阵为 P 的摄像机.我们假定摄像机中心 C 不在任何轴平面上，即 C 的四

个坐标没有一个是零.对于这种情形，图像上的四个点 PE;( i = 1,⋯,4)中没有三个是共线

的.因此可以对该图像施加射影变换 H 使得 e,二 HPE,.我们假设 H 已经施加过，并把 HP 简

单记为 P� 因为 PE;= e;，矩阵 P 的形式是

b d
c d-

定义 20.1 摄像机矩阵 P 称为简化摄像机矩阵，如果对每个 i = 1，⋯，4,它将 E,映射到

，也就是说，

现在，对任何点 X =(X，Y，Z，T)t可以验证

P =

f X\
d l

b Y + d T

K c Z + d T ^

Y
b d

c d .

(20.1)P = Z

注意在这个方程中摄像机矩阵的元素和点的坐标之间的对称性.它们可以进行如下交换

f a\
T1

b
T (20.2)

Z TJV d J
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摄像机和点的角色互换可以理解为对偶的一种形式，并将其称为 Carlsson-Weinshall 对偶，或更

简略地 Carlsson 对偶. 关于这个对偶的内容将在本章余下部分进行探讨.

20.1. 1 对偶算法

首先，我们将用 Carlsson 对偶从一个给定的射影重构算法推导出一个对偶算法.具体地

说，如果有一个由 m +4 个点的 n 幅视图进行射影重构的算法，那么可以证明存在一个由《+4

个点的 m 幅视图进行射影重构的算法 . 这个由 Carlsson [Carlsson-95]观察到的结论，将通过

描述对偶算法步骤而具体化.

我们考虑一个射影重构问题，并将它记为P(m，n).它是由 n 个点的 m 幅视图进行射影重

构的问题.定义图像点为<，它表示第个物体空间点在第；幅视图上的像.即上标表示视图

的编号，下标表示点的编号.如果存在一组摄像机矩阵炉和一组 3D 点 X;使得< = P;X;，则这

样的点集便称为可实现的. 射影重构问题P(m，n)就是对给定的 n 个点和 m 幅视图的可

实现集合 j<|求这样的摄像机矩阵和点 X;.这组摄像机和 3D 点一起称为该点对应集合的

一个实现(或射影实现).

^A( n,m +4)表示求解射影重构问题穴 m +4)的一个算法，现在将介绍一个求解射影重构

问题P(m，n +4)的算法.这个算法将被记为《4 *(m,n +4),意味着算法>4( n ,m + 4 )的对偶.

作为起步，我们将不加证明地给岀算法的步骤.另外，难点将掩饰过去以便阐述总的思想

而不至于陷人细节中.在描述这个算法时,重要的是跟踪指标的范围和弄清楚它们是指摄像

机还是点.因此,下面的说明可能有助于保持跟踪.
• 上标表示视图的编号 •

• 下标表示点的编号.

• i 从 1 到 m.
• 7从 1 到

• A 从 1 到 4.

对偶算法给定一个算法■Ab.m +4)，目标是给出一个对偶算法 ( m ,n +4).
输入算法

^
(m,n +4)的输人是在 m 幅视图中可见的 n +4 个点组成的可实现集合.

这个点集如图 20.1(左）那样排在一个表中.

在这个表中，点<+4同其他点<分开,因为将对它们做特别处理.

步骤1:变换

第一步是对每一个计算一个将第；幅视图中的点 xi + 4，fc = 1，⋯,4映射到2维射影空间

IP2标准基的点 et的变换 T. 变换亡同时也施加于每一个点<以产生变换后的点 x'j = rx；.^
得结果是如图 20.1(右）所示的变换点的阵列.如图所示，不同的变换 T‘被算出并施加于该阵

列的每一列.

步骤2:转置

去掉该阵列的最后四行，并把该阵列剩下的块转置.定义矣与此同时，把点和视图

在心中做一个交换.因此点免现在被看作是第 i 个点在第幅视图中的像，而点 X
，;是第个点

在第 i 幅视图中的像 . 这里实质上发生了点和摄像机角色的互换，这正是式（20.2)表示的

Carlsson X利禹的基本概念.这样得到的转置阵列如图 20.2(左)所示.
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视图⑺

视图⑺ x' l x'\ x,nl

x\ 4 xi X
,m

2

X 2 X 2
X ,

J

XJ 点⑺ Xf\ x'l
点⑺

x\ xl el e l

X }H-I

^
1 el e2 e2

4

^
2 e3 e3

4
XU 磘3 e4 e4 C，4

Xln+4 磘4

T 2

图 20.1 左:算法乂（m,n +4)的输入.右:变换后的输人数据.

视图（y)

与 4视图（/)

X/点(0

i：

^
点(i)m -/ eiei ei

e2e2 e2

iL

^
e3e3 e3

i卜4 e*e4 e4

图 20.2 左:转置的数据.右:由附加额外点扩展的转置数据.

步骤3:扩展

现在把上面所得阵列扩展4行:点 et出现在该阵列中的第（m +幻行的所有位置上，如图

20.2(右)所示.扩展的目的将在 20.1.2节中解释.

步骤4:求解

上一步得到的点阵有 m +4 行和 n 列，且可以看作是在 /1幅视图中可见的 m +4个点的位

置.它正是算法 +4)(我们假设该算法已经给出）求得的一个候选解 . 这里的本质是

391



计算机视觉中的多视图几何

在这个阵列中的点形成了一个点对应的可实现集合.其正确性论证暂时推迟.算法》4(n，m +4)

的结果是满足心 =

~
夂的一组摄像机

~
和点免.另外，对应于该阵列的最后四行，存在点

之+*,使得对所有
_
/有

步骤 S:3D 变换

由于上一步得到的是射影重构，故可以做变换（等价地，选择一个射影坐标系）使得点

成为 IP3的标准基的四点 Ek.唯一的要求是由射影重构得到的点不共面.这个假设

的有效性将在后面说明.

至此，我们看到 et =FXm+t = FEt.由此推出P具有如下特殊形式

d j l

P = y d j (20.3)

步骤 6:对偶

令i=(X;,Y;，Z;，T;)
T
，且P如式(20.3)所给定.现在定义点 X,+ =(&，W，/)

T
和

摄像机

「X; T;1
P"= Y, T,

Z, Tj
则可以验证

P% =(X〆+T/,Y

^
+T〆，Z〆+ Ti(/J )

T

= P%
= i i
= Ĵ

另外，如果定义 X n+ k = E k ,k = 1，⋯，4,则 PfiX„+t = et.于是,摄像机 P“和点 X,与 X„+t显然形

成由该算法第一步得到的变换数据阵列的一个射影实现.

步骤7:反变换

最后，定义 P
;
=(T

;
)

^
P"，并加上前一步中得到的点X,

^
X„+t，我们便得到原始数据的一

个射影实现.可以验证

FXy = (T) ' * P,iXJ. = (r ) -' x'i = x;
至此，完成了该算法的描述.可以看到它采取以下几个步骤.

(1)在第 1 步中，通过选择四个特殊点，将数据变换到标准的图像参考坐标系中.

(2)在第2和3 步中，将问题映射到对偶域,产生一个对偶问题穴n，m +4).

(3)在第4 和5 步中，求解对偶问题.

(4)第6步把所得解映射回原始定义域.

(5)第7 步撤消初始变换的效应.

20.1.2 算法合理性的证明

为了证明算法的合理性，我们必须确认在第4 步中变换后的问题确实存在一个解 .在考
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虑这一点之前，有必要先解释第3 步以及第5 步的目的，前者通过增加图像点 et的行扩展了数

据;后者把任意的射影解变换到其中四个点等于3D 基点 Et的一个解.

这两步的目的是确保得到对偶重构问题的一个解，其中的 P具有式(20.3)给出的特殊形

式,B卩摄像机矩阵只用4 个值来参数化. 这样描述对偶算法是为了使它对无论什么算法

A( n ,m +4)都有效.然而，如果已知的算法 +4)具有直接对摄像机施加这个约束的能

力，则第3 和5 两步都可以省去.正如即将见到的,基于基本矩阵、三焦点或四焦点张量的算

法都可以容易地按这种方式修改.

同时，由于具有式(20.3)形式的 P称为简化的摄像机矩阵,我们称一组图像对应的任何

重构为简化重构,只要它的每个摄像机矩阵具有这种形式.但是，并非所有可实现的点对应的

集合允许一个简化实现，下面的结论刻画了具有这种性质的点对应集合.

结论 20. 2 —个图像点的集合|<:i，⋯， = ⋯，n|有一个简化实现的充要条件是它

可 以 通 过 增 加 补 充 对 应 =1，⋯，4 使得

( 1 )图像对应的整个集合是可实现的，并且

(2)对应于补充图像对应的重构的点 X„ +4不共面.

证明证明是很直接的.假设这个对应集合允许一个简化实现,并令 P‘是简化摄像机矩

阵集合，令点 X n + k = E k , h = l ,⋯,4,被投影到 m 幅图像上 .对所有的乙这些投影是<+4 =

反过来，假设增加的点集是可实现的,并且点 X„ + t不共面.此时，可以选择一个射影基使

得叉�+4 =仏.于是对每一幅视图及所有 A 有 由 此 得 出：每 一 个#有 所 希 望 的 形 式

(式(20.3)).

在证明这个算法正确之前,必须再做一个注释.

结论 20.3 如 果 一 个 图 像 点 集 = ⋯， = ⋯，n!允许一个简化实现，那么转置

集合I免“= I , ■ ■ ■ ,n；j = 1 , r n\也如此，这里对所有 i 和），有圮 = X).
这是基本的对偶性质，上面算法的第6步给出了有效的构造性证明.现在可以证明算法

的正确性了.
结论 20.4 若<和 ( 如 图 20.1(左）所示）是一组可实现的图像点对应，并且假设

( 1 )对每个；,4 个点 K + k ( k = l ，⋯，4 )不包括三个共线点 •

(2)在一个射影重构中，四个点 X„+ t不共面.

那么，20.1.1 节中的算法将会成功 •

证明由于第一个条件，对每一个；，存在变换 T'将输人数据变换到图 20.1(右）所示的

形式.变换后的数据也是可实现的，因为变换后的数据与原始数据仅相差一个图像射影

变换.

现在,把结论 20. 2 应用于图 20. 1(右）时，对应的 xj允许一个简化实现.根据结论 20. 3,
转置的数据（图 20.2(左））也允许一个简化实现 . 再用一次结果 20.2 证明扩展的数据

(图20.2(右））是可实现的.而且，点 Xmu不共面，因此第5 步有效.接下来进行第6 和7 步

就没有问题了.

第一个条件可以从图像对应<来验证.也许有人认为验证第二个条件需要实现重构 .

然而，无须进行重构就可以验证重构的点是否共面.这作为一个习题留给读者.
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20.2 简化重构

在本节中,我们主要考虑并重新评价上节介绍的算法中的第3 ~5 步 .扼要地说，这些步

骤的目的是为了从一组图像对应得到一个简化的重构.因此，输人的是允许简化实现的一组

图像对应矣（见图 20.2(左））. 而输出的则是一组使得对所有 ij�满足 Pi =免的简化的摄像

机矩阵 P和点丈.

如我们所知道的，完成给定算法中的这些（步骤3 ~5)的一种方法是把另外4个合成点对

应加人该点集，进行射影重构，然后应用3D 单应使得 3D点氧+4映射到 IP3的一个射影

基 Ek.它的问题在于有噪声存在时，射影重构是不准确的.因此，用这个方法得到的摄像机矩

阵将把点 Ek映到接近但不等于的点.这意味着摄像机矩阵不是准确的简化形式.因此，我

们现在要考虑计算点对应的实现的方法，使其摄像机就是简化的.

20.2.1 简化的基本矩阵

这些对偶方法最明显的应用是对偶化涉及基本矩阵和三焦点张量的重构算法.它将引出

(分别）对跨#幅视图的6点或7点的重构算法.本节考虑由6点的重构. 重构问题P( /V,6)
的对偶是问题P(2,7V +4)，即在两幅视图中由 Af +4 点的重构.第 10章中有关基本矩阵的方

法是解决这个问题的标准方法.

为此，我们定义简化基本矩阵.

定义 20.S 基本矩阵f称为简化基本矩阵，如果它满足条件 ejFei =0 , i = l ,
由于简化基本矩阵已经满足从四组点对应推导的约束，它显然可以从少量的附加点计算

出来.事实上，线性计算需四个点，而非线性计算需三个点.

,4.

20.2.2 简化基本矩阵的计算

对一个简化基本矩阵，条件 =0(k 1 ,⋯，3)意味着

^
的对角元素是零� 要求（1,1,1)

F(1,1,1)T
=0又给出另外一个条件:f的元素和为零. 因此可以把f写为

ro P
(20.4)F = 0

. t - ( p + q + r + s + t ) 0.

从而，使这个基本矩阵参数化并满足所有线性约束(但不是条件 det F =0).现在，不难看出满

足％'
7匕=0的另外一组点对应 xex'将提供关于f的参数的一个线性方程. 给定最少

四组这样的对应，可以在相差一个不重要的比例因子下解出这些参数.只给定三个这样的对

应，则额外约束 det 旁 =0可以用来提供确定f所必要的额外约束. 可能存在一个或三个解.这

个计算类似于 11- 1.2 节从七组点对应计算基本矩阵所采用的方法.在给定四组或更多对应

xox'时，可以求最小二乘解.
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20.2.3 恢复简化摄像机矩阵

计算与简化基本矩阵对应的一对简化摄像机矩阵却惊人地棘手.我们不可以按通常的射

影摄像机的情形假设第一个摄像机是[I I 0]，因为它是非一般的，其摄像机的中心对应于基点

E4 =(0,0,0,1)
T.然而，我们可以假设这一对摄像机有如下形式

d l
和 p，=p = b d

c d .

(20.5)

因为第一个摄像机的中心是（1,1,1,1)T
，它相对于基点h，⋯，仏是一个一般点.进一步，如

果 d/0,则我们可以假设 d =1，但是我们不主张这样做.

对应于这对摄像机的简化基本矩阵是

b ( d - c ) - c( d - b ) -

c( d - a )
0

F = - a( d - c )
. a( d - b )

0 (20.6 )
- b( d - a )

读者可以验证它满足四个线性约束以及零行列式的条件.目前的任务是在给定基本矩阵条件

下恢复(《，6,0，心的值.它看上去好像是要联立求解二次方程组，但是存在如下的线性求解方

0

法.

(1)通过解齐次线性方程组:

7,2 /2, 0 -

/13 0 /31

f a\
b =0 (20.7)

. 0 /32 JVC >

可 以 求 得 比 率 其 中 為 是f的第《元素.这里出现的矩阵显然与f有相同的秩（即2),因

此这个方程组存在唯一解（相差尺度因子).解提供了关于<1,6 和(；的一组齐

次方程，即 fia =46，Ca =如和 C6 =&，其中的两个是线性独立的.

(2)类似地，通过解方程组(d -a,d - 6,6 - c)F =0可 以 求 出 比 率 这 个

解也是唯一的.这又提供了关于 a ,b ,c ,d 的另外两个线性方程.

(3)由该方程组可以在相差一个尺度因子的意义下解U,6,c，d),并可以根据式(20
_
5)重

构第二个摄像机矩阵 •

20.2.4 由三视图中的六点求解

简化基本矩阵计算的最小配置是三个点，此时可能存在三个解. 根据对偶化规则，它可转

化为用跨三视图中的六个点来解的一个重构问题.它在利用三焦点张量作野值检测中的应用

已在算法 16.4 中介绍.出于对最小配置解本身的兴趣，并由于它的实际应用，这里把它作为

算法 20.1 显式地给出.这个算法基本上是把前面介绍的内容放在一起，然而还是有若干小的

改动 •

在算法 20.1 中，摄像机矩阵的最终估计在原先点测量的定义域中进行.另一种做法是如

20.1.1 节中的基本算法那样在对偶的定义域中运用 DLT 算法.然而，现在的方法似乎更简
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单.其优点是不需要应用逆变换 T,TMB. 更主要的是最后利用原始数据来计算摄像机矩阵.

这是重要的，因为变换可能严重扭曲数据的噪声特征.

这个算法和下节介绍的 n 视图情形的基础是对偶基本矩阵k 注意对偶基本矩阵如何表

示同一图像中点之间的关系.事实上，用来解f的方程是由同一图像中的点构造的.它与标准

的基本矩阵不同，后者所编码的关系是不同图像中看到的点之间的关系.

目标

给定跨3 视图的6组点对应由这些点计算一个重构,它包括3 个摄像机矩阵 p，p'*pav
及6个 3D点 X,，⋯,X6.

m
( 1 )选择4 个点，其中没有3 个点在3 幅 视 图 的 任 一 幅 中 共 线 . 令 它 们 是 对 应 =

1，⋯，4.
(2)对第一幅视图求一个将每个 x2 + 4映射到的射影变换 T.把 T 作用于另外两点 x,和 x2，产生点

x, = Tx^i2 = TX2.

(3)如式(20.4)中一样，由对偶对应之“52推导一个关于简化基本矩阵尹的元素p,9, 的 方 程.该

方 程 由 关 系 =0 导 出.

(4)用上面两步一样的方法，由另外两幅视图的点形成另外两个方程.这将产生关于5个未知量的3

个齐次方程.因而存在简化基本矩阵的2参数解族，它由两个独立的解#,和匕生成.

(5)—般解是？= A A +/iF2.根据要求:det f =0,可以导出关于（A#)的一个齐次三次方程，由它可

解出（A，AO并因此得到f.将有 1 个或3个实解.下面将对每个解轮流应用以下步骤.

(6)用节 20.2.3 的方法求在式(20.5)中定义的第二个简化摄像机矩阵 f 的参数(a,6,c,rf)T.

(7)我们在原始测量域中完成重构 . 由（a,6，c，d)T定义的摄像机 f 的对偶是点 X2 =(�人<

^
)
7. 因

此6个 3D 点是 X,=( l ,l ,l,l )T,X2 =(a,6,c,d)T* X2 + i = E4 , fc = l,⋯,4.这就给出重构场景的

结构.然后可以利用7.1 节介绍的摄像机标定的 DLT 算法来计算 3 个摄像机矩阵.由于这里需

要相对于原摄像机坐标定义的摄像机矩阵，我们使用原始坐标求解 P，P
^
和 P",使得 PX;=

'
等.

因为是准确解,DLT 解将是充分的.

算法 20.1 由三视图中的六点计算一个射影重构的算法.

20.2.5 n 视图中的六点

对用于三视图六点的方法做很少修改就能应用于多视图六个点的情形，主要的差别是简

化的基本矩阵&将由数据唯一地确定.具体地说，在 20.2.4 节算法的第4步，每幅视图贡献一

个方程，对于四幅或更多的视图，将足够确定

对这种数据冗余的情形，必须当心噪声的影响.由于此原因，看起来应该用原始的未变换

的点进行该算法的最后一步.这能减轻采用变换的点而可能造成的噪声畸变的效应.
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20.2.6 /1 视图中的七点

视图中的七点问题与三视图的《+4点的情形相对偶，并且用由 71 组点对应来计算简化

三焦点张量的方法求解.

定义 20.6 三焦点张量:T被称为简化三焦点张量，如果它满足由合成点对应 ek^t'k^e：,
A =l，⋯,4所产生的线性约束.

由7点重构的一般方法类似于在 n 视图中的六点方法，除了用简化的三焦点张量代替简

化基本矩阵之外，然而仍存在着一些小的差别.

在计算简化三焦点张量时，对应于合成的对应 e;eeyee;+的约束应该完全准确地满足，而

用来计算张量的其他对应是有噪声的，故仅仅是近似地满足.若不然，则计算的张量将没有准

确的简化形式.对于简化的基本矩阵的情形，通过简化基本矩阵的一种特殊的参数化来处理，

也就是说,利用参数化使得由合成对应产生的约束自动地满足（见式(20.4)).对于三焦点张

量情形，这样一种便利的参数化的可能性不明显.该合成约束的形式是

n

=0,
它比简化基本矩阵的线性约束要复杂得多.可以按下面给出的另一方法进行.

在通常计算三焦点张量的线性方法中,必须求解形如 At =0的一个线性方程组，或者更准

确地说，寻求满足 l|t||=1 并使 II At||最小的向量 t.在求解简化三焦点张量时，矩阵 A 可以分

成两个部分,一部分对应于应该准确地满足由合成对应产生的约束，另一部分对应于由实际对

应产生的约束，它必须在最小二乘意义下满足 . 第一组约束形如 Ct =0,而第二组可以记为

At =0.问题变成:求在约束||1||=1 和《=0下最小化||又1||的1.求解这个问题的一个算法

由算法 A5.5 给出.

对于从简化张量求三个摄像机矩阵的问题，好像还不存在一种类似于 20.2.3 节对基本矩

阵所描述的那样简单方法.可以用在一般对偶算法第5 和6 步中所介绍的方法来代替.

这种类型的最小配置是两视图的7点，此时，最好直接用 11.1.2节的方法求解，而不是采

用六视图3点的对偶化方法.

20.2.7 性能问题

基于简化基本矩阵和三焦点张量的对偶重构方法已被实现和测试. 这些测试的结果在一

个学生的报告中，由 GiUes Deburme 于1996 年8月提供. 由于这个报告实际上已经不复存在，

我们把该结果总结在这里.

最严重的困难是由于对图像进行了射影变换#而使噪声分布的失真.对图像数据进行射

影变换会使任何加在数据上的噪声分布失真.这个问题与在任何图像上必须选择四个非共线

点有关.如果在任一图像上这些点接近共线，那么用于图像的射影变换（在该算法的第 1 步

中）可以使该图像产生极大的失真.这种失真可以严重降低算法的性能.

如果不对噪声失真给予特别关注，则算法的性能一般是不令人满意的,尽管在算法的4 ~6

步极小心地最小化由于噪声产生的误差，当第7步用了逆射影变换后，平均误差变得非常大.

虽然某些点保持非常小的误差，而在那些失真非常大的图像中却产生相当大的误差.

用4.4.4 节意义上的归一化也是一个问题. 业已证明对数据进行归一化对于线性重构算
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法的性能是关键的.然而，对图 20.1(右）已变换过的数据（它在几何上与实际图像的测量无

关)应该采用哪一类归一化仍是一个迷.

为得到好的结果,似乎有必要把算法第 1 步假定的误差分布传递下去以得到图 20.1(右）
所示的变换过的数据的假定误差分布，然后在重构过程中最小化与这个传递误差分布有关的

残差.或者说，在重构过程中要最小化的代价函数必须回过来与原始图像点的测量误差相联

系.[ Hartley-00a,Schaffalitzky-00c]中报告的最近研究工作证明它的确使结果显著提高.

20.3 结束语

20.3.1 文献

Carsson-Weinshall 对偶的基本思想首先同时出现在[Carlsson-95]和 Weinshall[Weinshall-95]
的两篇论文中，接着在一篇合著的论文[ CarlSSOn-98]中被介绍.这里关于对偶化一个算法的

一般方法的处理是由[Hartley-98b]给出的，它由这些早期论文推导得来.处理噪声传播的方

法细节在[Hartley-OOa]中给出，它建立在 Gillies Debunne(1996 年 8 月）的一篇现已不存在的

报告的基础上.

由三视图六点的重构问题也许首先在一个技术报告[ Hartley-92b]中处理（后来发表为

[Hartley-94c])，其中证明了最多存在八个解.[Quan-94]给出了这个问题的一个完整的解答，

其中证明了只有三个可能的解，这一点也在[ Ponce-94]中指出.论文[ CarlSSOn-95] 指出这个

问题是两视图七点问题的对偶并且它的解是已知的.这使本章给出的方法得以系统地表述.

[Torr-97]用最小的六点配置来对三焦点张量进行鲁棒性估计.由 n>3 视图六点重构计算的

另一种方法在[Schaffalitzky-OOc]中给出.该方法不需要图像先被投影变换到一个标准基.

20.3.2 注释和练习

(1)20.1.1 节的对偶算法中曾提到这个方法只有在定义图像变换的4 个点不共面时才有

效.不过请注意，在这种情形下，18.5.2 节的算法将线性地计算出一个射影重构.

(2)如果所选择的4点是共面的,则单应 T‘将把这个平面映射到一个公共坐标系 . 从而

变换过的点 x'j将满足 17.5.2节的条件，即连结任何一对点<和 x'U j m k 是固定的，而每一

个 i 对应不同的直线）的直线将相交于同一点.这种情形的对偶在[Criminisi-98,Irani-98]中
介绍.

(3)仍然是所选择4点为共面的情形:在施加 f 之后，这4点所在平面的任何点将映射到

所有图像中的同一点.因此，与这组点对应相一致的基本矩阵将是反对称的.
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当用一组点对应来进行场景的射影重构时，通常非常重要的一条信息被忽略了——如果

点在图像上可见，那么它们必然在摄像机的前面.一般，射影重构的场景与欧氏坐标系解释的

实际场景不能保证非常相似.场景常常在无穷远平面处被切开，图21.1 用2维的情形给予说

明.把这个简单的约束考虑进来后,就可能使重构至少非常接近于场景的仿射重构.这样产

生的重构称为“准仿射”，它介于射影重构和仿射重构之间 . 场景对象在无穷远平面上不再被

切开，虽然它们也许仍然存在严重的射影失真.

如果我们不介意摄像机而仅要求场景具有正确的准仿射形式，那么把射影重构转变到准

仿射是非常简单的——事实上它能在大约两行编程中完成（见推论21.9).如果还要求处理

摄像机则需要解一个线性规划问题.

21.1 准仿射变换

设B 为 IR"的子集，如果连_接 B 中任何两点的线段完全在 B 内，则称B 为凸集.包含S的

最小凸集称为 B 的凸包，记为互我们将主要关心 3D 点集，因此 n = 3.我们把 IR3看成是 IP3

的一个子集，它由所有非无穷远点组成.无穷远点构成无穷远平面，记为I . 这样一来,IP3
=

IR3 U Tt..IP3的子集是凸集的充要条件是它包含在 IR3
中而且是 IR3中的凸集. 因此，根据这个

定义，一个凸集不包含任何无穷远点.

定义 21.1 考虑一点集|X]CIR3 CIP3.—个射影映射 MP3—IP3被称为保持点IX,+丨的

凸包，如果

(1)对所有 i>(X;)是一个有限点，且

(2)/i 把点|X;1 的凸包双射到点|h i X , ) ] 的凸包.

图21.1 所示的例子可以帮助理解这个定义.这个例子是关于 2D 点集的，但原理是一样

的.图中显示了一把梳子的图像以及根据一个射影映射重取样的图像.然而，该射影映射不

保持梳子的凸包.大部分人会认同这个重取样的图像与摄像机或人类的眼睛所见到的一把梳

子的任何视图不一样.

如下面即将给出的定理所示，保持点集的凸包性质可以用各种不同的方式来表征 .为了

叙述这个定理，我们引人一个新的记号.

记号符号交记点 X 的齐次表示，其最后一个坐标等于 1.

本章中我们感兴趣的是齐次量表示的向量（例如 3D 中的点）之间的准确等式（不是相差
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一个常数的等式).这样一来，例如，如果 H是一个射影变换，那么可以用 HX =TX'来表示把

点爻映射到点交'的变换，常数因子T要求能使这个等式准确地成立.

现在来叙述该定理.

⑻ (b)

图 21.1 (a)—把梳子的图像 .（b)对该图像施加一个射影变换的结果.这个射影变换不保持由梳子的

点组成的凸包.在原始图像中，梳子的凸包是包含在可视图像范围内的有限集合.但是,此凸包的某些

点被该变换映射到无穷远.

定理 21.2 考虑一个射影变换 IP3和一个点集 IX,}. 设i是由 h 映射到无穷远

的平面. 下面的陈述是等价的.

(1H保持点集|X;|的凸包.

(2)对点集|\|的凸包中的任何点殳有殳 nt =0.

(3)令 H是表示变换 /1 的一个矩阵，并假设 Ht = T;&，则所有的常数 T:都有相同的

符号.

证明我们将按（1)=>(2)=>(3)=>(1)来证明.

(1)=>(2) 如果 A 保持点的凸包，那么对于\凸包中的任何点又，A( 又 ）都是有限点.

因此 X n n„ =0.

(2)=>(3) 考虑连接两点 X,+和 X;的弦,并假设 T:和 Tj(如定理的（3)中定义）有相反的

符号. 因为 T:是\坐标的连续函数，故从\到\的弦上一定存在一个点交使得 T'等于零.

这意味着 H 交 =( X',Y', Z',0)\ 由于 5 在点 IX]的凸包中，这与(2)相悖.

(3)4(1) 我们假设存在符号都相同的常数 T;,使 =T戈;.令 S是 IR"的一个子集，

它 包 含 所 有 满 足 条 件 的 点 X，其中T'与T:有相同符号.集合S包含|X;|.我们将证

明S是凸集.如果\和\是 S的两点，其对应常数是T:和 T；，则任何介于\和\之间的点 X
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必须具有介于 T;和 T;'之间的 T'值 . 为说明这一点，考虑一个点 + - a)<，其中

O

^
a

^
l.该点在 X,+和 X;之间.用h4

T
记H的最后一行.则

= hJX
=h；(aX;+ (l -a)X;)

= ahJX;+(1 -a )KX j
= aT；+(l -a)T；

如断言的那样，此值在 T,'和 T；之间.因此，T'值的符号必定与 T;和 T;一样，从而 X 也在 S 中.

这证明 S 是凸集 •

现在，令 5 是 S 的一个凸子集.我们将证明 / 5)也是凸集.可以容易地看到它是成立

的，因为把I中的线段映射为一条不会穿过无穷远平面的线段 . 因此,A 把任何满足

S D 5 D j X]的凸集 5 映射到满足5'：)5'：)I X:}的凸集 5'.而且，如果H 满足条件(3)，则

显然也满足.由此推出凸集 S 和歹之间的上述对应是双射.因为|X J(或|X;!)的凸

包是所有这样的凸集的交，这就证明了 A 保持这些点的凸包.

保持给定点集的凸包的射影变换组成一个非常重要的类，并被称为准仿射变换.

定义 2 1 . 3 令S 为 IR"的子集而 /

^
为正"的一个射影变换.如果保持集合S的凸包，则

称射影变换 A 是关于集合 S 的“准仿射”.

可以验证如果/

^
是关于B 的准仿射，那么 A

_
1是关于 h(B)的准仿射.而且，如果 A 关于S

是准仿射而g关于 A(B)是准仿射，则g o h 关于B 是准仿射.因此，准仿射射影变换可以按这

个方式复合.然而，严格地说，关于给定的固定点集合的准仿射射影变换不构成一个群.

我们将考虑通过一个射影变换相互对应的点集Ixjftllx；}.当我们提到这个射影变换是

准仿射的,总表示与集合 I XJ有关.

2维准仿射映射 2维准仿射映射是 3D 空间中平面点集与它们在射影摄像机映射下的

图像之间的变换，正式地陈述如下.

定理 21.4 如果 B 是 IR3
中一个平面（“物平面”）上的点集，并且B 完全位于一个射影摄

像机的前面,那么由该摄像机定义的从物平面到像平面的映射是关于的准仿射.

证明存在把物平面映射到像平面的一个射影变换 A 是众所周知的. 这里需要证明的是

这个射影是关于B的准仿射.令L是摄像机主平面与物平面的交线 . 因为 S 完全在摄像机

的前面，所以L 与B的凸包不相交.然而：根据主平面的定义>(L) =L„，其中是该像平

面上的无穷远直线.从而，可以推出(h(B)n L x =0,进而根据定理21.2 可知这个变换是关

于S的准仿射.

注意:如果点 x,�在一幅图像中可见，则对应的物点必须在摄像机的前面,把定理21.4 应用

于一系列的成像操作(例如，一幅图像的图像的图像等），其结果是这个序列中最先和最后的

图像由一个平面射影变换相关联，该变换是关于最后一幅图像上可见的物平面上的任意点集

的准仿射.

类似地，如果两幅图像取自一个平面上的点集彳XUX i丨和 j 是两幅图像中的对应点，

那么存在一个准仿射映射（关于O把每个 x,.映射到<�，因此定理 21.2 适用，可得下面的
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结论:

结论 21.5 如 果 1 和U;1 是两幅视图中的对应点，它们是一个平面上物体点集合 I X; 1
的影像，那么存在一个表示平面射影变换的矩阵 H，使得 =�；#，并且所有％有相同符号.

21.2 摄像机的前面和后面

一个点 X =( X，Y，Z，T)T
相对摄像机的深度在式(6.15)中被证明是

depth( X；P) =

式中，M 是 P 的左边3 x3 子矩阵，m3
是 M 的第三行，并且 P X = w x. 这个表示式与 X 或 M 的

具体的齐次表示无关，即乘以一个非零的尺度因子它不会改变.这个深度的定义被用来确定

一个点在摄像机的前面与否.

结论 21.6 点 X 在摄像机 P 前面的充分必要条件是 dePth( X ;P) > 0.

事实上，对摄像机前面的点深度为正，摄像机后面的点为负，对无穷远平面上的点为无穷

大，而摄像机主平面上的点为零. 如果摄像机中心或点 X 在无穷远，则深度没有定义.

本节只关心深度的符号而不是它的大小，于是可以写为

depth( X；P) = M；TdetM
式中，记号+表示符号相等.量 Sign( dePth( X ;P) )称为点 X 相对于摄像机 P 的正负性.一个

点如果其正负性从1 变为 - 1，或者从
_
1 变为1，则称正负性被一个变换反置.

sign( det M ) w (21.1 )
T||m3||

( 21.2 )

21.3 3维点集合

本节将解释点的正负性与摄像机和点集凸包之间的联系.现在来陈述主要结论.

定理 21.7 令 PE和 P'E
为两个摄像机 . Xf为位于两个摄像机前面的点集合.而 *,

_
和 *,'为

对应的图像点.（上标 E 表示欧氏）

(1)令（P，P'，|X;1 )是从图像对应得到的任意射影重构,并且 PX,=�;义和 P% =

则对于所有的符号相同.

(2)如果每个\都为有限点，且 PX;= M;乂对所有有相同符号,则存在一个准仿射变

换 H 把每个 X;变到 Xf.
根据定理10.1,—定存在把每个 x;映到 Xf的射影变换. 当前的定理给出了额外的信息，

即该变换是准仿射，从而存在一个准仿射重构.

注意每个的符号相同的条件不受将 p，p'或任何点 X,.乘以一个常数因子的影响，从而

不因这些量的齐次表示的选择而改变. 具体地说，如果 P 乘了一个负常数,那么对所有的

也乘了一个负常数.因此对每个的符号反置了，但是它们仍保持相同的符号.类似地，

如果一个点\乘了一个负常数，那么《;;和两者都改变了符号，因而的符号没有改变.

同样，对所有 i，每个

^
(在定理的第(2)部分)符号相同的条件也不受摄像机矩阵乘以一个负

(或者正）常数的影响.

证明点 Xf 在摄像机 PE和 P'E
的前面，从而相对于这些摄像机有正的深度 . 根据式
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(21.2)得到

depth ( Xf；PE)=det(ME)w；Tf
因此，对所有；,det( ME ) WiTf >0.类似地，对于第二个摄像机有 det( M'E

)M；;Tf >0.把这些表

达式乘在一起，并把 Tf消去（因为它出现两次），得到 W;M；；detMEdetM,E
>0.由于 detMEdetM'E

是常数，这证明了叫《；,'符号不变.

以上是根据真实配置来证明的.然而，注意对任何 H,有 = PEXf =( pEir 1 )( HX?),
因而《

^
,'对于射影重构(pEir 1 ,P,EH -M HX〖！）也具有相同的符号.因为任何射影重构都是

这种形式（除齐次常数因子外），而且符号相同的条件与 Xf ,PE,P'E的齐次表示的选择无

关,由此推出在任何射影重构中，对所有的符号相同.这证明了此定理的第一部分.

为证明第二部分，假设在射影重构化先 = p文中的所有％符号相同.由于这是一个射影重

构，存在一个由 H 表 示 的 变 换，使 得 对 某 些 常 数 仏 和

^
成 立 和PIT 1 = SPE.从而

«,x;= PX,=(PH -1 )(HX
1 ) =(ePE)(

^
Xf )

因此对所有；有

PEXf = ( w / e i j i )^
然而，由于 depth( X f , PE)>0，我们得到对所有 i’有 det ( ME)w / e V i >0. 又由于 det ( ME ) /e 是

常数,并且根据假设,对所有 i

^
符号相同,所以对所有 i，％符号相同，因此根据定理21.2，满

足 H*,. =化纪的映射 H 是关于点夂的一个准仿射.

注意:对所有符号相同的条件只要对其中的一个摄像机验证即可.然而，根据定理第

(1)部分的定义 P'S,=w;i;，对所有符号相同.因此，如果所有的％符号相同，则也

如此.

21.4 获得一个准仿射重构

根据定理 21.7 ,任何使得 P文 =�；义且对所有符号相同的射影重构是一个准仿射重

构.与任意的射影变换相比,准仿射重构的优势在于它给出物体真实形状的一个更接近的近

似.正如[ Hartley-94b]中所说的，它可以用作场景度量重构过程中的一个垫脚石.另外用它

可以恢复物体的凸包或者确定诸如两点是否在一个平面的同一边等问题.

结果表明，在已知一个射影重构条件下，准仿射重构是非常简单的，正如下面的定理

所示.

定理21.8 其中一个摄像机是仿射摄像机的任何射影重构是一个准仿射重构.
证明一个仿射摄像机是最后一行形如(0,0,0,1)的摄像机.对于这种情形，记《；义 =

P文，可以立即验证对所有 i，都有％=1,因而它们都有相同的符号. 根据定理21.2,这意味着

这个重构与真实的场景相差一个准仿射变换.

由它立即得出下面的结论：

推论21.9 若(？，？'，|叉,
_
|)是一个场景的射影重构，其中1> =[1|0].则通过交换 P 和 P'

的最后两列，以及每个\的最后两个坐标会得到此场景的一个准仿射重构.
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这类似于结论 10.4,在那里证明了如果已知摄像机 P 实际上是仿射摄像机，则上面的步

骤提供了一个仿射重构.

21.5 变换正负性的效果

现在，我们来推导与式(21.2)中定义的深度公式稍微不同的一种形式.令 P 是一个摄像

机矩阵 .P 的中心是使 PC =0的唯一的点 C.则可写出 C 的显式公式如下.

定义21.10 给定一个摄像机矩阵 P，我们定义 C;为向量( Cl ,C2,c3 ,c4)，其中

c^ C-O'detP10

式中，

^
是 P 去掉第；列后所得到的矩阵 •

我们用[ P/VT ]记由一个 3 x 4 的摄像机矩阵 P 增加最后一行 VT而组成的 4 x 4 矩阵 � 由

定义 21.10 导出 det[ P/VT ]的一个简单公式.按最后一行的余子式展开这个行列式给出，对

任何行向量 VT有 det[ P/VT ] = VTCP成立.作为它的一个特例，如果 p『是 P 的第 i 行，则

p^Cp = det[ P/pH =0
上面的等式成立是因为这个矩阵有重复的行 . 由于该式对所有 i 都成立，从而推出 PCp = 0,
因此（

^
是摄像机的中心，正是上面所断言的.

注意子矩阵合⑷与分解式 P =[M M中的矩阵 M —样，因此有 det M
新公式化式(21.2)如下：

这允许我们重= C4 »

depth( X；P) = M；( E4TX ) ( E4TCp )

式中，E4
T
是向量(0,0,0，1).这里值得注意的是 E4为表示无穷远平面的向量——点 X 在无穷

远平面上的充分必要条件是 E4TX =0.

我们现在考虑由矩阵 H 表示的一个射影变换.如果 P'= PH

^
和 X'= HX,则这个变换保

持图像对应.当说到一个射影变换被应用到一个点集和摄像机时，其含意是点 X 被变换到

HX 且摄像机矩阵被变换到 PH 1.

本节我们将考虑这样的射影变换及其对点关于摄像机的正负性的影响.首先，我们希望

确定当 P 被变换到 PIT 1时，CP会发生什么变化.为回答这个问题，考虑任意4 维向量 V. 有

V^-' CPH - , = det( PH - VVT// -' ) = det( P/VT ) deti/ - ' = VTCPdetH -'
因为上式对所有向量 V 成立，故由它推出 H -'CPH -, sCpdetlT1

，或者

CPH . , = HCPdetH - '
从某种层面来看，这个公式表明变换 H 把摄像机中心 C = Cp变到新位置 CPH.,«HC ±.

然而，对 CMW的准确坐标，特别是出现在式（21.3)中最后一个坐标 c4的符号感兴趣，这样一

来，因子 detlT 1
是主要的.

现在，把式(21.4)应用于式(21.3)给出

(21.3)

(21.4)

depth( HX；PH
_ 1 ) = M；( E4THX ) ( EjCpH - , )

^^( EjHXKEjHCJdetH - 1

可以把表达式 E4TH 解释为被 H 映射到无穷远的平面这是因为点 X 在 ir„上的充分

必要条件是 HX 的最后一个坐标是零，即 E4HX =0.另一方面，X 在t上的充分必要条件是
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X =0.最后,把变换矩阵 H 的第 4行记为 h4
T
，并把 sign( det H)记为 S，得到

结论21.11 如果是被射影变换 H 映射到无穷远的平面，并且S = sign(det H),则
depth( HX；PH - 1

)=M;( nl X)( ml Cp)5
这个方程将被广泛地应用，它可被视为式（21.3)的一种推广.在下一节将看到 S = sign

( det H)是判断 H 是反向或者保向变换的一个指标.这样一来，变换 H 对正负性的影响仅由

被映射到无穷远平面1的位置以及 H 是保向或反向来确定.

我们现在考虑不同的变换对点关于摄像机的正负性的影响.首先考虑的是仿射变换的影

响.

结论21.12 具有正行列式的仿射变换保持任何点相对一个摄像机的正负性.具有负行

列式的仿射变换则使正负性反向.
证明仿射变换保持无穷远平面不变，因此 =E4.然后比较式(21.3)和结论 21.11 即

得出此结果.

我们现在来确定一个任意的射影变换如何影响正负性.

结论21.13 令 H 表示一个具有正行列式的射影变换，并且t是被 H 映射到无穷远的空

间平面.点 X 的正负性被 H 保持的充分必要条件是 X 与摄像机中心在平面t的同一边.

证明由于 detH >0,从式（21.3)和结论 21.11 得出 depth(X；P)=depth(HX；PH 1)&5
充要条件是( nIX)( n：C)=(E4TX)(E4TC). 假设点 X 和摄像机 P 位于有限点，使得其正负性

是适定的,并且通过变尺度使得 X 和 C 的最后坐标都等于 1.在这种情形下,（E4TX)(E4TC) =1，
并可见保持正负性的充要条件是（nlX)( nl C)土1，或改写为 nlX 士 n：C.这个条件可以解

释为点 C 和 X 都位于平面&的同一边.因此，点 X 的正负性被变换 H 保持的充要条件是它

与摄像机中心在平面I的同一边.

21.6 定向

现在考虑图像定向问题.如果一个 IR"到它自身的映射 A 的 Jacobian(偏导数矩阵的行列

式)在点 X 是正的，则称 A 在点 X 处是保向的;如果该 Jacobian 值是负的，则称 h 在这些点上

是反向的.IR"中的点相对于一个超平面的反射（镜面影像）是反向映射的一个例子.从 P"到
自身的一个射影变换 /1限制为 IR" _

t到 IR"的一个映射，其中t是由 H 映射到无穷远的超平

面(直线、平面).考虑 n =3的情形，并且令 H 是表示射影变换 A 的一个4 X4矩阵.我们希望确

定在 IRn - L中，映射在哪些点X 上是保向的.可以验证(利用 Mathematical

^
Mathematica-92]

非 常 容 易）：如 果 而 J 是 /tWJacobian 矩阵在 X 处的值，则 det( J) = det(H) /V�由

此推出下面的结论.

结论21.14 由一个矩阵 H 表示的 IP3
中的射影变换在 IR" - 中的任何点是保向的

充要条件是 det(H)>0.

当然，可定向的概念可以扩展到整个 IP3
上，并且可以证明 /

^
在整个 IP3上是保向的充要条

件是 det(H)>0.这里最基本的特征是作为一f拓扑流形，IP3是可定向的.

通过准仿射变换对应的两个点集IX|和|1 称为反向，如果该变换是反向的.作为一个

例子，考虑由对角矩阵 H = diag(1,1,- 1,1)给出的变换.该变换的行列式为负，因而是反向
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的.另一方面，它是仿射的，因此是准仿射的.所以总是能够构造场景的一个反向的准仿射重

构.因此看上去好像场景的方向不能从一对图像来确定.虽然有时这是对的,但有时也可能

排除场景的一个反向的准仿射重构，从而确定场景真正的定向.

这里,常识提供一些线索.具体地说，一个双眼立体图像对可以看作给一个眼睛提供一幅

图像而给另一个眼睛提供另一幅图像. 如果送得正确，则大脑感知场景的一个3D重构.然而

如果把这两幅图像交换并提供给相反的眼睛.则透视将被反过来——山峰变成山谷，反之亦

然.实际上，大脑是能够计算图像对的两个相反定向的重构.因此，似乎在某种环境下一个图

像对的两种相反定向的实现是存在的.这在图 21.2中说明.

图 21.2 用交叉融合观察的双眼立体图像对（双眼交叉让左眼看右图而右眼看左图）.底部的两

幅图像与上部的一对图像是一样的，只是它们的位置被交换.在上部的图像对中,我们看到一个 i

型的区域浮在平面背景上. 在下部图像对中,i型区域看上去是一个凹痕.两个“重构”的区别是

对背景平面做了反射.它表明同样一对图像可以给出两种不同定向的射影重构.

但是，令人惊讶地发现这种情况不总是存在，如下面定理所证明的.如果重构的 3D点 X,.

在所有摄像机的前面，那么该点对应集合的射影实现被称为强实现，这个定义将在下面的定理

和本章其他地方用到.

定理 21^5_ 令^P，P'，IX」）是唯一可实现的点对应集合的一个强实现 . 存在另一个反

向的强实现(？，？'，i&!)的充要条件是在 IR3
中存在一个平面使得两个摄像机 P 和 P'的透视

中心在这个平面的一边，而点 X;在另一边.
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证明考虑该结构配置的一个强实现.根据定义，所有的点都在两个摄像机的前面.假

设存在一个平面把两摄像机中心和这些点分开.令 G 是把给定平面映射到无穷远的一个射

影变换，而 A 是一个仿射变换.进一步假设 det G >0 和 det A <0.令 H 是复合变换 H = AG.
根据结论21.13,变换 G 对这些点来说是反置正负性的，因为这些点和两摄像机中心各在这个

平面的一边.根据结论21.12，人也是反置正负性的，因为把4<0. 因此复合变换 H —定是保

持正负性的，并且把一个强结构变换到另一个强结构.然而因为 H 的行列式为负，它是反向

的，因此这两个强实现有相反的定向.

反之，假设存在两个反向的强实现,并且令 H 是把一个映射到另一个的变换.因为 H 是 ，

反向的，故 det A <0. 由定义，相对于两个摄像机，映射 H 在所有点上是保持正负性的.如果

t是被 H 映射到无穷远的平面，则根据结论21.13,点 X 必须在平面t的不同于两个摄像机

中心的另一^边 .

21.7 正负性不等式

第 21.4 节中给出了一种可以直接从射影重构得到场景准仿射重构的非常简单的方法 .

然而，在那里得到的重构没有注意点必须在所有摄像机前面的条件. 事实上，在这个构造中第

一个摄像机是一个仿射摄像机，对它来说，前面和后面不是适定的. 充分利用可见点必须在摄

像机前面这个事实的好处，可更严格地约束这个重构以导致更加逼近场景的一个真正的仿射

重构.

我们将给出由多幅图像推导重构的方法.给定一组图像点1<丨，其中<是第 i 个点在第y
幅图像上的投影.不是所有的点在每一幅图像上都可见，因此对某些Gj’），点 xi没有给定，此

时，不知道第 i 个点是否在第y 个摄像机前面. 另一方面，一个像点 X；的存在表示这点是在摄

像机的前面.

开始时，我们假设已知场景的一个射影重构，它包含一组 3D 点\和摄像机 P使得

^
P X,在这个方程中把隐含的常数因子显式地给出得到《/戈 =PX,.该方程中的 P和\分

别是矩阵或向量的任意齐次表示.结合定理21.7,对多视图可以陈述如下：

结论21.16 考虑一组点 Xf 和摄像机 PE,并对一些指标(

~
_
)定义 = PEX〖使点 Xf在摄

像机俨前面.令（P;X,)是由 X；得到的射影重构. 则存在摄像机矩阵 ± P和 X;= ± X;
使得对 x：有定义的每个（ij

_
)有

P J'X;=w/

^
并且 W；>0

简要地说，我们总可以在必要时用 -1 乘以摄像机矩阵和点来调整射影重构，使得只要图

像点<存在就是正的.该证明因简单而略去.为寻求矩阵斤和点元，可以假设其中一个

摄像机是 ？， ，另外所有的点和摄像机可以乘以 -1.对所有的 LP:元 且 *«!>o 的

条件决定选择戈 = x;或 -x;，使得 X;有定义.对所有的入由每个已知之确定心，使得 *!:有
定义.以此类推,我们可以容易地找到应用于户和\的因子±1，以便得到 py|q X,.假设这

个过程已完成，并分别用 PyfP 义代替每个P和x;.下面,我们将省去波浪号并且对修正过的

P和\继续进行运算.目前我们知道只要图像点<给定便有 >0.
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现在，我们来求变换 H，它把射影重构变换到准仿射重构并且按要求使所有的点在摄像机

的前面.用4 维向量 v 表示被 H 映射到无穷远的平面 ，这个条件可以写为(见结论 21.11 ) :

depth( Xi；P ) = ( vTXi ) ( vTC)5 > 0

式中，S = sign( detH ). 这个条件对于沁给定的所有（i J)成立 •

因为如果必要，我们可以自由地用 - 1 乘以向量 V ,故可以假设摄像机 P1的中心满足

( VTC' )5 >0. 容易推出下面的不等式

X[v >0, 对所有；成立

5CTv >0, 对所有>成立

方程式(21.5)可以称为正负性不等式 .由于每一个 X;，C 和 C'的值都是已知的，它们组

成了关于 v 的元素的不等式组 .5的值预先不知道，因此有必要对3 = 1 和3 = - 1 两种情形

(21.5)

求解.

为求所需要的变换 H，我们首先对3=1 或3 = - 1 解正负性不等式来求 v 的值. 所求的

矩阵 H 是最后一行为 vT并满足条件 det H=5的任意矩阵. 如果 v 的最后一个元素非零，则 H
能选择简单的形式，即其前3行的形式是±[ I I 0].

如果一个欧氏重构（或更具体地说，一个准仿射重构）是可能的，则必然对 S = 1 或者

S = - l存在一个解.在某些情形中，对 S =1 和3= - 1,该正负性不等式都存在解.这意味着

存在两个反向的强实现.可能发生这种情形的条件在 2L6节中讨论过.
解正负性不等式当然，正负性不等式可以用线性规划技术来求解 .然而如它们所表示

的，如果 v 是一个解，则对任何正因子也是解.为了限制在有界解的范围内，可以加进另

外的不等式.例如,如果¥=(〃1 ,1；2，1;3 ,0

'
则不等式 -1 <〃,<1 可以用来把解的范围限制在

有界的多面体内.

为得到唯一解，我们需要指定一个线性化的目标函数.一个合适的策略是寻求最大化每

个不等式所满足的范围.为做到这一点，我们引人另一个变量4 式(21.5)中每个不等式3\>0

(对适当的 a)都用不等式 aTv 代替.我们求满足所有这些不等式的最大化的i 这是一个

标准的线性规划问题，并存在许多求解方法，比如单纯形法（[Press- 88])e.如果找到一个解

^
>0,那么它是一个所希望的解.

算法总结现在，我们给出采用正负性不等式计算场景的准仿射重构的完整算法 .这个

算法在上面概述时是对两视图情形做了讨论.现在将给出任意视图数的算法. 对多视图的推

广是直接的.

界定无穷远平面当然准仿射重构不是唯一的，它被确定到相差一个关于点和摄像机中

心的准仿射变换.然而，一旦求得了一个，便可以界定无穷远平面的坐标范围.因此，令 P和

\组成场景的一个准仿射重构.可以通过选择 p和 x;的符号使得\的最后一个坐标和每个

的行列式为正.可以对点和摄像机进行平移使得坐标原点在这些点和摄像机中心的凸包

中.为简单起见，可将这些点的形心放置在原点.

© [Press-88]中给岀的单纯形算法不适合作为标准使用，因为它做了所有变量为非负的不必要的假定.用于此问题时

它需要做修正.

408



第2 1章 正 负 性|

m
给定一组 3D点 X,.和摄像机矩阵P，组成由图像点集得到的一个射影重构，计算一个把该射影重构变

换到准仿射重构的射影变换 H.
算法

(1)对每一对使点<给定的(�,))，令PX;=�；/笔.

(2)用-P代替某些摄像机P，并用- X;代替某些点 X;，以便能按要求保证每个 >0.

(3)形成正负性不等式(21.5)，其中 C =(V由定义21.10确定.

(4)对3= ±1 的每个值，为这组正负性不等式选择一个解（如果存在).令该解为 vs.至少对于S的一

个值，解必然存在，有时对 S的两个值解都存在.

(5)定义一个矩阵 Hs，其最后一行等于 vs并满足 det(H)土& 矩阵 H,就是所要求的变换.如果 H+ 和

H _都存在，那么它们导出两个反向的准仿射重构.

算法 21.1 计算一个准仿射重构.

可以施加另一个准仿射变换 H得到另一个重构. 令t是被 H 映到无穷远的平面.我们

只限于关注保向的变换，且希望寻找关于n„坐标的约束，以使得 H 是准仿射 . 平面有这种

性质的充要条件是它完全位于点和摄像机中心的凸包之外.由于这个平面I不穿过凸包，它

不可能通过原点.用向量 V 表示I，那么 V 的最后一个坐标非零.因此可写▼ =(&，,r3，1)
T.

因为原点与所有的点在这个平面的同一边，正负性不等式变成

X[v >0, 对所有〖 成立

CTv >0, 对所有
_
/成立

式中，v =(w2，《3，1)
T.通过求解在这些约束下最大化h或 -1的线性规划问题，可以找到每

一个％的上界和下界.没有一个〃，可以是无界的，因为否则的话，由向量 v 表示的平面71�，可

以任意地接近原点.

在求解该系统之前，良好的习惯做法是用一个仿射变换去归一化这组点和摄像机中心，使

得它们的形心位于原点并且它们的主矩都等于 1.

完整的计算无穷远平面位置的界在算法21.2 中给出.

(21.6)

目标

给定场景的准仿射重构，确立无穷远平面坐标的界限.

算法

(1)归一化点 X,.=(Xi )Yj,Zj,Ti)7使得兄 =1，并归一化摄像机P =[M>|f ]使得 det 1.
(2)进一步做如下归一化:用HMX;替代 X,.，并用PH替代P,其中H是一个仿射变换，它把形心移动

到原点并在主轴方向上进行缩放使得主轴相等.

(3)令 v =( «

^
»2馮，1)

T,形成正负性不等式(21.6).任何保向并把该重构映射到图像的一个仿射重

构的变换 H必然具有形式
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0.
H =

其中向量 v 满足这些正负性不等式.

(4)每个《;的上下界可以通过运行6次线性规划问题而求到.所希望的变换 H的坐标必然在这些界

所定义的长方体内.

算法 21.2 确立无穷远平面的界

21.8 哪些点在第三幅视图中可见

考虑由两视图得到的一个场景重构.现在来考虑哪些点在第三幅视图中可见的问题.这

样的问题发生在给定两幅未标定的场景视图并要求合成第三幅视图的时候.它可由前两幅视

图进行场景的射影重构而后投影到第三幅视图来完成.此时，非常重要的事是要确定一个点

是否在第三个摄像机的前面,即确定它可见或不可见.
如果只给出了第三幅视图相对于某给定重构的参考坐标系下的摄像机矩阵，则不可能确

定这些点在真实场景中是在第三个摄像机的前面还是后面.其基本的多义性在图 21.3 中说

明.然而，如下面的结论所指出的，已知一个点在第三幅视图中可见的信息可以用来消除这个

多义性.把定理 21.7 应用于第一和第三幅视图时得到下面的准则.

Pi P2

<Lp3

图 21.3 点集 X 在所有3个摄像机的前面.但是若用一个保向的射影变换 H 把

^
映射到无穷远，那么点

集将在摄像机 P]
和P2的前面而在摄像机 P3

的后面.因此假设点集 X 是由摄像机P1和P2所获取的图象重构

而得，并且令P3为任意其他摄像机矩阵.如果存在一个平面把摄像机 P3
的中心与其他摄像机中心分开且

不与点集 X 的凸包相交，则不能确定点是否在 P3的前面.

结论21.17 令点（？1
，户，丨\|)是一组对应幻0<的一个实现.令P3是第三幅视图的摄

像机矩阵且假设�= P%,i = 1，���,3,则�对所有在第三幅视图中可见的点\都有相同

的符号.

在实际中，常常是至少知道一个点 X。在第三幅视图中可见.用它来定义的符号后，
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任何其他点\在摄像机 P3的前面的充要条件是 w;w) =^30.
举个例子，一旦利用两幅视图得到一个射影重构，第三个摄像机的摄像机矩阵可以由已知

在它前面的六个或更多点的图像确定下来，方法是由给定的对应< = P3 X;(其中点 X;是重构

的点）直接求解摄像机矩阵 P3.然后可以明确地确定其余的点哪些在 P3的前面.

21.9 哪些点在前面

当我们试图对已经由两幅或更多幅未标定视图重构的场景来人工合成一幅新视图时，有

时需要考虑点被其他点遮挡的可能性.它导致这样的问题:给定投射到新视图中同一点的两

个点，哪个点更靠近摄像机并遮挡了另一点？在可能出现反定向的准仿射重构时，可能再次出

现无法确定一对点中的哪一点更靠近新的摄像机. 这在图 21.4 中说明.如果存在一张平面

将点集与摄像机中心分开，则存在两个相反定向的重构,从而不能确定谁在谁前面.如图 21.4

所示的这种多义性仅发生于如下情形:有一张平面I把所有可见点集合与摄像机中心分开.

如果不是这种情形,则可计算一个准仿射重构而轻易解决这个问题.然而，为了避免计算准仿

射重构的开销，我们倾向于只利用场景的射影重构来解这个问题.下文将解释如何来做这

件事.

图 21.4 点\比*2更靠近摄像机.但是如果用了一个反向的射影变换，把映射到无穷远，那么*,和 *2仍

然在摄像机前面，但是 x2比 &更靠近摄像机.

我们可以求式(21.1)的逆，得到 depth -1( X;P) = l/dePth(X;P)的一个表达式. 这个逆

深度函数在摄像机主平面上是无穷大，在无穷远平面上是零，在摄像机前面的点为正而在摄像

机后面的点为负.为了记号简单起见，我们用 x(X;P)代替 depth -1(X;P).
对位于过摄像机中心的射线上的点 X,X(X；P)

的值沿着这条射线单调减小，由摄像机中心处的正无穷

大，经过正值减小到无穷远平面上的零,然后再经过负

值继续减小到位于摄像机中心的
_
*.点 X,比叉2更

靠近摄像机前面的充分必要条件是 X(Xt )>x(\).这

在图21.5 中说明.

现在，如果该配置经历一个将平面变换到无穷

远的保向变换 H,则参数 x 将被一个新的参数 X'代

替,定义为 x'(X) = X(HX;PH
_
1
)• x'的值也必然沿着

X '=0

■z’>0— I —x，<0—

图 21.S 参数 x.
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射线单调变化.因为 H 是保向的，根据结论 21.13 ,在摄像机中心前面的点经变换后仍将在摄

像机的前面.因此 X 和 X'都沿着相同射线方向单调减小.如果 X,* X2是该直线上的两点，

那么 X'( X J >/(%2)的充分必要条件是

^
)> X(X2 ).

当射影变换的行列式为负时，摄像机的前面和后面将局部地反置. 在这种情形中，参数 X'
增加的方向也将被反置.因此，x V X,)、

^
(又

^
的充分必要条件是

“
又」< X(X2).

当射影变换把场景变换到“真实”场景时，如果有两点被投影到图像中同一点，则有较大

X'值的点更靠近摄像机.这导致下面能让我们由任意射影重构确定摄像机前面的两个点中谁

更靠近摄像机的结论.

结论 21.18 假设两点\,和\2映射到一幅图像中的同一点. 考虑这个场景的一个射影

重构，并且令参数 x 在该射影重构的坐标系中（由式(21.3 ) )定义.如果这个射影重构与真实

的场景有相同定向，则在真实场景中离摄像机前面较近的点有比较大的 X 值.另一方面，如果

射影变换有相反定向，则 X 值比较小的点在真实场景中离摄像机的前面较近.

如前面已经提到的，除非存在一个平面将点集与用来重构的摄像机分开，否则场景的定向

是唯一确定的，并且我们能确定结论 21.18的射影变换的行列式是正的还是负的.然而，它可

能需要用21.7 节介绍的线性规划方法来计算该配置的一个强实现.如果不同定向的强实现

存在,则如图 21.4 所说明的，存在一个本质的多义性.然而,这个多义性可以由一个点对与摄

像机的相对距离的知i只来解决.

21.10 结束语

21.10.1 文献

本章的议题涉及有向射影几何，它在一本标准且可读的教科书[Stolfi-91]中讨论.Laveau
和 Faugeras 在[ LaVeaU-96b]中应用了有向射影几何的思想.[ Robert-93]也用摄像机的前面和

后面的概念来计算射影重构中的凸包.本章引自论文[Hartley-98a]，它也讨论了诸如准仿射

映射不变量和允许任意对应有准仿射重构的条件等议题.

[ Hartley-94b,Hartley-99]指出正负性,特别是正负性不等式在确定准仿射重构（它是过度

到仿射和度量重构的中间步骤）中很有用.最近，Werner 和 Pajdla 在[Werner-01]中使用定向

射影几何消除伪直线对应，并在两视图中限制五点的对应[Wemer-03],
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退 化 配 置

在前面各章中，我们给出了与多幅图像相关的各种量——射影矩阵、基本矩阵和三焦点张

量的估计算法.但在给出它们的线性和迭代算法时几乎没有考虑这些算法会失败的可能性 .

我们现在就来考虑这种可能性在什么条件下会发生.

通常，如果给定足够多的对应点并在某种类型的“一般位置”上，估计中所求的量将被唯

一确定，同时我们给出的算法也将是成功的.但是,如果给岀的对应点太少或所有的点在某些

临界配置上，那么唯一解将不存在 . 有时会是有限数目的不同解，而有时会是一个完整的

解族.

本章将聚焦在本书中我们所碰到的三个主要估计问题:计算摄像机射影矩阵、由两视图重

构和由三视图重构.这里给出的某些结果是经典的，特别是计算摄像机矩阵和两视图临界曲

面问题.其他的则是相当近期的结果.我们将依次考虑不同的估计问题.

22.1 计算摄像机投影矩阵

我们先考虑给定空间中的一组点及其在图像中的对应点集来计算摄像机投影矩阵的问

题.因此给定一组空间点 x,和它们被射影矩阵为 p 的摄像机映射到图像中的点 Xi.这些空间

和图像点的坐标已知，要求计算矩阵 P. 这个问题已在第7章中考虑过.在考虑这个问题的临

界配置之前，我们先离题来研究一下摄像机射影的抽象概念.

摄像机被看作点假定存在一组对应点 X;

^
x;.让我们假定存在唯一的摄像机矩阵 P 使

得 现 在 令 H 为该图像的一个射影变换矩阵，并令 x;= HX;为变换后的图像坐标.那

么显然存在唯一的摄像机矩阵 P'使 ，即摄像机矩阵 P'= HP.反过来，如果把\映射

到 x;的摄像机矩阵 P 不止一个,那么把 X;映射到<的摄像机矩阵 P'也不止一个.因此，投影

矩阵 P 是否存在唯一解的问题在相差一个射影变换 H 的意义下由图像点 Xi确定.

其次，注意对摄像机矩阵 P 进行射影变换 H 不会改变摄像机中心.具体地说，点 C 是摄

像机中心的充要条件是 PC =0.但 PC =0的充要条件是 HPC =0.因此,图像的射影变换保持

摄像机中心不变.下一步，将证明这基本上是仅被保留的摄像机性质.

结论 22.1 令两个摄像机矩阵 P 和 P'有同一中心.那么存在由一个非奇异矩阵 H 表示

的图像射影变换使得 P'= HP 成立.

证明如果中心C不在无穷远，那么摄像机矩阵的形式为 P =[ M|-Me]和 P，=[M，|-M，c]，
其中 c 是表示摄像机中心的一个非齐次3 维向量. 于是显然有 P'zM'MdR 如果 C 是一个

无穷远点，那么选择一个 3D 射影变换 G 使得 GC =C 为有限点.此时，两个摄像机矩阵 PG 1

413



计算机视觉中的多视图几何

和 P'G — 1有同样的中心，即t由此推出对某个 H 有 P'G = HPG.消去 G 即得 P'= HP.
该结论可以解释成在相差一个射影变换的意义下图像仅由摄像机中心确定.由此看出在

考虑摄像机矩阵的唯一性问题时，可以忽略除摄像机中心以外的其他所有参数,因为它独自确

定图像的射影变换类型，从而确定解是否唯一 •

图像被看作射线的等价类为了深入了解计算摄像机射影矩阵的临界配置，我们首先来

考虑把 IP2映射到 IP1
的2维摄像机.考虑一个摄像机中心 c 和空间中的一组点射线斤与

一条线阵图像1交于一组点 ，因此点&是点 x,.的图像
_
在 1D 图像中，点到点1的射影可

以用6.4.2 节中所介绍的2 x3 的射影矩阵来描述.

如第2章所证明的，射线集的射影等价类与图像点孓的相同.图 22.1 对此给予了说

明. 因此，除了可以把图像看成是线阵图像上的点集外，还可把图像看成由摄像机中心出发过

每个图像点所组成的射线集合的射影等价类.在正好有4 个图像点时，点&(或等价的、射

线）的交比是该射影等价类的表征.我们记<c;Xl，⋯，x„ >为射线集合&;的射影等价类.

图 22.1 用一个2D 摄像机产生的平面上点的投影 .1D 图像由射线1,=$与线阵图像1的交点形成.图像

点集合I& I射影等价于射线集合 i I.图像的射影等价类由4点的交比确定.

这些说明对3D点到2维图像的射影同样有效.我们也可以扩展上面的标记，用<C，X,，⋯，

X„ >来表示所有射线@的等价类.正如2维的情形一样，它是点 X;相对于中心为 C 的摄像

机的投影的一个抽象.

我们将考虑摄像机中心和3D 点的配置，并采用|C1 ,-,Cm；X1 ,-,X„|或其变化形式来

标记.在分号之前的符号表示摄像机中心，而分号之后的表示3D 点.为了使推导出的结论叙

述简洁，我们定义图像等价的概念.

定义 22.2 两个配置

!C1 ,- , C m；X1 XJ 和

称为图像等价，如果对所有 i = l，⋯,肌，都有〈CjX,，⋯,X„〉MChX,'，⋯，X:〉.
图像等价的概念不同于点集和摄像机中心的射影等价.实际上它与重构多义性的关系

是:如果配置 I C,, ;X,，⋯，X„丨有一个不是射影等价的图像等价集，那么这就是射影重

构问题的多义性，因为点和摄像机的射影结构不能由图像集合唯一确定.在这种情形，我们说
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配置|C,，⋯，C

^
X,，⋯，X„|允许另一种重构.

22.1.1 2D 中的多义性——Chasles 定理

在考虑常用的 3D 摄像机之前，我们讨论较简单的2D 摄像机 .2D 摄像机射影的唯一性分

析涉及平面二次曲线.由一组已知点 x;的投影确定摄像机中心的多义性意味着由两个不同的

中心 c，c'所产生的投影点相同.问题是在对于什么样的点配置这种情形会发生.这个问题的

答案由 Chasles 定理给出 .

定理 22.3 Chasles 定理 . 令 x;为 /!个点的集合，而 c 和 c'为两个摄像机中心，它们都在

同一平面上.那么

<c；x,, ,x„ > = < c ；x,, - ,x„ >
的充要条件是

(1)点 C,C'和所有 X,.都在一条非退化的二次曲线上，或

(2)所有点在两条直线（一种退化的二次曲线）的并集上,而且两个摄像机中心同在其中

—条直线上.

这两种配置如图 22.2 所示 .

图 22.2 点 x,，⋯，x„&等价方式投影到摄像机中心 c 和 C'.

注意该定理的一个简单推论为:如果 C"为另一个摄像机中心并与 C,C'和 X;在同一条二次

曲线（退化或不退化的）上，那么点到 C"的投影等价于它们到原来中心的投影 . 而且，对于增

加任意数目的额外点 x;.,只要它们仍在同一条二次曲线上就不会摆脱多义性.

22.1.2 3D 摄像机的多义性

现在我们来讨论在计算 3D 摄像机矩阵的多义性问题.三次绕线(3.3 节中介绍过）在 3D
情形的多义性中所扮演的角色类似于二次曲线在2D 摄像机中的角色.三次绕线的退化形式

由一条二次曲线加上与其相交的一条直线组成，并且由三条直线组成的退化三次曲线也如

此.如 2D 情形一样，由位于退化三次曲线上的点产生多义性时,摄像机中心必然都在同一分

支上.

图 22.3以及下面的定义给出导致摄像机矩阵计算多义性的点和摄像机配置的完整分类.

我们现在介绍其几何配置.与摄像机配置多义性确切相关的问题将在后面给出.

定义22.4 计算摄像机矩阵的临界集由两部分组成：

4 1 5
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图 22.3 由单幅视图计算摄像机矩阵的不同临界配置.空心圈表示投影中心而实心圈表示点.每一种情

形都由一条包含摄像机中心的代数曲线（或一个点)C,外加一组线性子空间（直线或平面)构成.

(1)包含摄像机中心以及任意数目的 3D 点的一条代数曲线C.这条曲线可以是

( a)—条非退化的三次绕线（自由度 3)

( b)—条平面二次曲线（自由度 2)

(c)一条直线（自由度 1)

(d)—个点（自由度 0)

(2)包含任意数目的 3D 点的线性子空间 L(直线或平面）的并集.

曲线C和线性子空间满足三个条件：
(1)每一个线性子空间必须与曲线C相交.

(2)曲线C的自由度与线性子空间的维数之和最多为 3.

(3)除C是单点的情形外，摄像机都不在C和线性子空间的交点上.

各种可能性如图 22.3 所示，根据定义22.4,很容易验证它们完全枚举了所有配置.

结论22. S 计算摄像机矩阵时可能出现的各种临界集是

(1)一条非退化的三次绕线C(自由度3).

(2)—条平面二次曲线C(自由度 2)加上与之相交的一条直线（维数 1 ).
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(3)—条直线C(自由度1)加上最多两条与第一条直线相交的其他直线（总维数 2).

(4)—条直线以自由度1)加上一张平面（维数 2).

(5)一个点C(自由度 0)加上最多三条过该点的直线（总维数 3).

(6)—个点C(自由度 0)和都过该点的一条直线和一张平面.

这些临界集合与计算摄像机矩阵的多义性的确切关系由下面的结论给出.

结论 22.6 令 P 和 P'是中心为（

^
和

^
的两个不同的摄像机矩阵.那么满足 PX;= P'X;

的两个摄像机中心和点 X;都在 22.4定义的临界集上.

此外，如果 P9 = P + 0P'的秩为 3e，那么由义的摄像机的中心在包含两个原摄像机中

心 C。和 0

^
的临界集的分支C上，并且对临界集中的任何点 X 都有 P9X = PX = P,X.

反之，令 P 是中心为 C。的摄像机矩阵.令 C。与3D 点集义在计算摄像机矩阵的一个临界

集上.令（

^
为临界集的分支C上的任何其他的点，并且q

^
c。，除非C由单个点组成.那么存

在一个中心是 C,的摄像机矩阵 P'(与 P 不同），使得对所有的点 X,有 PX;= P'X;.
证明我们只给出证明的要点，细节留给读者去补全.我们暂时需要区别在相差一个

比例因子下的齐次量的相等（将被标记为《)和绝对相等（将被标记为 = ). 假定 X 在 P 和

P'映射下形成同一图像点. 可以写成 PX«P'X.考虑比例因子后可以写成 PX = -评飞，其

中 0为某个常数 . 由此得到（PX + 0P')X =O.反之，假定对某个常数0有（PX + 0P')X =O,则
PX 二 -0P'X，因而有 PX«P'X.因此，临界集是 P + 0P'(其中 0为某常数）的右零空间中的点

X 的集合.

定义 P9 = p +0P'. 余下的证明涉及当0遍历所有值时，求满足 P9x =0的所有点 X 的集

合.如果匕是摄像机矩阵（秩为 3)，那么这样的 X 是摄像机匕的中心.但是如果 Pe对某个 0,.

是降秩的，那么满足 P9 iX =0的点 X 的集合是一个线性空间. 因此临界集由两部分组成：

(1)0遍历所有使 p
9为满秩（即秩为3)时的摄像机中心的轨迹.它是包含两个摄像机中

心（

^
与

^
的一条曲线C

(2)对应于使 P0的秩为2或更少的每一0值的一个线性空间（直线或平面).如果 Ps的秩

为2,使 P9X =0的点组成一条直线，而如果它的秩为 1，则组成一个平面.

令4维向量 Ce定义为 C9 =(Cl ，c2,c2,c3 )
T
，其中 Ci =(- 1)MetPf ,而 Pf 是 Pe删去了第；

列后的矩阵. 因为每个 Pf 是一个3 x 3 的矩阵并且匕的元素是 0的线性函数，所以每一个

c,=( - l )‘detPf 是0的三次多项式.根据定义 21.10 之后的那一段讨论,PeC# =0,从而如果

c#0,那么它是匕的摄像机中心，并且当0变化时点（：9的轨迹就是曲线C.因为（：9的坐标是

三次多项式，所以它一般是一条三次绕线.但是如果 cfl的四个元素有重根 0,.，那么曲线（：9的
自由度将减少.在这种情形下,pei不是满秩的，并且存在使 P9 i

. X =0 的点 X 的线性空间.这

样一来，临界集的线性子空间的元素对应于使 ce为零的0值.显然最多有三个这样的值.进

一步的细节留给读者去补全.

定理的最后部分有一个反命题——如果点和一个摄像机中心在同一个临界配置上，那么

存在另一个摄像机射影矩阵解，其所对应的摄像机在C的任何位置上.如上文所看到的:这里

摄像机矩阵 P 的确切形式并不重要，唯一重要的是摄像机的中心.对图 22.3 中的大多数配置

© 包 括 的 情 况.
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而言，从几何上就足以清楚地看到当摄像机沿轨迹C移动时，临界集的图像不变（相差一个射

影变换的意义下).当 C是平面二次曲线时，可以轻易地从 1D 摄像机的情形（定理 22.3)类推

得到这些结论.例外的是三次绕线的情形 . 图 22.4 用图示的方法对此做了说明.我们现在

不做证明，而在以后的内容中（结论 22.25)再回过来讨论这个问题.

图22.4 由一个射影中心观看三次绕线（t3/,«,l )T上点集的不同视图.看到的点是当 * =3,4,5,10,50,
1000时所观察到的图像，并且对图像做了适当的放大以防止点集变得太小.正如从图像大致可以看到的，

这些点集相差一个射影变换.从三次绕线的视点来看，三次绕线看上去像一条二次曲线，对于这里的特殊

情形，它是一条抛物线.

22.2 两视图中的退化特性

记号本章的余下部分中，用P和Q表示摄像机矩阵，用 P 和 Q 表示 3D 点.因此摄像机

和 3D 点仅根据它们的字体来区分.这样做也许显得有点混淆，但采用下标或加撇等其他方

法被证明更容易混淆.在由图像坐标重构的多义性讨论中，我们用P和 P 表示一个重构，而Q

和 Q 表7K另一个重构.

现在转向一个物体的两幅视图的情形 . 给定足够多的处于“一般位置”的点，我们可以确

定两个摄像机的位置并在相差一个射影变换的意义下使该点集得到重构.这可以用第 10章

中介绍的某个射影重构算法来完成. 我们现在希望确定在什么条件下该技术会失败.

因此，我们来考虑一组图像对应 K 这组对应的实现包括一对摄像机矩阵P和P'以及一

组 3D 点P;，对所有 i 满足 Xi =PP,和 =PT,.如果存在一个用矩阵H 表示的3D 射影变换使得对

mi都有Q = PH ―1,Q，
=P，H ―1和Q; = HP;，则称两个实现|P,P,,Pi }fq|Q,Q,,Qi }射影等价 •

由于问题的特殊性，这种等价的定义不完全适用当前的讨论.回忆一下，由射影重构定理

10.1 可知，我们不能确定位于两摄像机中心连线上的点的位置.因此,如果某些点在摄像机

中心的连线上，那么非射影等价的重构总是存在，两个重构的差别仅是点 P,和在这条直线
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上的位置.这种类型的重构多义性没有多大意义，因此我们将修改等价性的概念 r两个重构等

价的条件是存在一个 H 使0 zPIT1及Q'= P'H
'如同证明射影重构定理一样，这样的 H 也

把 Q;映射到 P;，可能的例外是重构点 Q;在摄像机中心的连线上.根据定理9.10,该条件也等

价于条件 FP.P = FQ.Q，其中 FP.P和 FQ.Q分别是对应于摄像机对(P，P')和（Q，Q')的基本矩阵.据

此，我们给出如下定义.

定义 22.7 摄像机和点的两个配置|P，P'，P;丨和 I Q，Q',Q;1 称为共轭配置，如果

(1)对所有；有PP;=QQ,和P'P,= Q'Q,.

(2)对应两个摄像机矩阵对(P，P')和(Q，Q')的基本矩阵 FP.P和 FQ.Q不同 •

拥有一个共轭配置的配置|P,P，,P,( 被称为是临界的.

一个重要的备注是一个临界配置仅依赖于摄像机的中心和点，而与具体的摄像机无关.

结论 22.8 如果丨P，P'，P」是一种临界配置，而是分别与P，P'同中心的两个摄像机，

那么 j 也是一种临界配置.

证明不难证明如下：因为丨P,P,,Pi }是临界配置，从而存在另一个配置丨Q，Q'，Q,丨使得

对所有 i 有PP;=QQ,和P'P,=Q'Qi.但是因为P , f有同样的摄像机中心，根据结论22.1 有令 =

HP，类似有f = HfP'.因此

知;= HPP; = HQQ; 且 PT;= HTT;= H,Q,
Qi.

因此，|1

^
，11'(3',(

^
是4，会',？,1 的一种替代配置,因而1 合>，|是临界的.

本节目的是确定在什么条件下会出现点对应集的非等价实现，这个问题可以由下面的定

理得到完全的解决,该定理将逐步地给予证明.

定理 22. 9
(1 )摄像机和点的共轭配置是三元组 . 因此一种临界配置丨P,P',P; I 有两个共轭配置

iQ,QSQi }

^
|R,,R,,Ri|.

(2)如 果 是 一 种 临 界 配 置,那 么 所 有 的 点 P,.和两摄像机中心 CP* CP.在一个直

纹二次曲面 SP上.

( 3 )反过来，假定摄像机光心P，P'和 3D 点集

^
在一个直纹二次曲面上（不包括结论 22.11

中的二次曲面( 5 )和（8 ) );那么 j P，P'，P; 1 是一种临界配置.

上文中的“直纹二次曲面”表示包含直线的任意二次曲面. 我们将会看到它包含各种退

化的二次曲面.二次曲面的一般讨论和分类在3.2.4 节中给出.一个二次曲面通常定义为满

足 XTSX =0的点集 X,其中 S 是一个4 x4 的对称矩阵.但是，如果 S 是任意的一个 4 x 4矩

阵，即不一定是对称的，那么可以看到对任何点 X,有 XTSX =(XTSsymX)，其中 S8yin = ( S + St)/2
是 S 的对称部分.这样一来,XTSX =0的充要条件是(XTSsyinX) =0,因而 S 与 S

8ym定义同样的

二次曲面.在研究重构多义性时，通常用非对称的矩阵 S 表示二次曲面比较方便.

证明我们先证明定理的第一部分.令 F 和 F'为两个不同的基本矩阵,Xt所有对应 x;

^
x；

满足关系 定义 F,=(1 -0)F +0F，.容易验证 x:VeXi =0.但仅当 detF9 =
0时 Fe为基本矩阵.现在,detF(0)—般是0的3次多项式.该多项式有根 0 =0

^
0=1 分别

对应于 F 和 F'.第三个根对应于第三个基本矩阵，因而有第三个非等价重构.在特殊情况中，

detF(0)关于0是2次的,因此仅存在两个共轭配置
_
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定理的第二部分由证明下面的引理得到.

引理 22.10 考虑对应不同基本矩阵 FP.# FQ.Q的两对摄像机（P，P' ) 和（Q，Q' ) . 定义二

次曲面 SP = P'TFQ.QP和 SQ = Q'TFP.PQ.

(1)二次曲面 SP包含P和F的摄像机中心.同样,SQ包含Q和Q'的摄像机中心.

(2)51>是直纹二次曲面.

(3)如果 P 和 Q 是满足PP =QQ 和P'P =Q'Q 的 3D 点，那么P 在二次曲面 SP上，而 Q 在

SQ上.

(4 )反之，如果 P 是二次曲面 SP上的一个点,那么存在一个 SQ上的点 Q 满足PP = QQ 和

P,P = Q,Q.

证明根据结论9.12,矩阵 F 是对应一对摄像机（P，P')的基本矩阵的充要条件是P'tFP
为反对称矩阵 � 但是，由于 FP.P/ FQ.Q，这里定义的矩阵 SP和 SQF是反对称的，从而表示非平

凡二次曲面.

我们约定矩阵P或P'所表示的摄像机的中心用 CP或 CP.表示.

(1)P的摄像机中心满足PCP =0.那么因为PCP =0，有

CjSpCp =C

^
(P,TFQ,QP) Cp =Cj( P,TFQ,Q ) PCP = 0

因此 Cp在二次曲面 SP上.同样,CP.在 SP上.

(2)$eQ为由 FQ,QeQ =0定义的对极点，并考虑过 CP的射线，它包含所有使 eQ = PX 的点.

因此，对任何这样的点，可以验证 SPX =P'TFQ.qPX = P,TFQ.QeQ =0.这样一来，该射线在 SP上，

从而 SP是直纹二次曲面.

(3)在给定条件下，可以看到

PTSpP = PTP,TFQ,qPP = QT(Q,TFQ,QQ)Q =0

因为WTFQ.QQ是反对称的.因此 P 在二次曲面 Sp上.同理可证 <2在 5(}上.

(4)令P 在二次曲面 SP上,并定义 x =PP 和 x，=P'P.那么从PTSPP =0推得0=PTP,TFQ,qPP =
xdFQ.Qx,因而x

^
x'是相对 FQ.Q的对应点对.因此存在点Q 使得QQ = x = PP 和Q'Q = x'=P'P.

由该引理(3)可知 Q 必然在 SQ上.

这个引理全面描述了产生图像对应多义性的 3D 点集 . 注意只要世界点在给定的二次曲

面上,两个任意选择的摄像机对都会给出多义性的图像对应.

22.2.1 多义性的例子

至此，定理 22.9的逆仍有待证明.这需要考虑所有类型的直纹二次曲面以及两个摄像机

中心在二次曲面的任意放置.直纹二次曲面的不同类型（包括退化情形）是（见 3.2.4 节）：单

叶双曲面、锥面、两个(相交)平面、单个平面、单条直线 .完全地枚举两个摄像机中心在一个

直纹二次曲面的放置的类型在下列结论中给岀.

结论 22.11 两个不同点（特别是摄像机中心）在一个直纹二次曲面上的可能配置枚举

如下

(1)单叶双曲面,两点不在同一条母线上

(2)单叶双曲面,两点在同一条母线上

(3)锥面，一点在顶点而另一点不在
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(4)锥面，两点在不同母线上，且都不在顶点上

(5)锥面，两点在同一条母线上，但都不在顶点上

(6)—对平面，两点在两平面的交线上

(7)—对平面，一点在交线上而另一点不在

(8)—对平面，两点都不在交线上，但在不同的平面上

(9)—对平面，两点都不在交线上，但在同一平面上

(10)单个平面和两个点

(11 )单条直线和两个点

在同一类中的任何两个二次曲面/点对是射影等价的.

显然，上文中列举的情形是完全的.在同一类型中的任何两个配置射影等价也是显而易

见的，唯一的例外是单叶双曲面的非退化情形.这个事实的证明将留作本章末尾的练习(1).

现在来考虑一种临界配置|P，P'，P, i 的例子，其中所有 P,在一个同时包含两个摄像机中

心的二次曲面 SP上.该二次曲面和两个摄像机中心属于结论22.11 中的一种类型.

令两个新摄像机( If )的中心以及一组点色在一个二次曲面 §
P上.假定

^
和两个摄像

机中心与给定的例子在同一类型中.因为在同一类型中的两个配置是射影等价的，我们可以

假定 §
P = SP且P和卢的中心一样，同时P'和P的中心也一样.因为点 t在SJ，因而 i P,P'，P;|

是临界配置，因此，根据结论 22.8,|f ，P;1 也是.

这表明为了证明定理 22.9的逆命题，只要对属于结论 22.11 的每一类（除了情形（5)和

(8))给出一个临界配置的例子就足够了.下面将给出若干类型的例子但不是全部.因为情

形(5)和(8)不是临界的，不在这里给出.剩下的情形留给感兴趣的读者.

临界配置的例子考虑P =Q = [I|0]和P'= [I11„]的情形.对此情形，我们看到

= [ t^]FQ'Q[I丨0] = [ JT] I 0]SP

因此

FQ.Q + FQ,Q FQ,Qt0
S, 2 i ^给定秩为 2的基本矩阵 FQ,Q和摄像机矩阵Q =[ I|0]，可以轻易地求出另一个摄像机矩

阵Q'.这可以由结论 9.13 的公式得到.我们现在来考虑属于结论 22.11 中不同类型的临界

配置的几个例子.

例22.12 单 叶 双 曲 面——两 中 心 不 在 同 一 条 母 线 上 . 我 们 选 择 FQ.Q =

0

0
0 和 ta =(0,2,0)T，那么 toTFQ,Q =(0,2,0)，并且求得0

L - 1 o

ssvm =

0」
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这是方程为 X2
+ Y2

+2Y - Z2 =0或 X2
+ ( Y +1)

2 - Z2 = 1 的二次曲面.它是单叶双曲面 � 注

意此时，摄像机中心为 Cp = CQ =(0,0,0)
T
(在非齐次坐标下）.摄像机中心 Cp.=(0,2,0)t.

我们注意到由 cp到 cp.的直线不在此二次曲面上.摄像机中心 cQ.并不是由已给定的信息唯一

确定，因为基本矩阵不唯一确定这两个摄像机.但是，满足 FQ,Qe =0的对极点 e是 e =(1，0,-1)T.
由于 e =QCq,，我们得到 Cq.=( l,0,- l,r1 )

T.在非齐次坐标下，X才任何灸有 CQ, = A(1，0,-1)T.
我们证明了由 Cp到 CQ.的直线完全在该二次曲面上，但 CQ.可能在这条直线的任何地方.

例22.13 单叶双曲面，两中心在同一条母线上 .FQ.Q的选择和上例一样而 =(3,4,
5)

T,那么 t〖FQ.Q =( -2,4,-2)并且求得

2

2 0 」
这是方程为（X - l )2 +(Y +2) 2 - ( Z + l )2 =4的二次曲面.它也是单叶双曲面 . 可以验证直

线(X，Y,Z) =(3t,4t,5t)完全在二次曲面上并且包含两个摄像机中心(0,0,0)T
和(3,4,5)t.

例22.14 锥面——两个中心在该锥面的顶点上 .FQ.Q的选择和上例一样而 to =(1,0,1)T.
对此情形我们看到 t0TFQ,Q =07并且求得 S8ym = diag( l ,l ,-1,0).这是一个锥面的例子 .P 和Q

的摄像机中心都在该锥面的顶点，即点 Cp =(0，0，0,1)T
上.

例2115 锥面一两个中心都不在锥的顶点上.选择 FQ,Q = diag(l，l，0)和 to =(0,2,0)
T
�

对此情形求得

= 0
0」

这是方程为/ +/ +2y =0或 W + ( y +1)2 = 1 的二次曲面.它是一个平行于 z 轴的圆柱面,

从而射影等价于顶点在无穷远点(0,0,1,0)T
的锥面.没有一个摄像机中心在该锥的顶点上.

例22.16 两张平面.我们选择 FQ,Q = diag(1,- 1,0),t。=(0,0，1)
T,使得 tcTFQ,Q =0

T.

对于这种情形，我们看到 31> =3,,1�=(1;%(1，-1,0,0)，它表示一对平面.此时摄像机中心在两

平面的交线上.
• 1 1 0'

例 2 2 . 1 7 单张平面 � 我们选择 FQ,Q = - 1 0 0 和 1。=(0,0，1)'
那么 3，,�1 =

. 0 0 0.
diag( l ,0,0,0)，它表示单张平面 * =0.

例22.18 单条直线.我们选择卩的：diag(l,l，0)* (0,0,1)T.对于这种情形，我

们看到 S
8y„

_
= diag( l ,l ,0,0)，它表示单条直线（z 轴）.所有点和两个摄像机中心都在这条直

线上.

排除不可能的情形(5)和(8)，我们已经给出了结论 22.11 中除情形（7)和（9)外的所有

可能的退化配置的例子.其余情形留给读者.

最小配置一七点如在 1 1.1.2 节中所看到的，由一般位置的点进行射影重构的最少点

422



m第 2 2章 退 化 配 置

数是七.该方法归结为解一个三次方程，它有一个或者有三个实解.从临界曲面的观点来看,

在一个配置中的七点和两个摄像机中心必须在一个二次曲面上（因而 9 点在一个二次曲面

上).如果该二次曲面是直纹的，那么将会有三个共轭解.另一方面，如果它不是直纹曲面（例

如一个補球面），那么将仅有一个解. 这表示三次方程有一个和三个解的差别产生于点和摄像

机中心所在二次曲面是直纹或非直纹的差别——代数和几何之间一种令人满意的关系.

22.3 Carlsson-WeinshaLI 对偶

第20章研究的摄像机和点之间的对偶性可以用来对偶化退化情形的结论,这将在本节做

解释.这里我们将对 Carlsson-Weinshall 对偶做一个更正式的处理.

Carlsson-Weinshall 对偶的基础是方程

f X\ ( a\- d l rx -T1
Y b

b — d Y 一 T
Z

c 一 d _ Z U
左边的摄像机矩阵对应于中心为（

^
1
，

^
1, 的摄像机. 我们感兴趣的是用摄像机的

中心来描述摄像机.这里表明如把摄像机中心与 3D 点对调，必须使摄像机和点的坐标互为

倒数.例如，点(X，Y，Z，T)T
与中心为(X - 1 .Y -'.Z -1，T，T

的摄像机对偶.

我们把中心为 C =(«，6,c，d)T的简化摄像机矩阵

-d -1!

b - 1P = ( 22.1 )- d'

- (T1」

记为Pc.现在，定义元=(乂 -1，丫-1，2-1 ,1'-1 )1'和€=(0 -1，6 -1，<；-1 ,0

'
立刻可以验证下式

成立

PcX = PxC
这样一-，这个变#交换了 3D 点和摄像机中心的结果.因此，中心为 C 的摄像机作用于 X 与

中心为叉作用于石给出一样的结果.

这个观察导致下面的定义.

定义 22.19 由

( 22.2 )

( X，Y，Z，T) T—( Y Z T ,Z T X , T X Y ,X Y Z )7

给#的 IP3
到自身的映射称为 Carlsson-Weinshall 映射，并用 r 表示.在 r 作用下点 X 的像记

为戈.在 r 作用下的物体的像有时称为对偶物体 .
Carlsson-Weinshall 映射是 Cremona 变换的一个例子.关于 Cremona 变换更详细的信息，

读者可以参考 Semple 和 Kneebone( [ Semple-79] ) .
注意:如果 X 的坐标中没有一个为零，那么我们可以用 XYZT 除以元从而 r 等价于

这是我们对该映射将常采用的形式.当 X 中有一个坐

标为零时，这个映射将按定义解释
_
注意任意点（o,Y，z,T)T

(假定没有其他坐标为零）被 r
映射到点（1,0,0,0)T.因此，这个映射P是一一对应的.

如果 X 中有两个坐标为零，那么云=(o,o,o,o)T
，这是一个没有定义的点.因此,r 不是
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在所有点上有定义.事实上. 没有一种方法可把 r 连续地扩展到这些点.

定义一个参考四面体为顶点是迅 =( I，O,O,O)T
，E2 =(O，I,O,O )T

，E3 =(o,o,i，o)T,
E4 =(0,0,0，1)

7的四面体.如我们刚才看到的那样，除非在参考四面体的面上，r 是一一对应

的 .r 把参考四面体的一个面映射到它对面的顶点，而且在参考四面体的边缘上无定义.下面

我们研究 r 作用于其他几何物体的方式.

定理 22.20 Carlsson-WeinshaU 映射 r 以下列方式作用：_
(1)它把过一般位置上的两点\和 X,的一条直线映射为过元和四个参考顶点E,，⋯,E4

的三次绕线.

(2)它把过任意点 E;的一条直线映射为过同一点迅的直线. 但不包括在参考四面体的面

上的直线，因为这样的直线将被映射到一个点.

(3)它把过四个点仏,；=1，⋯，4的二次曲面 S 映射到过同样四个点的二次曲面（表示成

S).如果 S 是直纹二次曲面，那么€也是.如果 S 是退化的，那么$也是.

证明

(1)一条直线的参数方程是（X。+ ad ,Y0 + b e , Z0 + c0 ,To + d0)J,而在这条直线上的点由

Carlsson-Weinshall 映射到点

((Yo +

^
)(Zo + C0)(To +d0)r..，（Xo +a0)(Yo +60)(Zo +M> ) T

因此，该向量的元素是0的三次函数，从而该曲线是一条三次绕线.现在，令 0= -x。/

^
，使项

乂0 +沾变为0，而对应的对偶点是（（丫<1 + 60)(2。+冰）（1'。+卯），0,0,0)
7
�(1，0,0,0)

'
第

一项是唯一不含( XQ + a0)的项，因此是唯一没有消去的项.这表示参考顶AE,=(1，0,0,0) T

在三次绕线上 .类似的推理可证明其他的点 E2，⋯,E4也在三次绕线上 .注意一条三次绕线

由六个点确定,而这条三次绕线由在它上面的已知六点:E;，元。，元确定，其中 X。和 X,是定义

该直线的任何两点，

(2)我们仅对过点 E,=(1 ,0,0,0广的直线证明.而对其他的点迅，类似的证明也成立.

选择该直线上的另一点 X =(\，¥,2,1')

'
并使义不在参考四面体的任何面上 � 则 X 没有零

坐标.在过（1,0,0,0)7和又 =(乂，丫，2，1'广的直线上的所有点的形式为（

^
,丫7，1')

7
，其宁《

的值可变.这些点由变换 r 映射到（a

'
Y

'
Z

'
T — 1

)
7.它表示过两点（1，0,0,0)

7和云 =
( X -
'

Y -
'

Z - 1
，!

1 — 1 )
7
的一条直线.

(3)由于二次曲面 S 过所有点E;,S的所有对角元素必然都是零.这表明该二次曲面的方

程中没有坐标的平方项（例如 X2
). 因此该二次曲面的方程仅包含混合项（例如 XY，YZ 或

XT).因此二次曲面 S 可以由方程 aXY + 6XZ + cXT + dYZ + eYT +yZT =0来定义 . 用 XYZT
除以该方程，得到 aZ -'T -1

+ 6Y'1!-1 H- CY -'Z -1 + <iX - 1 T - 1 + eX - lZ ~' + fX ~' Y' 1
= 0.由于

X =(X -' ,YM ,z -1 j-1 ) 7
，这是云的元素的一个二次方程 . 这样一来,r 把二次曲面映射到

二次曲面.具体地说，设 S 用矩阵形式表示为

「0 0 f e d -

0 d e f 0 c b
，那么s =s = b d 0 f e c 0

I d b
并且XTSX =0蕴含了 XTSX =0.如果S 是直纹的,那么它包含过任一点（特别是过每一个 Ef)

c c / 0. 0」
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的两条母线.根据定理的第(2)_部分，它们被映射到必然位于 S 上的直线.因此 S 是直g的.

我们可以进一步证明 detS = det 并由此推出:若 S 是非退化的二次曲面（detS#0)，则吾举是
如此.对这种非退化情形，如果 S 是单叶双曲面，那么 detS >0,由此推出 detS >0. 因此 S 也

是单叶双曲面.

r 关于其他几何实体的作用在练习中探讨.
我们希望用与坐标无关的方式解释对偶方程式（22.2). 根据定义，矩阵Pe的形式在式

(22.1)给出，并把 E;映射到 e,( i = 1,⋯，4).i而 图 以 看 成 是 X 相对于图像中射影

基1的投影表示.或者，PCX 表示五条射线

^
集合的射影等价类.因此,PCX

PC. X'的充要条件是由 C 到 X 和参考四面体的四个顶点的射线集合与由 C'到 X'和四个顶点

的射线集合射影等价. 用先前引人的标记，可以¥同的形式@式(22.2)记为

< C；E1 ,- , E4 , X) = < X；E1 ,- , E4 , C>
对偶原理对偶的基础是式( 22. 2 ) :Pcx =Pi石,其中所用的标记与式( 22. 2 )—样.

记号PCX 表示点 X 在规范图像坐标系下的射影坐标,该坐标系由参考四面体的顶点的投

影定义.等价地,Pc可以看成表示五个被投影点Pc:Ei*PeXi的射影等价类.用本章的记号就

是〈CA，⋯，E4，X〉. 因此，对偶关系可以写为

( 22.3 )

( C j E^- .Ê X) = < X；E1 , - , E4 , C)
映射.

( 22.4 )
其中横杠表示

虽然Pc由规范的射影基定义，但是用 K，⋯,E4作为参考四面体的顶点没有什么特别之

处，它们只是不共面而已 .给定任何不共面的四个点，我们可以定义一个射影坐标系,其中这

四个点就是形成射影坐标基一部分的 E,. 然后,Carlsson-Weinshall 映射可以在这个坐标系下

定义.所产生的映射称为 Carlsson-Weinshall 相对于给定参考四面体的映射.

为表述得更准确一点，应该看到在 IP3
中五个点（而不是四个）定义一个射影坐标系 . 事

实上，使四个非共面点的坐标为 E,.的射影坐标系不止一个（实际上是一个三参数族）.因此，

Carlsson-Weinshall 映射相对于给定参考四面体的映射不是唯一的.但是，相对于任何这样的

坐标系，由定义 22. 19 给出的映射都可以使用.

给定关于点集相对于一个或更多个射影中心的射影的命题或定理，我们可以引出一个对

偶命题. 要求在被投影的四个点中,有可以形成一个参考四面体的四个非共面的点.在关于

这个参考四面体的一般对偶映射下

(1)点（不属于参考四面体)被映射到投影中心.

(2)投影中心被映射到点.

(3)直线被映射到三次绕线.

(4)包含参考四面体的直纹二次曲面被映射到包含参考四面体的直纹二次曲面.如果原

始二次曲面是非退化的，它在对偶映射下的像也是如此.

应该避免使用参考四面体边界上的点，因为 Carlsson-WeinshaU 映射对这些点没有定义.

把它当作一种转移表，我们可以把已经存在的关于点投影的定理对偶化，给出不需要再进行证

明的新定理.

注意:仅仅那些不属于参考四面体的点可以通过Xf偶映射到摄像机中心，这一点是重要的.

参考四面体的顶点仍然属于点集.在实际应用对偶原理时，我们可以选择任何四点形成一个

参考四面体，只要这四点不共面.在下一节介绍的定理中一般将假定（不总是明显地表述）：

Carlsson-Weinshall
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所考虑的点集中包含四个不共面点，它们可以被视为参考四面体.

22.3.1 单视图的多义性

本节将说明如何应用对偶性由已知或明显的几何命题直接推导各种多义性重构的结论.

由五点计算摄像机投影矩阵对射影摄像机来说，用五组 3D-2D 的点对应来计算它的投

影矩阵是不充分的.但是有趣的问题是：由五组点对应能确定什么？

作为说明由 Carlsson 对偶能推导出什么简单例子，考虑下面一个简单问题:什么时候两个

点投影到图像中的同一点？显然，答案是当两个点都在过摄像机中心的一条射线（直线)上时.

对偶化这个简单的现象，图 22.5 表明:被这5 组 3D-2D 点对应所约束的摄像机的中心必然在

过这5 个 3D 点的一条三次绕线上.

图 22.5 左:过 C 和 X 的直线上的任何点被射影中心 C 投影到同一点.右:对偶命题一如果投影中

心 C 在过 X 和参考四面体的顶点的三次绕线的任何位置上，那么这5点以同样的方式被投影（在射影

等价的意义下）.因此摄像机被5个已知点的图像约束在一条三次绕线上.

视野单像区用类似的方式，我们可以计算由两个摄像机确定的视野单像区的形式. 视

野单像区是指映射到两幅图像中的点是同一点的空间点集.论据在图 22.6 中给出，并从关于

直线的一个简单观察开始.

图 22.6 左:在过 X 和 X'的直线上的任何射影中心 C,C'，将点 X 和 X 1投影到同一射线上.也就是说，对

直线上的所有 C 都有〈C;E;,X〉 右:对 偶 陈 述——位 于 过 C 和 C'以及参考四面体顶点的

三次绕线上的所有点，相对于这两个射影中心以相同的方式投影.也就是说，对三次绕线上的所有 X 有

〈C;E,,X〉H d X〉.这条曲线称为两个投影中心的视野单像区 •

结论22.2 1 给定点 X 和 X',满足

〈C;E
"

⋯，E4，X> =〈（：％，⋯，E4，X，>
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的摄像机中心 C 的轨迹是过 X 和 X'的直线.

这在图 22.6(左）中说明 . 该陈述的对偶确定一对摄像机的视野单像区（见图 22.6

(右））.

结论22.22 给定投影中心 C 和 C'，它们与一个参考四面体的四个点％都不共线，则满

足〈CA，⋯，E4 ,X〉 ，⋯，E4，X〉的点集 X 是过E,，⋯,仏和两个射影中心 C 和 C'的

—条三次绕线.

计算摄像机投影矩阵中的多义性最后，我们来考虑计算摄像机投影矩阵中的多义性.

它与视野单像区有密切联系.为了使它可视化，读者可以再一次参考图 22.6,虽然它不完全

贴近现在的情况.

结论22.23 设一组摄像机中心C,, •,C„和一个点Xo都在一条直线上，并且令E小 =1,⋯,4)

为一个参考四面体的顶点.令 X 为另一个点.那么配置

jC:，⋯，Cm;E
"

⋯，E4，Xi 和 扣，⋯, ，⋯，E4，XO!
是图像等价配置的充要条件是 X 与 X。和摄像机在同一条直线上.

根据定理 22.20,过渡到对偶命题时，直线变成过参考四面体四个顶点的一条三次绕线.

这样一来,结论 22.23 的对偶命题是

结论22.2 4 设点集 X;和一个摄像机中心 CD都在一条三次绕线上，同时这条绕线也过参

考四面体的四个顶点E,.令 C 为任何其他的摄像机中心. 那么配置

jCA，⋯，E4,X"
." ,XJ 和|C0；E1 ,-,E4,X1 ,- ,XJ

是图像等价的充要条件是 C 在同一条三次绕线上.

因为E;可以是任何不共面的四个点，而一条三次绕线不可能包含 4 个共面的点，我们可

以将上一个结论用下列形式叙述为

结论22.25 ，⋯,X„为一组点而 CQ为摄像机中心，它们都在一条三次绕线上.那么

对任何其他的摄像机中心 C,配置

|(：;\，."入1 和 | (：0 ;\，…，XJ
是图像等价的充要条件是 C 在同一条三次绕线上.

这在图 22.6(右）中说明.它表明只要所有的点和一个摄像机中心在一条三次绕线上，摄

像机的姿态就不能唯一确定. 这给出了结论 22.6 的一个独立的证明，也解决了以前尚未完成

证明的情形 .

用类似的方法，我们可以证明它是仅有的两种可能的多义性情形中的一种.多义性发生

的另一种情形是所有的点和两个摄像机中心都在一张平面和一条直线的并集上.这种情形的

对偶发生在当这条直线过摄像机中心并与参考四面体的一个顶点相交时.对此情形，这条直

线的对偶也是过同一参考顶点的一条直线（见定理 22.20)，并且所有的点必须在这条直线或

它所对的参考四面体的面上.

注意:在这两个例子中, 偶性如何利用共线点投影这种直觉上显而易见的陈述推导出点

在三次绕线上这样一个并不明显的结论.

22.3.2 两视图中的多义性

关于两视图中临界曲面的基本结论(定理22.9)可以叙述如下.

定理 22.26 由两个摄像机中心和 n个点构成的一个配置 jC

^
C

^
X,，⋯，X」允许另一
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个重构存在的充要条件是两个摄像机中心c,,c2和所有的点

'
都在一个直纹二次曲面上. 如

果二次曲面是非退化的（一个单叶双曲面），那么总存在第三个与之不同的重构.

可以直接写出如下的对偶陈述.

定理 22.27 由任意数目的摄像机和六点组成的配置 jc,，⋯，C„;X,，⋯，X6丨允许另一种

重构存在的充要条件是所有摄像机中心 C,，⋯,C„和所有的点 X,，⋯，X6都在一个直纹二次曲

面上e. 如果二次曲面是非退化的（一个单叶双曲面），那么总存在第三个与之不同的重构.

这个定理最初在[Maybank-98]中证明.这里将给出定理 22.27 的一种证明，仅为了强调

怎样进行对偶性证明.

证明考虑配置 iC,,⋯，C

^
X,，⋯，X6丨. 我们把点重新编号使得配置被记为 ，⋯，

C„;E,，⋯，E4 ,X,，X21 ,其中E,，⋯，E4是四个非共线点，并组成一

^
参考四面体的顶点.如果这个

配置还有另一

^
重构，那么存在另一个配置 IC;，⋯， ，⋯,E4，乂;,：

^
'1 使得对所有；=1，⋯，n 和

y = 1，2，有〈C;;E,，⋯，E4，X)=〈C;;E,，⋯，E4，X；〉• 利用式（22.3)将它对偶化得到:对所有

i = l，⋯ 和）=1，2有

{XJ.；E1 ,-,E4 )Ci)= <X；；E1 ,-,E4 ,C；>
现在应用定理 22.26 推导出两个摄像机中心$，参考顶点 E,,⋯，E4和点石,都在一个直

纹二次曲面吾上.利用定理 2Z 20(3)，应用逆对偶，我们可以看到点 X,，X2和摄像机中心 C;
都在一个直纹二次曲面 S 上.这就证明了本定理的必要性.以类似的方式可证其充分性.第

三个不同解的存在性可根据非退化的二次曲面的对偶是非退化的得到.

如 20.2.4 节中的研究，定理 22.27 中令我们感兴趣的最小情形是 n=3.对于这种情形总

共有九个点（三个摄像机和六个点）.过这九个点，可以构造一个二次曲面(一个二次曲面由九

个点确定).如果该二次曲面是直纹二次曲面(非退化情形时为单叶双曲面），那么可能存在三

种不同的重构.否则，重构是唯一的.与两视图中由七点重构类似，三视图中六点算法 20.1

需要解一个三次方程 . 与七个点时一样，三次方程有一个实解还是三个实解可以由二次曲面

是否为直纹来区别.

22.4 三视图临界配置

我们现在转向考虑三视图中可能产生的多义性配置.

本节中用上标代替撇号来区别三个摄像机.令P° ,P1
，P2

为三个摄像机而 IP;丨为一个点

集.我们问在什么条件下存在另一个配置，它包含另外三个摄像机矩阵Q°.Q1 ,Q2和点1 Q,丨，

使得对所有的 i，y
_
有 我 们 要 求 这 两 个 配 置 是 射 影 不 等 价 的.

存在多种特殊的多义性配置.

点在
_
个平面上如果所有点都在一个平面上，并且对所有 i 有 P;=Q,，那么其中任何摄

像机都可在不改变投影点的射影等价类条件下移动.可以选择中心在任意两个预先指定位置

的P和Q1使得PP.zQjQ,.

© 在这个陈述中假定 X, \包括形成一个参考四面体的四个非共面的点，并且其他两个点 X;.和摄像机中心 C,.

都不在这个四面体上.这个条件是否是本质的还没有解决.
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点在一条三次绕线上当所有的点以及其中一个摄像机（例如P2
)在一条三次绕线上时,

会产生类似的多义性.对这种情形,我们可以选取01°=?°，(

^
=

^
和对所有的乙(2;=1那么

根据点在一条三次绕线时计算摄像机投影矩阵的多义性(22.1.2节），对于三次绕线上的任何

点 C2
Q，可以选取中心在 C2

Q的摄像机矩阵Q2,使得对所有的；有P2P;=Q2Q;.
这些多义性的例子并不很有趣，因为它们不过是单视图中计算摄像机投影矩阵多义性的

扩展.在以上例子中，点 <

^
和&在每种情形下都相同，多义性仅由摄像机相对于点的位置而

定. 更有趣的多义性也会发生，如我们下面所要考虑的.
一般的三视图多义性假定摄像机矩阵（P

'
P

^
P2
)和（Q

'
Q

'
Q2

)是固定的，我们希望

寻找对于 i =0,1,2,PiP =QiQ 成立的所有点集. 注意，这里我们试图复制两视图的情形，其中

两组摄像机矩阵都事先选定.以后，我们将转向约束更少的情形，即仅有一组摄像机被事先选

定的情形.

一个简单的观察是三视图的临界配置也是其中每对视图的临界集 . 因此人们自然地会想

到临界配置 I P°，P1
，P2,P;I 的点集就是每一个临界配置 j P°，P1

， U P1 ,P2
， 1 和 I P°，P2U

的交集.因为根据引理 22.10,每一个这样的点集是一个直纹二次曲面，人们可能会由此推断

三视图情形中的临界点集就是这三个二次曲面的交.虽然它离事实不太远，但是这样推理有

点混乱.这个推理遗漏的关键点是三对摄像机中的每一对摄像机的对应共辄点也许不一样.

更精确地说,对应于临界配置 j P°，P1
，P;1 ，存在一个共轭配置 j Q°，Q1 ,Qf I 使得对;=0,1

有pjp.Q
^
Q?1.类似地，对应于临界配置彳P°，P2

，P,1 ，存在一个共轭配置 I Q°,Q2
，Q? i 使得对/ =

0,2有 但 是，点 Q?未必与 Q?1—样.因此不能认定存在点兑使得对所有的；和
；=0,1,2有PjP,= ——至少不能直接认定.

现在，我们来更贴近地考虑这个问题 . 先考虑头一对摄像机（P

'
P1

)和（Q

'
Q1

)，引

理 22.10告诉我们:若 P，Q 是使PP =0

^
成立的点，则 P —定在由这些摄像机矩阵确定的一

个二次曲面 S》1上.类似地点 Q 在 Sg上.依此类推,考虑摄像机对（P

'
P2 )和（Q°，Q2

),我们

发现点 P —定在由这两个摄像机对确定的第二个二次曲面 S°P2上 .类似地，存在由摄像机对

(P

^
P2
)和（Q

^
Q2

)定义的另一个二次曲面并且点 P 必定在这个二次曲面上 . 这样一来，对

)=0，1,2满足PjP = Q

^
Q 的点 P 和 Q 存在的必要条件是 P 必须在三个二次曲面的交上：

PeS0；ns® ns；2.我们就会看到这几乎是一个充分必要条件.

结论22.28 令(？°，？1
，1>

2
)和（<3

()

，<31 ,02)是摄像机矩阵的两个三元组并假定?°=(3°. 对

每一对( i，j) =(0，1),(0,2)和（1，2),如引理 22.10 中一样，令轺和 S《为由摄像机矩阵对

(P;，P)和（Q

^
QO定义的直纹二次临界曲面 •

( 1 )摄像机p°的中心在 s》1 ns?上,P1在 s? ns〖2
上，而P2在 s(2 ns?2 上 •

(2 )如果对所有 i =0，1,2存在使pip =Q‘Q的点 P 和 Q,那么P 必须在交集 s》1 ns

^
ns

^
2

上，而 Q 必须在 sg1 nsf nsg 上.

(3 )反之，如果 p 是二次曲面的交 s〗1 ns°p2 ns

^
2
上的点，但不在包含三个摄像机中心 c°Q,

C&和（：$的平面上，那么存在一个位于 ns

^
ns

^
2 上的点 Q,使得对 i =o,i ,2 有P;P =Q‘Q.

注意:条件P° =Q°不对一般性产生任何限制，因为两个配置的射影坐标系（P°，P1
，P2

)和

(Q°,Q'，Q2
)是独立的.我们可以容易地为第二个配置选择一个射影坐标系使这个条件成立.

做这个假设也仅仅是为了使我们可以在第二组摄像机的射影坐标系下考虑点 P.
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点 P 不在摄像机中心 Ck所在平面上这一附加条件是必要的，读者可参考[Hartley-OOb]来
了解该断言的理由 . 但是,注意这种情形通常并不发生，因为三个二次曲面与三焦点平面的交

将是空集，或在特殊情形为有限个点.它真发生的可能性是三个摄像机中心 C°Q，(

^
和<共

线，在此情形中，任何其他点与这三个摄像机中心共面.

证明对第一部分，直接由引理 22.10得到.对第二部分，将引理22.10 依次应用于每一

对摄像机可得到，点 P 和 Q 在三个二次曲面的交上（如定理陈述之前所指出的那样).

为证明最后的论断，假定 P 在三个二次曲面的交上.那么将引理 22.10 应用于三个二次

曲面 Sg的每一个，推出存在点 Q«使下列条件成立：

P0P =Q°Q01 , P1 P =Q'Q01

P°P =Q°Q02 , P2P =Q2QM
P'P =Q'Q12, P2P =Q2Q12

这里容易被上标弄糊涂,但要点是每一行就是将引理 22.10 应用于三对摄像机矩阵中的

一对所得的结论.这些方程可以重新安排成

P0P =Q°Q01
=Q°Qm

P1 P = Q1Q01
=Q'Q12

P2P = Q2Q02
=Q2Q12

现在，条件QW1

^^
’(

^
意味着点矿和⋯与以的摄像机中心

^
共线. 这样一来，假定

两两不同，则它们必然在如图 22.7 所示的一种配置上.从图中可以看到，如果其中有两点

相同，那么第三个点与其他两个点相同. 如果三个点不同，那么三个点和三个摄像机中心

Cjj共面，因为它们都在由 CT与连接 Q02
和 Q12的直线所确定的平面上.因此三个点都在摄像

机中心（

^
所属的平面上 . 然而，由PPzQeQ01

= Q°Q°2推出 P 必然与 QD1和 Q02在同一直线

上，因而必然与摄像机中心 C&在同一平面上.

图 22.7 由三个摄像机中心和三个多义性点组成的配置.如果 Q〃是不同的三个点，那么它们

都在由摄像机中心 C|j组成的平面上.

因此,这个结果表明,3 视图临界配置中的点位于三个二次曲面的交集上，而摄像机中心

位于这些二次曲面对的交集上.一般，三个二次曲面的交集由八点组成.在此情形中，对应于

两个三元组的摄像机矩阵的临界集合由这八点组成，小于在三个摄像机0平面上的这种点.

事实上，已经证明（在[Maybank-98]的一个更长的未发表版本中）在三个二次曲面的八个交点

中，只有七个点是关键的,因为第八点在三个摄像机的平面上.

然而，在某些情形中，可以通过选择摄像机矩阵使三个二次曲面相交于一条曲线.如果这
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三个二次曲面 Sg线性相关，那么这种情形将发生.例如如果 Sf = aS°；+)8Sf，那么任何满足

pTS^P =0 和 PTS°p2P =0的 P 也将满足 PTS；2P =0. 因此，这三个二次曲面的交集与它们中两

个二次曲面的交集一样.在这种情况下，三个摄像机必须也在同一条相交曲线上.我们定义

一个非退化椭圆四次曲线为两个非退化的直纹线二次曲面的交线，由单条曲线组成.这是一

条四次空间曲线.二次曲面相交的其他方式可以包括一条三次绕线加一条直线，或两条二次

曲线.椭圆四次曲线的实例如图 22.8 所示.

■ 0.5

图 22.8 两个直纹二次曲面的交生成的椭圆四次曲线的例子.

例22.29 三视图临界配置——椭圆四次曲线.

考虑由矩阵 A * B =§+ gT表示的二次曲面，其中
■0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 -1
.0 0 -1 0 .

- s - u'

0 r
,BT = (22.5)A = 0 0 0- p 一 q _ r

0Lo o 0
因此，B是由产生的二次曲面的 5 参数族中的一员（回忆尺度因子是不重要

的），摄像机矩阵

P0
=[ l|0]，pi =[1|( -1,-1，-1)T],P2 =[ I|(1，-1,1)T]

的中心位于这三个二次曲面的交上 •

我们发现，由这三个摄像机，以及在这两个二次曲面交线上的任意数量的点组成的配置是

临界的.这可通过显式地展示包含三个摄像机以的两个不同配置来证明，对位于这两个二次
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曲面交线上的每个点 P，有一个共辄点 Q 使得 = Q Q.实际上，这两个不同的共轭配置在

表 22.1 和表 22.2中给出 •

摄像机矩阵为

Q° =

并且

-4(2/> + ^ -^ + w) 4(p + ( j + 2r +5 + ^ )

一2( 9
_

t + u )

-2( 2p + q -2s +3t +3u ) 2p + q -2s - t -u

-2( p + q - s - 1 )
Q2 = 8( r +i - u)

8p
P =(*,y,砂, l )T的共轭点是

Q = ( ( x - l ) xAx - l ) yAx - l ) xyt -2x( -2 + y + xy ) )

表 22.1 对于摄像机沪和式(22.5)中给定的二次曲面 A 和 B 的交线上的点，重构问题的第一个共轭解 .

摄像机矩阵为

Q° = 0 0 LQ1 = 0 4 0 0

并且

0 2( q + t -u ) - q ~ t + u
4( q +2r + t - u ) -4( 2p + q + r + s -1 ) -2( q + r - s +t )

2( q +2r -2s -3t -3u ) q +2r -2s + t + u

-8( /> + s + u)
Q2 = -8p

P =“，y，*y，l )T的共扼点是

Q = ( (y - l )^, ( y- l ) y, (y-D^,2y( -2 ^ x + xy ) ) J

表 22.2 重构问题的第二个共扼解 .

对于所有点 P =(*,7,町，1)
7
和对应点 Q，只要 p位于二次曲面 B 上(它总是位于二次曲面 A

上），可以直接验证P‘P =Q;Q.理解它的最简单方法是验证对所有这些点有(P卞）x(Q;Q) =0.
事实上，对于 i =0，1,叉积总是为零，而对于 i =2,可以通过直接计算证明对第一个解

( P2P) x(Q2Q) =(PTBP)(4,-4*,4 ) T

而对第二个解

( P2P) x(Q2Q) = ( PTBP) ( -4r,4,4 ) T

因此,P2P =Q2Q 的充要条件是 P 位于 B 上.

注意在这个例子中,A 是表示二次曲面 S°Pl的矩阵.

这个例子具有相当的一般性，因为如果 A'和 B'是包含三个摄像机中心的两个非退化直纹

二次曲面，那么通过一个射影变换，可以映射 A'到 A，并映射三个摄像机中心到给定的摄像机

中心P;,只要没有两个摄像机中心位于 A'的同一母线上.另外,对于某 A ,B'将映射到 A +AB.
因此，由 A'和 B'产生的线束，进而它们的交线，也与由 A 和 B 所产生的是射影等价的.

其中的两个摄像机中心位于 A'的同一母线的可能性并不是一个费力的事，因为如果摄像

机中心的连线位于线束形式的所有二次曲面上，那么二次曲面的交不能是非退化的椭圆四次

曲线.否则，我们可以选择 V为不包含两个摄像机中心线的那个二次曲面. 这表明
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m第 2 2章 退 化 配 置

结论 22.30 由三个摄像机和位于非退化椭圆四次曲线上的任意数量的点所组成的任何

配置是临界的.

22.5 结束语

22.5.1 文献

[Buchanan-88]使计算机视觉界注意到三次绕线是摄像机投影矩阵的临界曲线. 读者可

以参考[Maybank-90]和书[Maybank-93]得到更多的关于两视图的临界集合的信息. 在这两

个文献中，临界点集被发现的时间还要早. 事实上，[Buchanan-88]提示读者参考德文摄影测

量术的文献[KmmeS-42,Riimer-72].对于两视图，定理22.9 中的(5)和（8)不是临界配置的结

论归功于 Fredrik Kahl(未发表).

本章针对三视图临界配置的讨论仅是有关该主题已知内容的一部分.更多的介绍可在

[Hartley-OOb,Hartley-02a,kahl-01a]中找到.特别是，[Kahl-Ola]中把椭圆四次曲线配置扩展

到任意数目的摄像机.在[Hartley-03]中，考虑了任意数量摄像机的临界配置，包括三次绕线

上的点和直线上的摄像机.关于该领域的更早工作包括针对六点集的临界摄像机位置的探讨

由[Maybank-90]给出，而未发表的报告[Shashua-96]研究了三视图中的临界配置.

这里没有提到在三幅或更多幅视图中有关直线的临界配置问题，但这个论题已在

[Buchanan-92]中做过研究 . 另外，由直线得到的线性重构的临界配置（线性直线丛）已由

[Stein-99]指出.

22.5.2 注释和练习

(1)填充下面的证明梗概的细节，要证明的是:由一个单叶双曲面和在该双曲面上的两个

点组成的任何两个配置是射影等价的（通过 IP3的射影变换），只要这两对点同时都在或同时

都不在同一条母线上.

由于任何单叶双曲面都与 X2
+Y2 - Z2

=1 射影等价,任何两个单叶双曲面都相互射影等

价，也与Z =XY 给定的双曲面射影等价.定义HD射影变换 hx(X)= X，=(aX + b)/(cX +d)，
可算得

6Y X X'、
d c Y Y

X，Yb XY
d\

这是一个把曲面 Z = XY 变为自己的3D 射影变换.把它与 Y 的一个相似变换合成，可以找到

把(乂,¥，乂丫，1)
7
变成(\'，¥'3 ,1)

7
，同时使二次曲面2 =乂丫保持不变的一个射影变换.

由于心和 /

^
是任意的 1D 射影变换，这给出了足够的自由度把任何两点映射到其他两点.

(2)证明 r 把与参考四面体的一条边相交的一条直线映射成一条二次曲线.

(3)证明 r 把与参考四面体两条对边相交的一条直线映射成与同样两条边相交的一条

直线.

(4)这些配置如何与计算摄像机射影矩阵的退化配置相关联，如图 22.3 所示.
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计算机视觉中的多视图几何

(5)当所有点和两个摄像机都在一个直纹二次曲面上时，出现两视图的退化. 给定在欧

氏立方体上的八个角点和两个摄像机中心，证明这十个点总在一个二次曲面上 .如果它是一

个直纹二次曲面，那么该配置是退化的，因而不可能由8点得到重构.研究在什么条件下二次

曲面是直纹的.提示:过立方体的顶点存在一个两参数的二次曲面族. 这个两参数族看上去

像什么？
(6)通过证明在非退化椭圆四次曲线上任意数量的摄像机和点的配置是临界的，来扩展

结论22.30.这不需要复杂的计算 • 如果被难住了，请参考[Kahl-Ola].
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附录 1
张 量 记 号

在计算机视觉中，张量记号不常使用，所以简要地介绍一下它的应用似乎是适当的.读者

若查阅[Triggs-95]可得到更多的细节.为简单起见,这里这些概念将在低维射影空间（而不在

它们的最一般形式）的范围内加以解释. 但是，这些概念适用于任意维向量空间.

考虑2维射影空间 IP2 的一组基向量 ei，i = l，⋯，3.我们将把指标写成下标，其理由在下

文中将会自明.在这组基下,IP2 中的点可以用一组坐标

^
表示为集合. 我们用上标

来表示该坐标.令 x 表示该坐标的三元组，x =(/ ,x2 ,x3 )7.
现在，考虑坐标轴的变化，即由新的基向量尽代替基向量 t，其中 b 碑e(，而 H 元素为

H] 的基变换矩阵.如果i = 是该向量在新基下的坐标，那么，我们可以验

因此,如果基向量按 H 变换，那么点的坐标按其逆变换 IT 1
变换.

下一步，考虑 IP2 的一条直线，它在原基下的坐标用丨表示 . 可以验证，在新基下坐标为

1 = HT1.因此，直线的坐标按 HT 变换.

再举一个例子，令 P 是表示射影（或向量）空间之间的映射的一个矩阵.如果 G 和 H 分别

表示定义域和值域空间的基变换 . 那么，在新基下,映射由一个新的矩阵表示� 注

意在这些例子中变换有时用 H 或 HT 表示，而有时用 IT 1表示 .

上述三个坐标变换的例子可以显式地表示如下：

Z；= H{ lj
其中我们采用了张量求和约定，即在一个乘积中，当上标和下标重复出现时，表示对该指标在

整个范围内求和.注意那些写成上标的指标按 IT 1变换，而那些写成下标的指标按 H(或 G)
变换.并且在张量记号中，按 H 变换的指标和按 HT 变换的指标之间没有区别.一般,张量的

指标或按 H 或者按 IT 1来变换——事实上，这是张量的特征.按 H 变换的指标称为协变指标

并写成下标;按变换的指标则称为逆变指标并写成上标. 指标的数目称为该张量的价.

在指标上进行累加，例如 //$，称为缩并，在此例中称张量按直线 & 缩并 •

Al. 1 张量&

对 r，M = l ,⋯，3,张量定义如下:

f 0, 除 非 两 两 不 同

erst =\ +1 � 如果冰是123 的偶置换

1 - 1, 如果如是123 的奇置换
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张量 (或与它对应的逆变张量与两个向量的叉乘有关. 如果 a 和 b 是两个向量，而 c =
a x b 是它们的叉乘，那么下面的公式可以轻易地得到验证.

= ( a x b);=
'

6*.

与此相关的用于表示反对称矩阵[a]、的表达式（A4.5).用张量的记号可以将它记为

( [a X ] ) i* =

因此，我们看到，如果 a 是一个逆变向量，那么[a] x 是一个具有两个协变指标的矩阵 . 对

[V] x 也有类似的公式成立，其中 v 是协变量,S卩（[ v ] x 广

最后，张量与行列式有关:对三个逆变张量和

^
来说,我们可以验证 H 诉是

以 a;，& 和 c4
为行向量的一个3 x 3 矩阵的行列式.

c,

A1.2 三焦点张量

三焦点张量有一个协变和两个逆变指标.对于向量及矩阵，例如和g，可以用标

准的线性代数记号来书写变换规则，例如 X'= H x. 但是，对有三个或更多指标的张量而言，这

样做就不方便了.在处理三焦点张量时，除采用张量记号外实在没有其他的选择.

变换规则关于三焦点张量的指标安排蕴含下列变换规则：

(A l.l )
它对应于三幅图像中基的变

化.值得指岀的是这里可能产

生一个混淆.变换规则（A1.1)
表明当三幅图像中的基发生变

换时张量如何变换 . 通常我们

关心的是点坐标的变换.因此，

如果 F'，G'和 H'表示图像中的

坐标变换，即P = 并且 G'
和 H 1 在其他图像上也类似定

义，那么变换规则可以写成

f j- = ( F' - l ) r i G：iH'lk T：
张量图一个向量 x 可以

视为排列成一列或一行的一组

数，而一个矩阵 H 可以视为数

的2维阵列.类似地，有三个指

标的张量可以视为数的3 维阵

列.特别地，三焦点张量可视为

一个3 x 3 x 3 单元立方体，如

图 A l.1所示.

n >2 n

n n n

n ' 2

/T3h

图 Al.1 三焦点张置的 3维表示 .图取自 Faugeras 和 Papadopoulo

[ Faugeras-97], 图中给出（=“Tf ,它是该张量对 1'和 1"的缩并并

产生一条直线 1. 在伪矩阵记号中它可以写为 A 其中，

( T = Tf .
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高斯（正态）分布与卡方分布

A2.1 高斯概率分布

给定

^
机变量 \，i = l ,⋯,/V 的向量 X，它的均值为 X = £[ X]，其中 £[•]表示期望值，而

AX = X -元，其协方差矩阵S为一个 Wxyv 的矩阵：

I =£ [ AXAXt]
式 中， 矩 阵 Z的对角元是单个变量\的方差，而非对角元是交叉协方差的

值.

如果 X 的概$分布密度形如

P(X + AX) =(2

^
)-,v/2det( S - 1 )1/2exp( -( AX)TI -'(AX)/2) ( A21l )

式中，I一是某个半正定矩阵，那么，该变量

'
称为遵循一个联合高斯(Gauss)分布.可以验证殳和

Z是该分布的均值和协方差.高斯分布由它的均值和协方差唯一确定.因子(2;r)
_
"
/2det(S -')

1/2

仅仅是使分布的总积分等于1的归一化因子.

在E为标量矩阵S =a l 的特殊情形，高斯概率密度函数（PDF)取下面的简单形式

P(X) = (

^
&广哪（-

^
(x,. - JJV20-2)

式中 , X = ( A ,x2,-",xN)J.这种分布称为各向同性高斯分布.

Mahalanobis 距离注意在这种情形点 X 处的 PDF 值就是点 X 到均值 X =(i,,x2，-,xN)7
的欧氏距离（

^̂
(l -i)

2
)
1"2的函数.与此相类似可以定义两个向量 X 和 Y 之间的 Mahal-anobis 距离为

||X - Y||S =((X - Y)TI -'(X - Y))
1/2

我们可以验证，对一个正定矩阵S,上式定义了 IR"上的一个度量 . 用这个记号，高斯 PDF 的

一般形式可以写为

P(X)«exP( -||X - X|||/2)

其中归一化因子已被省略.因此，高斯 PDF 的值是点 X 到均值叉的 Mahalanobis 距离的一个

函数.

坐标变化因为I：是对称和正定的，它

^
I写 = UTDU,其中 U 是一个正交矩阵，D =

是对角矩阵.记 X'= UX 和元'= U元，并代人式( A2.1 )得到

exp( -(X - X)TI -'( X - X)/2) = exp( -(Xf - - 1 UT(X,- X(

)/2)

= exp( -( X，- X,
)TD -'(X,

- X')/2)
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因此，由 X 到 X' = UX 坐标的正交变化是把一个一般的高斯 PDF 变换为具有对角协方差矩

阵.在每一坐标方向上再用 o■

，进行变尺度可以进一步将它变换为一个各向同性的高斯分布.

等价地说，可以应用坐标改变把 Mahalanobis 距离变换成普通的欧氏距离.

A2.2 卡方分布

(卡方)分布是《个独立高斯随机变量的平方和的分布. 当应用于具有非奇异协方差矩

阵I：的高斯随机向量 v 时，（v - )
T S ― 1

( v -?)的值满足;

^
分布，其中 n 是 v 的维数. 如果该

协方差矩阵Z是奇异的，那么必须用伪逆I：+替代S'此时

• 如果 v 是均值为 ▽并且协方差矩阵为 X的高斯随机向量,那么值（ V - ) t E + ( V - V)

满足; 分布，其中 r = rankX.
累积;T

2
分布定义为 Fn ( k2 )

1，…,4 日寸, 分布和累积; 逆分布的图在图 A2. 1中给出.计算累积;

^
分布圪（ft2)的程

序在[ PreSS-88 ]中给出.因为它是单调增函数，我们可以借助任何简单技术（例如细分）来计

算逆函数，它们的值在表 A2. 1 中列出（与图 A2. 1 相比较).

它表示随机变量乂的值小于 P 的概率 . 当

n =

图 A2.1 a =l，⋯，4时的；

^
分布（左）和累积;

^
逆分布右).两种情形图针对 /1=1，⋯，4给岀，由下

至上（在水平轴的中点).

3.84 6.63

5.99 9.21

3 7.81 11.34

13.28

表 A2.1 自由度为 /1的累积/分布 Fn ( k2 )〆等于a，即P = F ~ l ( a)，其中 a是概率.

439



附录 3
参 数 估 计

目前关于参数估计有很好的理论，处理诸如估计的偏差和方差属性 .此理论基于测量和

参数空间的概率密度函数的分析.在本附录中，我们讨论的主题包括估计算法的偏差、方差、

方差的 Cram6r-Rao 下界和后验分布 .这里的处理将在很大程度上是非正式的，以实例为基

础，在重构的背景中利用这些概念.

从这个讨论中学习到的总的教训是，许多概念强烈地依赖于模型特定的参数化.在 3D
射影重建等问题中，不存在优选的参数化，这些概念不被适定，或非常强烈地依赖于假设的噪

声模型.

一个简单的几何估计问题我们将要考虑的问题涉及三角测量:从空间中一个点到两幅

图像的投影确定此点.但是，为简化这个问题，我们考虑它的2维模拟.进一步，我们固定其

中的一根射线，把问题化简为从一个点在单幅图像中的观察估计它沿已知光线上的位置.

因此，考虑一个线阵摄像机（即如 6.4.2 节中形成 1D 图像的摄像机）观测在一个单根射

线上点.让摄像机位于原点（0,0),点在正 Y 方向上 . 进一步，假设它有单位焦距 . 因此，这

台摄像机的摄像机矩阵就是[ I2 x2|0].现在，假设摄像机正在观察直线 Y = X + 1( “世界线”）

上的点.这条线上的一个点（X , X + 1)将被映射到图像点;《 = ?(/(乂 + 1).然而，我们假设点的

测量有一定的不准确度,它可用概率密度函数（PDF)来建模.通常的做法是使用高斯分布对

噪声建模. 让我们至少假设分布的众数（最大值)为零.成像装置在图 A3.1 说明.

我们考虑的估计问题以下:给定一个点的图像坐标,估计在直线 y + 1 上“世界点”的

位置. 考虑特定的场景，可认为该线为7射线流中的闪烁体.一个摄像机是用来测量每一个

图 A3.1 —个简单估计问题的成像装置.直线 Y = X +1 的一个点通过线阵摄像机成像.投影映射由

/:� = ft/(1 +幻给出，其中0参数化在射线 Y = X +1 上的点.测量受零众数分布噪声的干扰.
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闪烁的位置,并确定其沿线位置.这个问题看上去简单得可笑，但最终的结果是其中有一些意

外发现.

概率密度函数我们首先借助参数0来参数化世界线 Y = X + 1，其中最方便的是参数化

0 = x 使得由 0 参数化的 2D 点是( 0,0 + 1 ) . 这点投影到 0/( 0 + 1). 我们表示此从世界线到图

像线的投影函数为/,得到/(0) = 0/ ( 1 + 6 ) . 这一点的测量被噪声损坏,导致在一个随机变量

*的概率分布用 I 0) = -/(0) )给出. 例如，如果 g 是一个零均值、方差 cr2
的高斯分

布，那么

p( x|6 ) =(2jtcr
2
)~1

/2exp( -(* -/( d ) ) 2/2a2 )

最大似然估计给定的测量值h参数向量 0的估计是一个函数，用表示，它把参数

向量 0赋给测量*. 最大似然（ML)估计为

0„L = argmaxp(*|6 )

在目前的估计问题中，它很容易看出，ML估计通过反投影被测点;c并选择其与世界线的交点

而直接得到，遵循公式

9{ x ) = f ~ l ( x ) = x/ ( l - x )

这是 ML估计，由于得到的具有参数以幻的点前投影到 *，因此〆*|幻 ^ g( x - x ) =g(0)，根
据假设，它给出了概率密度函数g的最大(众数）.参数 0任何其他的选择会给出一个较小的

值.

A3 . 1 偏差

一个估计算法的一个理想的属性是，希望它可以在平均意义上给出正确的答案. 给定一

个参数 0,或等价地,在世界直线上的一点，我们考虑所有可能的测量％ 并由它们重新估计参

数0,即以:0. 如果在平均意义上获得的原始参数 0(真值），此估计算法被称为无偏的. 在形

成此平均时，根据测量％的概率对它们进行加权.此估计算法的偏差更形式化地定义为

E e [ 0( x ) ] - 0 = j p( x|d ) d{ x ) d x - 6

如果对所有 0都有�8[0(幻 ] =0,此估计算法是无偏的. 这里&代表给定0的期望值，如上所

定义 •

考虑偏差的另一种方式是用相同的模型参数重复一个实验多次，并且在每个试验中用噪

声的不同实例.偏差是估计参数的平均值与真实参数值之间的差值.值得注意的是，对于被

定义的偏差，没有必要在它上定义参数空间的一个先验分布，甚至它不必是测量空间.但是，

它有一定的仿射结构是必要的，以便可以形成平均(或积分).

现在，我们确定在/(0)= 9/ ( 1 + 0)的情况下0的 ML估计是否是无偏的.积分为

( x - 0 ) / ( 0 + 1)j p( x | 0)0( x )d x =| ~^dx丨

2cr2-/2n a
结果是这个积分发散，因此此偏差未定义.困难出在采用高斯分布的噪声假设，对任何值0，

x >1时总有一个有限的（尽管可能很小）的概率 P( x \ e ). x > i 值时，相应的射线不与世界线在
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前面摄像机相交（因为射线平行于在％ = 1 的世界线).估作为％ 的函数在图 A3.2 中给

岀，说明它如何产生摄像机背后的估计世界点.即使忽略摄像机背后的&幻，ML 估计具有无

穷的偏差，如图 A3.3 所解释 .

2

图 A3.2 针对图像点 x 的不同测量，世界点位置的 ML估计 &(；0 =广（幻 = x/(l -i).请注意 j

值大于 1 时，ML估计切换到摄像机“后面”.

2
1.7:

.25 3

2
0.75
0.5

0.25 ^T 0.5
0.5-1 -0.5 -1

(a) (b)

0.4

0.3

0.2

-1 0.5
-0.1

-0.2

(c)

图 A3.3 高斯噪声模型的ML 估计有无穷大偏差的原因 .（a)给定在 x =0，y = l 上的一个世界点图像测量

的可能值的分布，假设的

^
=0.4 高斯噪声分布在符号 |0 =0)中 .（b)对图像的点不同值的世界点的 ML

估计，》h)= x/ ( l - x ). 注意，当图像点接近 1时，世界线上估计点趋向至无穷远.（C)

^
U)pU|0 =0)的积.

这函数从 x

分是无界的，这意味着估计算法有无穷偏差.

到 x =l的积分，给出 ML估计算法的偏差.请注意，当 x 接近 1，图突然增加到无穷大.积

限制参数范围由于参数 0范围从 - 1 到 oo ,限制其范围是合理的.事实上，我们可以有
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世界线上所有的“事件”在一个更受限制的范围内的知识.作为一个例子，假定我们假设0在

- 1矣0备1 范围中，因此无噪声的投影点在范围 <* <1/2中.在这种情况下，对任何图像

点* >1/2的 ML 估计将会得到》（*) = 1. 即便对参数 0有了这个限制，ML 估计仍然是有偏

的，如图 A3.4 所示.

-0.00025rl -0.5— -0 . 5 -0.0005
-0.00075

(b)

图 A3.4 ( a)如果世界点参数0值的可能范围限制到把1,那么 x>1/2 任何点的 ML 估计将是 0 = 1. 这将

防止估计中无穷偏差，但仍然会有偏差.（b)偏差�9[&(*)] - 6 = [ p( x|0)以 幻 作 为0的 函 数. 测 量

噪声是 O' = 0. 01 的高斯分布.

如果噪声分布具有有限的支撑,那么对大多数 0值而言偏差也将是有限的，即使参数0范

围不受限制.这在图 A3.5中显示 . 从其中学到的教训是估计算法的偏差可以非常依赖于噪

声模型 个通常不在我们掌控范围内的因素 .

-0.75 -0.25
⑻ (b)

图 A3.5 如果噪声模型具有有限的支撑，那么偏差将是有限的.在这个例子中，噪声模型是当

- ( x/ cr )2 ) /^2
，其中 o'=0.01.( a)当 0小时,偏差为 0的一个函数.（b)偏差百分

比 -幻/ft 当 0值小时，偏差相对比较小,但大值时变大(达到20% ). 沿世界线的点的

位置总是被高估.

偏差对参数化的依赖在这个例子中，高斯噪声模型的 ML 估计算法具有无穷大偏差的原

因是世界线和图像线之间的射影映射.以一种不同的方式参数化世界线有可能会改变此偏差.

让用参数 0参数化世界线 Y = X + 1，使得线上的点（0/(1 - 0 ) ,1/ ( 1 - 0)).在摄像机前

面的线的部分(具有正的 y 坐标）由在范围 -» < 0 < 1 的0参数化.在投影（X，Y)

^
X/Y 下，

投影映射/为/(0) = X/Y = 0，因此，具有参数 0的点映射到 0.换言之，世界线上的点由摄像

机映射下它们投影点的坐标参数化.

4 4 3
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现在，在这种情况下，ML 估计是由 k x ) =r\x ) 给定，偏差是

ĵ 0( x ) p( x \ e ) d x - 6 = j x g( x - f{ 6 ) )d x - 0

= [ ( x + f{ e ) ) g ( x ) d x - e

= j x g( x )d x + f( e ) ĵ g ( x ) d x

= 0 + f{ e ) - (9 = o
假设分布 g{ x ) 为夢均值. 请注意，这表明，原始测量*的估计是无偏的.

关于偏差的教训通过改变世界线参数化，偏差从无穷改变到零. 在本例中，我们已经看

到，一个世界线的自然仿射参数化偏差是无穷的.然而，如果我们在一个投影的背景下运算，

那么参数空间没有自然仿射参数化.在这种情况下，偏差的绝对测量的任何谈论在某种程度

上是无意义的.从上面例子中的第二个教训是,校正后的测量（相对世界点）的 ML 估计是无

- 6

偏的 •

还可以看到，偏置值强烈地依赖于噪声分布 .即使是尾巴非常小的高斯分布对计算的偏

差有非常大的影响.当然，高斯分布的噪声只是图像测量误差建模的一个方便模型.图像测

量噪声的精确分布一般是未知的，不可避免的结论是，一个人不能在理论上计算一个给定的估

计算法的偏差的一个确切的值，除了针对已知噪声模型的合成数据.

A3.2 估计算法的方差

估计算法另一个重要的属性是它的方差.考虑一个实验在相同的模型参数重复多次，但

在每一个试验中采用不同的噪声实例.将我们的估计算法应用到测得的数据，获得每个试验

的一个估计.估计算法的方差是被估计值的方差（或协方差矩阵）.更确切地说，我们可以定

义涉及单参数的估计问题的方差为

Varfl ( 0) = E e [ C d{ x ) - 0 )2 ] = [ ( k x ) - 0 ) 2 p( x | 0 ) d x

其中

二 j d( x ) p( x \ e ) A x =

在参数0形成一个向量的情况中,var()(h是协方差矩阵

Var9( 0) = E e [ ( 0( x ) - 6 ) ( 6( x ) -0) T ]
在许多情况下，我们可能会更感兴趣估计相对原始参数 0变化性，它是估计算法的均方误差.

可从下式容易地计算得到

0 = E e [ 0( x ) ] 0 + bias( 6 )

( A3.1)

E e [ ( 6( x ) - 0 ) ( 0( x ) ~ 0 ) T ] = Var6 ( 0 ) + b i a s ( Q ) b i a s ( Q ) T

应当指出的是，与偏差一样，估计的方差只有当在参数集上有一个自然的仿射结构,至少在局

部上是有合理的意义.

如果没有噪声，大多数估计算法都会给出正确的答案 . 如果一个算法添加噪声后性能很

差，这意味着该算法的偏差或方差高. 比如 DLT 算法4.1 或在 11.1 节讨论的非标准化的8点
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算法是这种情况. 增加噪声后该算法的方差快速增长.

Cramer-Rao 下界显而易见，添加噪声到一组测量后信息丢失.因此，不期望的任何估计

算法在测量上噪声存在时可以有零偏差和方差.对于无偏估计算法，这个概念在 Cram6r-Ra0下
界中形式化，是一个无偏估计算法方差的界 . 为解释 Cran

^
-Rao限，我们需要一些定义. 给

定一个概率分布 p ( x \ 0 ) , Fisher得分定义为 Ve ( x ) = 心log p ( x \ 6 ) . Fisher 信息矩阵被定

义为

= fve (*) ve (*) Tp (* I e ) d xF ( e ) = E e [ V e { x ) V e { x ) J ]

Fisher信息矩阵相关内容在以下结论中表示.

结论 A3.1 Cram6r-Rao 下界 . 对一个无偏估计 3(：»：)，有
det(£[(0 - 0)(0 - 0)T])

^
l/detF(0)

Cram6r-Rao下界也可以在一个有偏估计算法中给出.

A3.3 后验分布

ML估计的一种替代是给定测量结果，考虑参数的概率分布，即这被称为后分

布，即测量后的参数分布.为了计算它，需要一个先验分布 />(0)，针对任何测量进行之前的参

数.然后，后验分布可以遵循贝叶斯法计算

p( x 1 d ) p ( 0 )p ( 6 \ x )
p ( x )

由于测量*是固定的，所以它的概率pU)也是固定的，所以我们可以忽略它，得到〆

p( x I e ) p( e ) . 此后验分布的最大值被称为最大后验（MAP)估计.

注意:虽然 MAP估计似乎是一个好主意，重要的是要认识到它取决于参数空间的参数化.

后验概率分布正比于〆* 然而,〆0)依赖于0的参数化. 例如,如果〆0)—个参数

化中是一个均匀分布的,它在一个不同的参数化中将不是均匀分布，参数化的区别由非仿射变

换产生.另一方面， 不依赖于 0的参数化.因此，一个变化的参数化的结果是改变后

验分布的一种方式是其最大值会发生变化.如果参数空间没有一个自然的仿射坐标系（例如，

如果参数空间是投影的），那么 MAP估计实际上并没有很多意义.

基于后验分布的其他估计也有可能.给定测量％ 和后验分布 I 0)，我们不妨做参数0

的一个不同的估计.一个明智的选择是最少化估计的期望平方误差，即

0||
2] = argminy|||d( x ) = argmirij.£[||Y - Y - e \\ 2p( 9 \ x ) d d

这是后验分布的平均数.

进一步可供选择的是最小化期望绝对误差

6 ( x ) = argminK£[||F - 0||] - argminy|||K - 0||p( 6 I x ) dd

这是后验分布的中值.这些估计的例子在图 A3.6 和图 A3.7 中给出.

这些估计的更多属性在本附录末的注释中列出.
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2

0.4,1.5
0.2

-0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8
-0.2

-0.4
-0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1

⑻ (b)

图 A3.6 针对0的不同估计算法 .（a)针对图 A3.1 成像设置的后验分布〆0 =0)，假设高斯噪声分布其

方差为

^
=0.2 和 0的先验分布在区间[ - 1/2，1]是均匀分布 . 这种分布的众数（最大值）是 0的最大后验

( MAP)估计，与 ML估计相同，因为假定 0是均勻分布 .该分布的均值（0 = 0.1386)是相对于实际测量值 &

最小化期望平方误差町（

^
U)-b2]的估计 .（b)累积后验分布（ -0.5 偏移).此图的零点是分布的中值，

即 最 小 化 町 的 估 计.中 值 在 0 =0.09137处 .

2
1.7J

.5
h .25

0.75
0.5

0.25

-0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8
(a)

图 A3.7 具有抛物噪声模型的不同估计算法.这两个图显示 0的后验分布及其累积分布.在这个例子中，

噪声模型是当 -0

^
*�0",3(1 -(*/(7)2)/40"

2
，其中(7 = 0.4. 分布的众数（0 =0)是 MAP估计，与 ML估计

相同，均值（0 =0.1109)最小化在 0中的期望平方误差，中值（0 =0.0911)最小化期望绝对误差.

A3.4 校正测量的估计

在几何估计问题，特别是在那些涉及投影模型的问题中，我们已经看到,诸如估计算法的

偏差和方差等中的概念依赖模型的特定参数，例如被选择的特定射影坐标系 . 即使在模型的

一个自然的仿射参数化存在的情况下，有可能很难找到一个无偏估计算法 . 例如，ML 估计算

法针对诸如三角测量的问题是有偏的.

然而，在 A3.1 节讨论 1D 反投影的例子中，我们看到如果不是试图计算模型（即反投影

点），而是估计校正的测量，那么ML 估计是无偏的.我们将在本节进一步探讨这个概念，并显

示在一般设置中，当噪声模型为高斯，校正后的测量的 ML 估计不仅是无偏的而且达到

Cramer-Rao 的下界.

考虑一个估计问题涉及拟合参数化模型到一组图像测量 . 如在 5.1.3 节所看到的，这个

446



m附 录 3 参 数 估 计

问题可被视为高维欧氏空间IR"中的一个估计问题，此空间是由所有图像测量组成的空间 . 这

在图 5.2 说明. 估计问题是，给定一个测量向量X，找到表示所有允许精确测量的集合的一个

表面上的最接近点.向量#示符合给定模型的“校正”图像测量集合.模型本身可能取决于

参数0的一个集合，如基本矩阵，假设 3D点或其他参数对问题是合适的.

参数0的估计同样受偏差影响，其方式与在 A3.1 节讨论的简单问题一样，并且偏差的确

切程度依赖于具体的参数化. 一般来说（比如在投影重构问题中），模型参数没有自然仿射坐

标系,虽然图像平面有一个自然的仿射坐标系.

如果我们以不同的方式思考此问题，把问题当作直接求校正测量向量

^
那么我们找到了

一个更有利的局面.测量在图像中进行，其中有一个自然的仿射坐标系，所以估计校正后的测

量偏差的问题更具有意义.我们将证明，如果测量表面由它的切平面适定近似,校正后的测量

向量的 ML估计是无偏的，假定其中的噪声是零均值的 .此外,如果噪声是高斯和各向同性

的，那么 ML估计满足 Cram6r-Rao下界.
几何情况如下

i
一个点叉位于测量表面上，如图5.2 所示.噪声被添加到这一点，获得一

个测点X.实际点元的估计免通过选择在表面测量上离测量点最接近的点而得到. 我们假设，

测量表面在X附近可以认为是平面.

g们司]U选择一个坐标f统，在该系统中，接近云测量表面由头个坐标生成. 我们可

以写X =(g，0〗_
d )

7
，其中元是一个 d 维向量. 测量点同样可以写为X =(X[,X2

t
)
t,以及它

到切平面上的投影是交 =( xT，oT ) T
=(

^
，oT)T.我们假定噪声分布由〆XI殳）= g( X - X ) .

现在估计

^
的偏差是

£[ ( X - X ) ] -|x
( X j x ( X - X ) g ( X - X ) d X

= J x J ( X - X ) g( X - X ) d X

= J|x
( X - X ) g( X - X ) d X

= 0

式中，J 是矩阵[ Idx,|0,xa_
rf)].这表示只要 g具有零均值，X的估计是无偏的. 估计的方差

等于

£[ ( X - X) ( X - X)T ] =|x
( X - X) ( X - X)T p( X | X )d X = f x ( X - X ) ( X - X )T g( X - X )d X

=i】(

x

= jfx(X - X)(
= JIgJT

式 中， 是g的协方差矩阵

我们现在计算此估计的 Cram6r-Rao 下界，假设 g(X)的分布是高斯，定义为 g(X) =
fcexp( -||X||V2V)，在这种情况下，估计的方差就是 <72Idxd.

我们下一步计算 Fisher信息矩阵.概率分布是

X - X ) ( X - X) T J T g( X - X)d X

X - X) T g( X - X) d X J T
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P( X | X) = g( X - X ) = kexp( - ||X -X || 2/2O-2 )

= kexp( - ||X, -X, || 2/2o-2 ) exp( - ||X2 \\ 2 /2a2 )

取对数并相对 X,求导得到

a^iogpcxlx ) = - ( x. - x, ) /^
2

那么，Fisher 信息矩阵是

l/o-2|( X,
因此,Fisher 信息矩阵是估计算法的协方差矩阵的逆.因此，对于噪声分布是高斯的情况，当

测量表面是平的时,ML 估计满足 Cram6r-Rao 下界.

应该注意的是，Fisher 信息矩阵不依赖于特定的测量表面的形状，而仅依赖其一阶近似即

切平面. 然而，估计的属性取决于测量表面的形状,无论是它的偏差还是方差.它也可证明如

果 Cram6r-Rao 界被满足,那么噪声分布必须是高斯.换句话说，如果噪声分布不是高斯，那么

我们就不能满足下界.

- X, ) ( X, - X y g i X , - X' ) g ( X 2 )d W = ldxd/a2

A3.5 注释和练习

(1)给出一个特定的例子，证明它后验分布由参数空间中坐标的变化而改变 .也证明分

布的均值可能会由这样的坐标变化而改变 . 因此众数（MAP 估计）和后验分布的均值取决于

参数空间的坐标的选择.

( 2 )证明定义在IR"上的任何 PDF P{ 6 ) , argminjll
argminy||

高维上，证明 argmirv) I F - 0 I〆0)仞是 F的凸函数，因此有单个极小值.最小化它的 F值是

1D分布的中值的更髙维的广义化.

(4 )证明定义在IR上的任何 PDF 的中值对IR的重参数化是不变的.但是给出一个例子来

证明此在更高维中不成立.

Y - 0 \\ 2 p( 0 ) d0 是此分布的均值.

仞是此分布的中值. 在更(3)证明定义在IR上的任何 PDFp ( 0 ) ,
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附录 4
矩阵性质和分解

在本附录中，我们讨论具有特定的形式矩阵，它们在全书中不断地岀现，并且还讨论各种

矩阵分解.

A4.1 正交矩阵

方阵 u 称为正交的，如果它的转置矩阵等于它的逆矩阵——用符号表示即为 uTu =I，其
中I是恒等矩阵.它意味着 u 的列向量都有单位范数并且是正交的.它也可以记为 =

由条件 UTU =1,不难推出 UUT = I. 所以 U 的行向量也都有单位范数并且是正交的. 我们

再仔细考虑方程 UTU = I. 取行列式得到方程（detU ) 2
=1，因为 detu = detUT. 因此，如果 U 是

正交的，那么 detU = ± 1.
不难验证一个给定的固定维数的正交矩阵形成一个群，记为 0„，其原因是如果 U 和 V 是

正交的,那么（UV ) TUV = VTUTUV = I. 此夕卜，行列式为正的 n 维正交矩阵也形成一个群，记为

son. SOn 的元素称为 M 维旋转.

正交矩阵的保范性质对给定的向量 X，记号 II X II 表示它的欧氏长度.并可写为 11 x 11 =
( xTx ) 1/2. 正交矩阵的一个重要性质是一个向量乘以一个正交矩阵其范数不变 . 通过计算不

难看出这一点：
( Ux ) T ( Ux) = xTUTUx = xTx

一个矩阵的 QR 分解通常指将一个矩阵 A 分解为乘积 A = QR，其中 Q 是正交矩阵,R 是

上三角矩阵.字母 R 表示右，指上三角矩阵.与QR 分解类似的有 QL、LQ、RQ 分解，其中 L 表

示左或下三角矩阵.这里只讨论矩阵的 RQ 分解，因本书实际上最常用到它.最重要的情形

是3 x3矩阵的分解，将在下节中集中讨论它.

A4.1.1 Givens 旋转和 RQ 分解

一个3维 Givens 旋转是绕三个坐标轴中的一个轴所进行的旋转.这三个 Givens 旋转是

(A4.1)Q, = -s Qr =

式中，c = COS0 而 s = sin0,0 为某角度，而空白表示零元素 •

在一个3 X 3 矩阵 A 右边乘以仏的效果是保持 A 的最后一列不变，而其前两列用原来的

两列的线性组合代替.通过角度 0的选择可使前两列中的任何一个指定元素变为零.
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例如，为了使元素 A21为零，我们需要解方程ca21 =0
_
此方程的解是C =

_
%/(

‘+W2和

s = a2 ] / ( a22 + an ) l /2 . 因为 c = cos0 ,s = sin0，故要求 c2 +? =1，而上面给出的 c 和 s 的值满足这

个要求.

RQ 算法的策略是通过乘 Givens 旋转每次使矩阵的下半部分的一个元素变为 0.考虑把

3 x 3矩阵 A 分解成 A = RQ,其中 R 是上三角阵而 Q 是一个旋转阵. 这可以分三步进行.每一

步包括右乘以一个 Givens 旋转使矩阵 A 的一个选定的元素变为零.乘法次序的选择必须使

已经变为零的元素不受干扰 .RQ 分解的一种实现在算法 A4.1 中给出 .

目标

用 Givens 旋转将一个3 x 3 矩阵 A 进行 RQ 分解 .

m
(1 )乘 <

^
使 432为零.

(2)乘仏使 A3,为零.这一乘法不改变 A 的第二列，因此 A32保持为零 •

(3)乘 Q,使 A21为零.这一乘法使 A 的前两列由它们的线性组合替代.因此 A31和 A32保持为零.

算法 A4.1 3 x3矩阵的 RQ 分解.

可以选择其他的 Givens 旋转序列并给出同样的结果.作为运算的结果我们发现 AQxQyQz = R ,

其中 R 是上三角矩阵.因此，A = RQ：Q；Ql，进而有 A = RQ,其中Q =Q
2
TQ；Q：是一个旋转矩阵.

另外，与三个 Givens 旋转相关联的角度仏、士和& 提供一种由三个欧拉角描述的旋转参数化，

它们也被称为滚动角、仰俯角和偏转角.

由此分解算法的描述，我们应该清楚 QR、QL 和 LQ 矩阵分解是如何相似以及应该如何进

行. 不仅如此，这个算法也能轻易地推广到更高的维数.

A4.1. 2 Householder 矩阵和 QR 分解

对于更大维数的矩阵来说，用 Householder 矩阵进行 QR 分解较为有效. 对称矩阵

Hv =1-2VVT/VTV ( A4.2)
满 足 =1，所 以 Hv是正交阵.

令《,为向量

^
几⋯川^

^
为任何向量.令 v = x ±||x||e,. 不难验证 H v x = +||x||e,；

因此 H v是一个正交阵，把向量x变换成 e,的一个倍数.几何上说,札是在垂直 v 的平面中的

一个反射，并且 v = x ± IMIe,是向量 * 和±||x||e,角平分向量.因此，在 v 方向中的反射把 x
变换到+ l l x l l e,,为稳定起见，v 中定义的符号多义性应该通过令

v = x + sign(»t)IIX II e, ( A4.3)
给予解决.

如果 A 是一个矩阵，x是 A 的第一列，而 v 由式（A4.3)定义，那么做乘积 HVA 将使矩

阵 A 的第一列对角元以下的元素变为 0,并代之以（|U||，0,0， ，0 )
T. 我们继续用

Householder 矩阵左乘使 A 的对角以下的部分变为 0.按此方法进行，最终得到 QA = R.
其中 Q 是正交矩阵的积，而 R 是一个上三角矩阵.因此，我们有六 =(

^
11. 这正是矩阵 A

的 QR 分解 •
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采用 Householder 矩阵做乘法时，显式地形成 Householder 矩阵效率不高 .乘一个向量 a
用下面的方式进行会更有效

Hva = ( I -2vvT/vTv ) a =a -2v( vTa)/vvT (A4.4)
并且乘一个矩阵 A 同样成立 . 关于 Householder 矩阵和 QR 分解更多知识，请读者参考

[Golub-89].
注意:在 QR 和 RQ 分解中是指上三角矩阵而 Q 是指正交矩阵.在本书的其他地方所

用的记号中，R 通常是指旋转（因而正交)矩阵.

A4.2 对称和反对称矩阵

对称和反对称矩阵在本书中扮演重要角色.如果 AT = A，则称矩阵 A 为对称的;如果 AT =

-A,则称矩阵 A 为反对称的.这些类矩阵的特征值分解概括于下面的结论中.

结论 A4.1 特征值分解

( 1 )如果 A 是一个实对称矩阵，那么 A 可以分解为 A = UDUT,其中 U 是正交矩阵,D 是实

对角矩阵，因此一个实对称矩阵有实特征值，其特征向量两两正交 .

(2)如果 S 是实的反对称矩阵，那么S = UBUT,其中 B 为分块对角矩阵，形如 diag( a,Z,a2

Z,⋯， Z,0,⋯,0 ) T
的,Z =

是奇异的.

该结论的一种证明在[Golub-89]中给出.

Jacobi 方法一般来说，求任意矩阵的特征值是一个困难的数值问题.但对于实对称矩

阵,存在一个非常稳定的方法:Jacobi 方法.这个方法的实现在[Press-88]中给出.

叉乘我们对3 x 3 的反对称矩阵有特殊的兴趣.对于3 维向量 a =(ai，a2，a3 )
T,我们定

义一个对应的反对称矩阵如下：

[ -，il - S 的特征向量都是纯虚数并且奇数阶的反对称矩阵必

0 -a3 a2

0 (A4.5)«3 ~ a\
0. ~ a2 a\

注意任何 3 x 3 的反对称矩阵都可以用一个适当的向量 a 写为[a] x 的形式.矩阵[a] x

是奇异的，并以 a 为其零向量(右或左).因此一个 3 x 3 的反对称矩阵由它的零向量确定到只

相差标量因子的程度.

两个3 维向量的叉乘（或向量积)a xb(有时记为 a Ab)是向量（a263 - a3 b2 ,a3 bl - a,63,
a^ -a^ y.叉乘与反对称矩阵的关系是

axb =[a]xb =(aT[b] X ) T

余因子和伴随矩阵令 M 是一个方阵. 用 1VT 表示 M 的余因子矩阵.即矩阵『的（0
(A4.6)

元素等于（ - l )〃detl

^
,其 中 是 把 M 划去第；行和第>列后所得到的矩阵.余因子矩阵 AT

的转置矩阵称为 M 的伴随矩阵，记为adj(M).

如所周知，若 M 可逆，则

M * = det(M ) M (A4.7)
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式中,M — T
是 M 的转置的逆.这个公式对非可逆矩阵不成立，但 adj(M ) M = Madj(M)= det( M )I

总是有效.

余因子矩阵与矩阵相对于叉乘的分布有关.

引理 A4.2 如果 M是任意3 x3 矩阵（可逆或不可逆），而 x和 y是任意列向量，那么

(A4.8)
删去非本质的向量 y，这个方程可以写为[ M x] x M = M * [ x] x . 现在，令 t = M X 并假定 M

可逆，我们得到计算反对称矩阵[ t] x 与任何非奇异矩阵 M 乘积的公式 . 我们可以将式

(A4.8)写成

结论 A4.3 对任何向量 t和非奇异矩阵 M,有

[ t] xM = ivr [ivrl] x sivrlM - U] x(相差一个尺度因子）

注意:（见结论9.9)[ t] x M是两个摄像机矩阵 P =[I丨0]和P'=[M 11]的基本矩阵.结论

A4.3 的公式被用来推导基本矩阵的另一种形式(式(9.2)).
3 x3的反对称矩阵的一个奇妙的性质是在相差一个尺度因子的情况下有[ a ] x =

[�] ><[8] ><[3]1<(包含尺度则[3]
3
>! = -||a||2[a] x )，这是容易验证的，因为右边的矩阵显然

是反对称的以及它的零空间生成元是 a.由此可直接得到下面的结论：

结论 A4.4 如果卩:

^⋯’:

^
厘是一个基本矩阵㈡ )

^
奇异矩阵），那么[eJx[f]xF = F

(相差一个尺度因子）.因此,F可 分 解 其 中

A4 . 2. 1 正定对称矩阵

具有正的实特征值的实对称矩阵的特殊类称为正定对称矩阵.我们列出实正定对称矩阵

的一些重要性质如下.

结论 A4.5 正定实对称矩阵

(1)—个对称矩阵 A是正定的充要条件是对任何非零向量 x有 XTAX >0.
(2)■-个正定对称矩阵 A可以唯一地分解为 A = KKT,其中 K是对角元素全为正的上三

角实矩阵.

证明本结论的第一部分几乎直接由分解式 A = UDUT 推出.对第二部分而言，因为 A
是对称和正定的，它可以写成 A = UDUT,其中 D 是正的实对角阵而 U 是正交阵. 我们可以取

D 的平方根，并记SD = EET，其中 E 是对角矩阵.于是 A = VVT，其中 V = UE.矩阵 V 不是上

三角阵.但可应用 RQ 分解（A4.L 1 节)将它写SV = KQ,其中 K 是上三角阵而 Q 是正交阵.

则入 = VVT = KQQTKT = KKT.这是 A 的 Cholesky 分解 .用对角元素为 ±1 的一个对角阵右乘

K,我们可以保证 K 对角元素都是正的.这个做法不会改变 KKT的积.

现在来证明分解的唯一性.具体地说，如果心和心是两个满足 K,K〖 = K2K2
T的上三角矩

阵，那么 K

^
K,= K2TK,- T.因为该方程的左边是上三角矩阵而右边是下三角矩阵，所以它们必

须 同 时 是 对 角 阵. 因 此 = K2TK「T. 但是1

^
1
心是1

^
_
7
转置的逆,所以 0等于它本

身转置的逆,从而是有对角元素为 ±1 的一个对角阵.如果心和心都具有正的对角元素，那

么D = I和 K,= K2.

以上证明给出了计算 Cholesky 分解一种构造性的方法.但是，还有更简单和更有效的直

接计算的方法，参看[Press-88],

( M x) x ( M y ) = M * ( x x y)
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A4.3 旋转矩阵的表示法

A4.3.1 n 维中的旋转

给定矩阵 T,我们定义 eT为序列的累加

eT = / + 7
,
+ 7

^
/2!+ - - + 7*/k!+

对 T 的所有值，此序列绝对收敛.现在我们考虑一个反对称矩阵的指数.根据结论 4.1,一个

反对称矩阵可以写成 S = UBUT，其中 B 为形如 B = diag(aiZ，a2Z，⋯，a„Z，0,⋯，0)
T
的分块对

角矩阵，矩阵 U 是正交的，Z2 = - I2 x2.我们可看到 Z 的指数是

Z2 = - I；Z3 = -z；z4 =1
并依此类推.因此

ez = I + Z - I/2!-Z/3! + ••- = cos( l ) I + sin ( l ) Z = R2 x 2 ( l )
这里 R2 x2( l )表示1 弧度旋转的2 x2矩阵.更一般地，

eaZ = cos( o) I + sin( a ) Z = R2 x 2 ( a )

用上面的 S = UBUT，得到

es = UeBUT =Udiag{R(a1),R(a2),-,R(aJ ,l,-..l)lIT
因此，eS是旋转矩阵.另一方面，任何旋转矩阵都可以写成块对角形式 Udiag(R(a,),R(a2),-,R(aJ ，1,⋯1 )UT，那么可以得到矩阵 es就是 n 维旋转矩阵的集合，其中 S 是 反对称n x n
矩阵.

A4.3.2 3维中的旋转

如果 t 是一个 3 维向量，那么[t] x 是反对称矩阵，任何 3 x 3 反对称矩阵具有这样的形式.

因此任何 3 维旋转可以写成 e[ t] �，我们寻找旋转 e[&的描述.

设[ t ] x = Udiag( aZ，0) UT. 然后通过在矩阵两边匹配 Frobenius 范数，得到 a = || 11|.因此

e⑷ ■< = Udiag( R|| t || ,1 ) UT
e[t] x 表示一个角度||111的一个旋转.不难验证 U 的第三列113是 Udiag( R , l ) UT的单位特征向

量，因此是旋转轴.但是，[ t] xu3 = Udiag( «Z,0) UTu3 = Udiag( oZ,0) (0 ,0 ,1 ) T = 0. 因为 u3是

零空间的[ t] x 生成向量,113必然是在 t 方向的单位向量.我们可以证明

结论 A4.6 矩阵 e[t] x 是表示围绕由向量 t 表示的轴旋转一个角度为||11|的旋转矩阵.

旋转的这种表示法被称为角-轴表示法.

可以写出对应 e[ t] -的旋转矩阵的具体公式.我们看到

[ t]3
x = - iitir[ t] x = - i i t p[ i] x ，其中 i 表示在 t 方向的单位向量.那么，用 Sinc(0)表示

sin(0)/0,我们有

ew » = I +[ t] x +[ t]2x/2!+[ t]3x/3!+[t]4x/4!—.

=1 + llt||[ t] x +||t||2[ t]2x/2!- Ht||3[ t]3x/3!-||t||4[ i]2x/4!+⋯
= I + sin||11|[ t] x +(1 -cos||11|)[ t]2

X
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mi )
= I + sinc||t||[t] x [ tniitir

, (1 - COS II t II ) T

lltP
||11|I+ sine||t||[t] x ( A4.9)= COS

其中最后一行根据等式[t]2x = ttT - iitiri.
这些表示法的若干性质如下：

(1)从旋转矩阵 R的轴和旋转角的提取只是一个小技巧.单位旋转轴 v可以通过求相应

单位特征值的特征向量，即通过求解（R - 1)V =0得到.下一步，从式（A4.9)很容易看到旋转

角 度 满 足

2cos( </>) =(trace(R) -1)
2sin( <|>)v =(R32 - R23，R13 - R31，R21

_
R12 )

T
( A4.10)

把第二个方程写成2sin(冷)v =<那么我们可以计算 2Sin(少）= VTv. 现在角中可以从 Sin( «#>)
和 cos(小）中计算，使用2参数的反正切函数(例如 C语言函数 atan2(y,x)).

经常有人从式（A4.10)用反余弦或反正弦来计算> 但是此方法在数值上不是精确的，并

在命 = 71时求不到轴.

(2)为把一个旋转 R(t)应用到某向量 X，没有必要构建 t的矩阵表示.事实上

抖[t]2x )x

l

^
-tx(txx)

R(t)x = j I + sine II 11|[t] x + II t|| (A4.11)

= x + sine||11|tx x + II t||

(3)如果 t被写成 t = 0i，其中 t 为轴向的单位向量，而 0 =||til是旋转角，那么式（A4.9)

等价于一个旋转矩阵的 Rodrigues公式

R(0,t) =1 + sin0[t] x +(1 - coaff )[t]2x ( A4.12)

A4.3.3 四元数

3 维旋转也可以由单位四元数表示 . 一个单位四元数是一个 4 维向量，可以写成 q =

(vsin(0/2)，cOS(0/2))
T形式，作为任何单位4维向量.这样的四元数表示围绕向量 v旋转角

度 0角 . 这是一个2 到 1 的表示，其中 q 和 - q 代表相同的旋转 . 为了检验这一点，注意

-q =( vsin(0/2 + 7t),cos( Q/2 + 7t))
T,这是一个 0 +2n = Q 的旋转 •

旋转角-轴表示与四元数表示之间的关系很容易确定 . 给出了一个向量 t，一个旋转的

角-轴表示相应的四元数很容易被看作是

t㈠q =(sinc(||t||/2)t,cos(||t||/2))T

A4.4 奇异值分解

奇异值分解(SVD)是最有用的矩阵分解方法中的一种，特别是对数值计算而言.它最经

常的应用是解超定方程组.

给定一个方阵 A，SVD把 A分解为 A = UDVT，其中 U 和 V是正交矩阵，而 D是元素为非
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负的一个对角矩阵.注意在此分解中习惯用 VT 代替 V.该分解可以使 D 的对角元素以降序

排列并且我们假定总是这样做的.因此，诸如“V 的对应于最小特征值的列”这样的绕口的话

就代之以“V 的最后一列”.

非方阵 A 的 SVD 也存在.最有趣的情形是 A 的行多于列.具体说，令 A 是 m x n 矩阵且

m^n. 在这种情形，A 可以分解为 A = UDVT，其中 U 是 具 有 正 交 列 的 矩 阵，D 是 nxn 对

角矩阵，而 V 是一个 n xn 正交矩阵 .U 具有正交列意味着 UTU = I„ x„.不仅如此，U 还具有保

范性质，即可实际验证，对任何向量 x 都有 II Ux|i = llxll . 另一方面,UUT —般不是单位矩阵，

除非 m = n.
我们同样可以定义列多于行的矩阵的奇异值分解，但一般我们对它不感兴趣.在本书，我

们偶而也要求 m < n 的矩阵 A 的奇异值分解，在实际做法上先用全是零元素的行来把 A 扩展

成方阵，再求所得矩阵的 SVD. 通常我们都将这样做并且不做特别说明.

通常 SVD 的实现，如[ Press-88]中的那样，都假定 m^n. 因为在这种情形，矩阵 U 具有与

输入矩阵 A —样的维数 m x n，矩阵 A 可以被输出矩阵 U 覆盖 .•

SVD 的实现本书不给出奇异值分解算法的介绍或它的存在性证明.关于算法如何运

行的介绍，读者可以参考[ Golub-89 ]. SVD 的一个具体实现在[ Press-88 ]中给出.但是在“ Nu-
merical Recipes in C”第一版给出的 SVD 实现的算法有时给出不正确的结果."Numerical Reci-
pes in C”第二版[ Press-88 ]给出的算法纠正了先前版本的错误.

奇异值和特征值在 SVD 中的矩阵 D 的对角元素是非负的.这些元素称为矩阵 A 的奇

异值.它们与特征值不是同一件事情.为了解 A 的奇异值与特征值的联系，我们由AUDVT得
到AtA = VDUTUDVT = VD2 Vt. 因为 V 是正交的，VT 因而 AtA = VD2 V'这是特征值

的定义方程，它指出的 D2
元素是 AtA 的特征值而 V 的列是 AtA 的特征向量. 简单地说,A 的

奇异值是 ATA 的特征值的平方根.

注意:ATA 是对称和半正定的（见上面的 A4.2.1 节），所以它的特征值是实和非负的.因

此，奇异值是实和非负的.

SVD 的计算复杂度 SVD 的计算复杂度取决于需要返回信息的多少. 例如在后面要考

虑的算法 A5.4 中，问题要求的解是 SVD 中矩阵 V 的最后一列.矩阵 U 没有用到，因而不需要

计算 U.另一方面,A5.1 节的算法 A5.1 需要计算整个 SVD.对于行数远多于列数的方程组，

计算矩阵 U 所需的额外努力是不可小视的.

对 计 算 一 个 矩 阵 的 SVD 大约所需的浮点运算（flops)数在[Golub—89]中给出.计

算矩阵 U、V 和 D 总共需要4m2n +8m/i
2
+9n3flops.但是，如果只计算矩阵 V 和 D,那么仅需要

4mn2
+8n3flops.这是一个重要的区别，因为后一个表达式不包含 m2的项.具体地说，计算 U

所需的运算数随行数 m 的平方而变化.但计算 V 和 D 的复杂度都是 m 的线性函数.因此，对

于行数远多于列数的情形，（如果计算时间是关注的问题）除非有必要,否则应避免计算矩阵

U.为了说明这一点，我们来考虑第7章描述的计算摄像机投影矩阵的 DLT 算法.在此算法中

由个3D到 2D 的点匹配来计算一个3 x4的摄像机矩阵.该算法涉及用算法 A5.4 求解方程

组Ap =0,其中 A 是 x12的矩阵.解向量p是 A 的 SVD 分解A = UDVT中的矩阵V的最后一

列. 因而可不需要矩阵II 表 A4.1 给出对6(最小配置数）400,1000组点对应进行 SVD 所需

的 flops 总数.
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点数 每点方程数 方程数（m) 未知数（n) 运算数（不计算U ) 运算数(计算U)
6 2 12 12 20,736 36,288

100 2 200 12 129,024 2,165,952

1000 2 2000 12 1，165 ,824 194,319,552

表 A4 . 1 计算 SVD 所需的 flops 数的比较,矩阵的大小是 mx〃,其中 m 取不同值而 n =12.注意当不计算U时，

计算复杂度与方程数成次线性增加. 另一方面，计算U的额外计算负担非常大,尤其对方程数目大的情形.

进一步的阅读这方面有两本宝贵的教科书是[ Golub-89]和[ Lutkepohl-96 ].
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附录5
最小二乘最小化

在本附录中，我们讨论在各种约束条件下求解线性方程组的数值算法 . 正如将看到这样

的问题很方便地采用 SVD 来解 .

A5.1 线性方程组的解

考虑形如Ax = b的方程组 . 令A为 m x n 矩阵 . 这里有三种可能性：
( 1 )如果 m < «，那么未知数大于方程数 . 在这种情形，没有唯一解，而是解的一个向量

空间 .
(2)如果 m 那么只要A可逆便有唯一解 •

(3)如果 m n,那么方程数大于未知数. 方程组一般没有解，除非b在由A的列所生成的

子空间中.

最小二乘解:满 秩 情 形 我 们 现 在 考 虑 并 且A的秩为《的情形.如果解不存在，那

么对许多情形，找一个最接近于提供方程组Ax = b—个解的向量X仍然是有意义的.换句话

说，我们寻求一个向量x使||Ax - b||最小，其中 P • P 表示向量范数.这样的x称为该超定方程

组的一个最小二乘解 .用 SVD 能方便地求最小二乘解，其方法如下所述.

我们寻求使 II Ax -b||=||UDVTx - b||的最小值的向量1 由于正交变换的保范性质，我们

要最小化的量是 II UDVTx -b||=||DVTx - UTb||. iSy = VTx和b'= UTb，问题变成最小化||Dy -
b'||，其中 D 为 m x n 矩阵并且对角线以外的元素为零.这个方程组的形式是

( K
「4

<4 7i

72
K_d n K +

0 K J
显然，离 b'最近的 Dy 是向量( 6; ,%，…，6:，0 ,- ,0广并通过令 7; = 6;/4( £ = 1, ,^)而得到 .
注意假定A的秩为》保证了 < #0. 最后由 x = Vy 求出 X. 整个算法是
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目标

求 m x n 方程组Ax = b 的最小二乘解，其中 m > n，并且rankA = /1.

m
(1)求 SVD:A = UDVT.

(2)令b，= UTb.
(3)求 由 定 义 的y,其中 rf,是 D 的第；个对角元素.

(4)所求解Sx =Vy.

算法 A5.1 满秩的超定线性方程组的线性最小二乘解.

降秩方程组有时需要求解其矩阵不是列满秩的方程组.令― rankA < n，其中 n 是A的
列数.由于噪声的影响，矩阵A的秩可能实际上大于 r，但是，出自被考虑的特定问题理论分析

的要求，我们希望强制执行秩为『的约束.在这种情形，该方程组的解将是U -d个参数的

族，其中 r = rankA <n.适宜用 SVD 来求这一族解，具体如下：

目标

求方程组Ax = b 的通解，其中A是 mxn 矩阵并且A的秩 r< n.

魅

(1)求 SVD:A = UDVT,其中 D 的对角元素按递降顺序排列.

(2)令 b，= UTb_
( 3 )求 y ,其定义是:当沁1,⋯，r 时, 否 则 yi = 0.

(4)有最小范数||x||的解 x 是Vy.

( 5 )通解是 J£ = Vy + Ar + 1 vrd +⋯ + A „v„，其 中 ⋯， 的 最 后 r 列.n-

算法 A5 . 2 降秩方程组的通解.

这个算法给出降秩方程组的最小二乘解的U 参数族（由不定值 A,+参数化）.该算法

的正确性的证明类似于满秩方程组最小二乘解的算法 A5.1.
秩未知的方程组在本书中遇到的大多数线性方程组在求解之前从理论上已经知道其矩

阵的秩. 如果不知道方程组的秩，那么必须猜它的秩.在这种情形下，适宜的做法是把比最大

的奇异值相对很小的奇异值设为零. 因此如果</4 < 8(其中 S 是相当于机器精度e数量级

的一个小常数），那么设； =0.如前,最小二乘解由 x = Vy 给出.

A5 . 2 伪逆

给定对角方阵 D,我们定义它的伪逆 D +是对角矩阵满足

© 机器精度是 1.0 + e =1.0的最大的浮点数值

458
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0， 如果込 =0

凡\ 其他

矩阵 A,其中 m身;i. 令 A 的 SVD 为 A = UDVT.我们定义 A 的伪逆为矩阵

( A5.1)
通过简单的验证可知在算法 A5.1 或 A5.2中的向量 y 不过就是 D + b'，其中 b'= UTb.因此

结论 A5.1 秩为 /1的 mxn 方程组Ax = b 的最小二乘解ftx = A + b 给出. 在降秩方程组

情形，x = A + b是使||X II 最小化的解 .

如在讨论 SVD 时所提到的:如果 A 的行比列少，那么通过添加元素全为零的行扩充 A 为

方阵之后就可以采用此结论.

对称矩阵可以用如下方法推广对称矩阵的伪逆.这种推广已在第5章5.2.3 节讨论奇异

协方差矩阵被用过.如果 A 是非可逆对称矩阵而 XTAX 是可逆的，那么记 A +XMX(XTAX)-'Xt.
我们可以看到它仅依赖于由 X 的列所生成的子空间.换句话说，如果 X 由 XB 代替（其中 B
为任何可逆矩阵），那么 A + x

= A + XB.也就是说,A + x仅依赖于 X(左)零空间，即垂直于 X 列的

向量的空间. 定义零空间 A^XejxT|xTX =0|. 我们发现在一个简单的条件下,A + XS A 的

Du =

现在考虑 m x n
A + = VD + UT

伪逆 •

结论 A5 . 2 令 A 为对称矩阵，那么A +x
赵 的 充 要 条 件 是 yVt(X)= N L ( A ) .

我们仅给出证明的大意.必要性是明i的，因为 yvjx)和 N L ( A)是方程的左边和右边的

零空间.为证明充分性，可以假定 X 的列是正交的，因为上面已经证明，仅有 X 的零空间是重

要的.于是，X 可以通过增加列 X'扩充为正交矩阵 U = [ X IX'].由此可见,x'T的行向量生成

X 的零空间，并且根据假设也是 A 的零空间.现在,通过比较定义 A +xdefX(XTAX)MXT和伪

逆的定义式(A5.1)可以在几行内完成所需的证明.

A5.2.1 用正规方程解线性最小二乘问题

线性最小二乘问题也可以用一个涉及正规方程的方法来解 .我们再来考虑线性方程组

Ax = b，其中 A 为

最小化范数||Ax - b||的向量 x.当 x 取遍所有的值时，积 Ax 将遍历A的整个列空间，即由 A
的列生成一个 IRm的子空间. 因此我们的任务是在 A 的列空间中寻求最接近 b 的那个向量，

矩阵并且旧>/1. 这个方程组一般不存在解 x.因此，我们的任务是求m x n

接近程度由向量的范数定义.令 X 是这个问题的解，因此人*是最接近 b 的点.在这种情形，差

Ax - b 必然是与 A 的列空间垂直的向量.更明确地说,Ax - b 垂直于 A 的每一列，因此AT(Ax -
b ) =0. 把它乘出来并分项得到方程

(ATA ) X = ATb
这是一个 n x n 的线性方程组，称 为 正 规 方 程 .这个方程组是有解的并可用来求问题 Ax = b的
最小二乘解.即使 A 不满秩(秩为n)，这方程组应该有一个解，因为 ATb在 ATA 的列空间中.当

A 的秩为时,矩阵 ATA 可逆，从而 x 可以通过 x =( ATA) 求得 . 因为 x = A + b，故由上

式不难得到下面的结论，而且它也是容易直接验证的.

结 论 A5 . 3 如果mxre矩阵A的秩为 a,那么 A + =(ATA)- * AT
这个结论不仅在理论分析上有用,而且当n相对于m很小时,在计算上，也给出比用 SVD 计

算伪逆方法更为简单的方法（因此计算（ATA)的逆比计算 A 的 SVD 要节省).

(A5.2)
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m
求使||

m
(1)解正规方程人

'
*=入、.

(2)如果 ATA 可逆，那么解是 x =(ATA)- * ATb.

算法 A5.3 利用正规方程的线性最小二乘算法.

向置空间的范数有时我们希望相对于向量空间 IR"的不同的范数来最小化 AX - b. 在

向量空间 IR"中常用范数由常用内积给出.对 IR"中的两个向量a和b,我们可以定义常用内

积为a • b = aTb.于是向量 a 的常用范数定义为||a||=(a - a)
,/2 =(aTa)v2.注意下列性质：

(1)内积是IR"上的一个对称双线性形式.

(2)对所有的非零向量 a elR"有||all >0.
我们说内积是正定对称双线性形式.可以在向量空间IR"上定义其他的内积.令 C 是一个

实对称正定矩阵，并定义一个新的内积为C(a ,b )=aTCb.内积的对称性由 C 的对称性推出.用

lla || c =(aTCa)1/2可以定义一个范数.它是有定义的并且是正定的，因为 C 被假定是正定矩阵 •

加权线性最小二乘问题有时我们希望解形如 Ax - b =0 的加权线性最小二乘问题，即

最小化误差的 C——范数||Ax - b||e.这里 C 是在IR"上用以定义内积和范数||.||e的一个对

称正定矩阵.如前,我们可以说最小化误差向量 Ax - b必须（在 C 定义的内积意义下）垂直于

A 的列空间.由此推出 ATC(AX - b) =0.将它重新排列便得到加权正规方程

(ATCA ) x = ATCb
最常用的加权是其中的 C 为对角矩阵，对应于IR"的每一坐标轴方向独立加权.但是也可

以采用一般的加权矩阵 C.

( A5.3)

A5.3 齐次方程组的最小二乘解

与前一问题类似的问题是求形如 Ax =0 的方程组的解. 这个问题常出自于一些重构问

题.我们考虑方程数多于未知元素的情形——超定方程组 . 因平凡解x =0是我们不感兴趣

的，故寻求该方程组的非零解. 注意如果x是这方程组的一个解，那么对任何标量 k ,k x 也是解 .

一个合理的约束是只求 II x = 1 的解 .

这样的方程组一般不存在确解 . 假定 A 的维数是 m x /i,那么存在确解的充要条件是

rank(A) < n——矩阵 A 不具有满列秩 . 当没有精确解时，我们通常将求它的一个最小二乘

解.问题可以叙述为

• 求使 II Ax||最小化并满足||x||=1 的 X.

这个问题可按如下方法来解 . $ A = UDVT. 那么问题变成最小化||UDVTX||. 但是

II UDVTX||=||DVTX||和||x||=||VTx||. 因此，我们需要在条件||VTx||=1下最小化||DVTx||.
4y = VTx，则问题变为在条件||y||=1 下最小化||Dy||. 现在,D 是对角元素按降序排列的一

个对角矩阵.由此推出该问题的解是y =(0,0,⋯,0,1)T
，它具有一个非零元素 1 并在最后的

位置上.最后注意x = Vy 就是 V 的最后一列.该方法概括在算法 A5.4 中.
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如 A4.4 节所述,V 的最后一列也可以描述为对应于 ATA 最小特征值的特征向量.

目标

给定行数不少于列数的一个矩阵 A，求最小化||Ax||满足||x||=1的

m
x 是 V 的最后一行，其中 A = UDVT是 A 的 SVD.

算法 A5.4 齐次线性方程组的最小二乘解 .

A5.4 带约束方程组的最小二乘解

在前一节中，我们考虑了形如 Ax =0的方程组的最小二乘解的方法.这样的问题可能出

自对图像特征集合进行测量的情形.对准确的测量和准确的影像模型，该数学模型预告了该

方程组的一个准确的解.在非准确的图像测量或有噪声存在时，精确解将不存在.此时，求最

小二乘解是有意义的.

但是在其他一些场合，某些由矩阵 A 的行表示的方程是由数学约束精确地导出的，而且

要求精确地满足.这样的一组约束可以用矩阵方程 Cx =0来描述，并要求它应精确地满足.

其他的方程产生于图像测量并且受到噪声的干扰.这导致下列的问题

• 求 x,它最小化||Ax||并满足||x||=1 和 Cx =0.
这个问题可按如下方式来解.要求 x 满足条件 Cx =0 意味着x垂直于 C 的每一行.所有

这种x的集合是一个向量空间，称为 C 的行空间的正交补. 我们希望求这个正交补.

首先，如果 C 的行数少于列数,那么加若干零行将它扩展成方阵 .这样做不对约束集合

Cx =0 产生影响.现在，做 C 的奇异值分解:C = UDVT,其中 D 是有r个非零对角元素的对角矩

阵.在此情形 C 的秩为r并且 C 的行空间由 VT的前r行生成.C 的行空间的正交补由 VT余下的

行生成.以 C1记矩阵 V 消去前r列得到的矩阵，则 CC1 =0,因此，满足 Cx =0的向量x的集合

由 Cx的列生成,从而可以把任何这样的x记为x = CxX'，其中 X'为适当的向量.因为 Cx具有

正交列，故有 llxll = II Cox' ll =||xl.这样一来，上述最小化问题化为

�求 x',它最小化||AC1x'||并满足 ||xi =1.
这正是 A5.3 节讨论过可用算法 A5.4 求解问题的一个例子.求解约束最小化问题的完

整算法在算法 A5.5 中给出.

目标

给定一个 m x n 矩 阵 ，求 向 量 x,它最小化||Ax||并且满足||X||=1 和 Cx =0.

魅

(1)如果 C 的行数少于列数，那么加若干零行将 C 扩展成方阵.计算 C 的 SVD:C = UDVT,其中 D 对

角元的非零元排在零元前面.令 Ci是矩阵 V 消去前r列所得到的矩阵，其中『是 D 中非零元素的

数目（C 的秩).

(2)用算法 A5.4求最小化问题 ACxX'=0的解 .此解由x = 给出.

算法 A5.5 约束最小化算法.
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A5.4.1 进一步讨论约束最小化

约束最小化的进一步问题产生于本书中经常用到的代数估计方法——例如，计算基本矩

阵（11.3 节）或三焦点张量（16.3 节).

这个问题是

• 在条件 II * II = l *x =Gi下最小化||Ax||,其中 G 是一个给定的矩阵而i是某个未知的

向置 .

注意:这个最小化问题与 A5.4 节的非常类似，当 G 矩阵有正交列时，它就简化现在的问

题中的形式.对某个《有* =Gi成立的条件不过是要求x属于 G 的列所生成的空间.因此为了

利用算法 A5.5 来解现在的问题，我们仅需要用与 G 具有同样列空间（即由这些列生成的空

间）但其列两两正交的矩阵替代 G. 如果 G = UDVT，其中 D 有『个非零元素（即 G 的秩为 r),那

么令 U'为 U 前/�列组成的矩阵，则 G 和 U'有同样的列空间.按 A5.4 节方法求使||AU'x'||最

小化的单位向量x',然后令X =UV,即可求解x.
如果还需要求i，那么它可以通过解 Gx = x = UY得到 .所需要的解用伪逆表示（A5.2

节）为i = G + x = G + UV;如果 G 不是列满秩，则解可能不是唯一的.因为 G + = VD + UT，我们

Wx = VD + UTU'x',它可简化为i = V'D”、',其中V'由 V 的前;�列组成，而 D'是 D 左上部的r

子矩阵.

整个方法概括在算法 A5.6中.

目标

求向量x,它最小化 II Ax||并满足||x||=1 和* =Gi,其中 G 的秩为r.

m
(1)计算 0的 SVD:G = UDVT，其中 D 的对角线的非零值出现在零值前面.

(2)令 U'是由 U 前r列组成的矩阵.

< 3 )用算法 A5. 4 求使||AU'x'||最小化的单位向量

(4)所要求的解是x = U'x'.

(5)如果要求，我们可以用 V'D' 计算 S,其中V'由 V 的前r列组成，而 D'是 D 左上部的r 子矩阵.

算法 A5.6 受一个生成空间约束的最小化算法 .

A5.4.2 另一个最小化问题

一个非常类似的问题是

• 在条件 II Cx||=1 下最小化||Ax II .
这个问题来自诸如解 DLT 摄像机标定问题(7.3 节).一般情况下 rankC < ra，其中

^
是向量

'

x的维数.这个问题的几何解释是求（由XTATAX 确定)二次曲面上的“最低”点,该点必须满足

在（非齐次）“二次曲线”xTCTCx =1 上的约束.

我们首先取矩阵 C 的 SVD，得到 C = UDVT.因条件 UDVTX|*1 等于 fl DVTX||=1,故不

需要显式地计算 U.记x'= VTx,则问题变成:在条件||D x'||=1 下最小化||AV X'||.记 A'=
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A V，问题变成:最小化||AV||并满足条件 I I D x'||= 1. 因此我们已经减化到约束矩阵是对角

矩阵 D 的情形.

假定 D 的对角元素有r个为非零和s个为零( r + S =n)，并且非零元素排在零元素之前.那

么x'的元素<在;>『时不影响||D x'||的值，因为 D 对应的对角元素是零 . 因此，对于<( i =
1，⋯,r)的一个具体取值，应选取其他的*;(;= r +1，⋯，n)使||AV||值最小.我们记 A'=[A;|
A J],其中 A;由 A'的前r列组成而 A;由余下的s列组成. 类似地，令 X;为由 X'的前r个元素组成

的/�维向量，而 X〗由 f余下的外元素组成.此外，令 D,为由 D 的前；�个对角元素组成的r x r对
角矩阵. 于是 ,A V = A;x;+ A;x〗，并且所考虑的最小化问题就是在条件||DlX;||=1下最小化

(A5.4)
现在，暂时固定 X:，则式(A5.4)取在 A5.1 节讨论过的那种最小二乘最小化的类型的形式. 根

据结论 A5.1，最小化式（ A5.4 )的值 x'2S x'2 = - A V A

^
x V 把它代入式（ A5.4 )得到

I I ( K K - I)A；x；||，它是我们要在条件 I I DlX;||=1 下最小化的方程. 最后记x"= DlX;，本问

题最终化为我们所熟悉的算法 A5.4 的最小化问题的形式：
• 在条件 l l x'1 =1 下最小化 l l(A〗A(+ - I)A；D r'x；||.
我们现在将算法概括如下：

||A;x;+ ||

目标

在||Cx||=1 下最小化||Ax||.
算法

(1)计算 C 的 SVD:C = UDVt，并记 A'= AV.

(2)假定 rankD = r并令 A'=[A；|A - ]，其中 A;由 A'的前r列组成而 A;由余下的s列组成.

(3)令 DjD左上部的rxr子阵.

(4)计算 A"=(A《A;+ - I)A；Dr'.这 是 一 个 矩 阵.

(5)用算法 A5.4 求 x"最小化||A"x'||并满足条件||x"||=1.-Cl)'( 6 )计算x; 和<= - ArA;x;. 令x

⑺解由x = Vx'给出.

算法 A5.7 在约束||Cx||=1 下求齐次线性方程组的最小二乘解 .
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附录 6
迭代估计方法

本附录将描述在构建一个高效和鲁棒迭代估计算法中的各个组成部分.

我们从两种最常用的参数最小化迭代方法开始，它们是 Newton 迭代（与 Gauss Newton 法

密切相关)和 Levenberg-Marquart 迭代.Newton 迭代为求单变量函数零点方法,它的一般概念

为数值方法的大多数学生所熟悉.它可以相当直接地推广到多变量情形并可用于求方程组的

最小二乘解（不是精确解).Levenberg-Marquart 方法是 Newton 迭代的一种简单的改型，旨在为

超参数化问题的情形提供更快的收敛性和正则化.该方法也可理解为 Newton 迭代和梯度下

降法的混合.

就本书所考虑的问题类型而言，计算的复杂度的实质性减少是通过把参数集合分成两部

分而得到的.一般，这两部分由表示摄像机矩阵或单应的参数集以及表示点的参数集组成 .

这会导致一种稀疏结构，下面将在 A6. 3 节进行介绍.

我们讨论两个进一步的实施问题——代价函数的选择，涉及它们对野值的鲁棒性和凸性

( A6. 8 节）；以及旋转参数化以及齐次和约束向量 ( A6. 9 节）.最后，建议那些想了解更多关于

迭代技术和捆绑调整的读者参考[Triggs-OOa]以得到更多的细节.

A6.1 Newton 迭代

给定一种假设性的泛函关系 x = f(p)，其中 x是测置向量，p 是参数向置,分别属于空间

讯 和 IR
'假定已知逼近于真值元的测量值 X，希望求出向量会能最近似地满足这个泛函关

系.更准确地说,我们要求满足 X = f(P) + e的向量合并使 || e||最小化.注意：A5.1 节中所

考虑的线性最小二乘问题正好属于这种类型,所定义的函数 f 是一个线性函数 f ( P) = AP.

为了求 f 不是一个线性函数时的解,我们可以从一个初始估计值P。开始，并在函数 f 是局

部线性的假设下逐次对这个估计进行改进.令8。由ea = f(P。）- X 定义.假定函数 f 在点 P。
的由 f(P0 + A)= f(P。）+ JA 逼近，其中J是由 Jacobian 矩阵J = 3X/3P 表示的线性映射.我们

寻找一个点 f(P,)(其中 P,=?。+4)，最小化 �(匕) - X = f(P0 ) + JA - X = 80 + JA.因此，它

要求在 A 上的最小化 II e。+ JA||，这是一个线性最小化问题.向量 A 由解正规方程组得到(见式

(A5.2))
JTJA = - JTe0

或用伪逆么= - J + e。而求得.因此，解向量$由一个估计 P。开始并按下面的公式计算其逐次

( A6.1)

逼近
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Pi + i = P/ + A；
式中，A;是线性最小二乘问题的解

JA;= - e；
矩阵提取值在

^
的細必—矩阵

^
以迚旧

^
代以 -又我们希望这个算法能收敛于所要

求的最小二乘解 A 不幸的是这个迭代过程有可能只收敛到一个局部最小或根本不收敛.迭

代算法的行为很强烈地依赖于初始估计P。.
加权迭代除所有因变量都等量加权之外，也可以提供一个加权的矩阵规定因变量 X的

加权值.更具体地说，我们可以假定测量向量X满足一个协方差矩阵为的高斯分布，并希

望最小化 Mahaalanobis距离||f(f) -X||

^
这协方差矩阵可以是对角的，说明X的每个坐标

是独立的，或可以是更一般的任意正定对称矩阵.在这种情形，正规方程组变为 JTS''J Ai =

-JTI 算法的其余部分保持不变.

Newton 方法和 Hessian 我们现在过渡到考虑寻找多变量函数最小值.暂时，考虑一个

任意的标量值函数g(P),其中 P是一个向量. 优化问题就是在所有 P值上最小化g(P).我

们做两个假设：〆P)有一个适定的最小值，并且我们知道一个点 P。相当接近此最小值.

我们可以在 P。周围把g(P)用泰勒系列展开，得到

g(P0 + A) =g +grA + gfrA/ 2 + ■ ■ -
式中，下标 P表示微分，而右手边是在 P。上估值.我们希望相对 A最小化此量.其结果，相对

A微分并设置导数为零，得到方程 gP +&PA =0 或

(A6.2)

在这个方程式中,gPP是二阶导数矩阵,g的 Hessian 矩阵，它的第（iJ

_
)元是a2g/也 和 与 巧

是第 i 和第>参数.向量是g的梯度.Newton 迭代方法包括在该参数值的一个初始值 P。开
始,使用式（A6.2)迭代地计算参数增量 A直到收敛.

现在，我们转向上面考虑的出现在最小平方最小化问题中的代价函数的分类.具体而言,

g(P)是一个误差函数的平方模

^
ppA = -gP

g(P) =ylle(P)ir = E(P)
T
8(P)/2

式中，8(P)是参数向量 P的一个向量值函数，具体地，S(P) =f(P) -X.因子 1/2用于简化后

续计算.

梯度向量〆P)很容易计算为然而，我们可以使用前面介绍的符号写s(P) = fP = J.

总之 ,gP =JTe.再一次微分gP = Bpe ,计算下列公式的 Hessian.e

— 8p £p + £pp� (A6.3)

现在，假设 f(P)是线性的，在右边的第二个项就消失了，剩下 gPP = ekP = JT/.替换式

(A6.2)中的梯度和 Hessian 得到 JTJA = -JTs,它就是正规方程组（A6.1)• 因此，假设 JT/ =
ehp是函数g(P)HeSSian的一个合理的近似，我们就到达了先前解参数估计问题相同的迭代

豸PP

© 此干涉的最后一项需要做一些说明.因为e是一个向量，ePP是一个3维阵列（一个张量），积‘e中的求和是关于e

的元素的.它可以更精确地表示为Kejppe,,其中ei是向量e的第 i 元，而（ei)PP是它的 Hessian.
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过程.这个过程，用 JTJ 作为 Hessian 近似，被称为 Gauss-Newton 方法.

梯度下降负（或下山）梯度向量
_

gP = - de定义为代价函数的最速下降的方向.最小

化的一种策略是在此梯度方向上迭代.这就是梯度下降. 步长的计算可以通过执行一个在

负梯度方向中函数最小化的线搜索.在这种情况下，参数增量 A 从方程 AA = - gP计算，其中

A 控制步长.

我们可以认为当它用更新方程式（A6.2)表示时，它与 Newton 迭代相关，其中 Hessian 由

标量矩阵 AI(有点随意)近似.梯度下降本身并不是一个很好的优化策略，由于锯齿现状发生

通常表现为收敛速度慢（更仔细分析见[ press- 88]).但是，在下一节中将看到，它与 Gauss-Newton 迭代法相结合可以是摆脱困境的一种有用的方式.下节的 Levenberg-Marquardt 方法本

质上是一种 Gauss-Newton 方法，它在 Gauss-Newton 更新失败时平滑过渡到梯度下降.

概括起来，我们已经考虑了一个代价函数g( P) = l| E( P) IIV2 的三种最小化方法：
( l ) Newton. 更新方程：

gPPA = -gv
式中,gPP = eJeP +‘e而办 = Newton 迭代是基于二次代价函数在最小值附近的近似假

设，并且如果满足这种条件，将表现快速收敛. 这种方法缺点是 Hessian 矩阵的计算可能困难.

此外,远离最小值,二次行为的假设可能无效，因此,大量的额外工作很少有好处.
(2 ) Gauss-Newton. 更新方程：

8p6PA = _ gje
这相当于 Newton 迭代，其中 Hessian由近似.一般来说这是一个很好的近似，特别是接近

最小值，或当s在 P 中几乎是线性的.

(3)梯度下降.更新方程：

AA = - 8p8 = - gv
在 Newton 迭代中的 Hessian 由单位矩阵的倍数取代.每次更新是在函数值最快速局部减少的

方向.值 A 可自适应选择，或通过在向下梯度方向线搜索来选择.一般情况下，单独的梯度下

降方法是不建议的，但与 Gauss Newton 结合，它产生常采用的 Levenberg-Marquardt 法.

A6. 2 Levenberg-Marquart 迭代

Levenberg-Marquart(简称 LM)迭代方法是 Gauss-Newton 迭代方法略做了一点改变 . 正规

方程组 JTJA = - <1\被增置正规方程( 111】+ 人1)么 = - JTe替代，A 为某个值，它在迭代中变化 •

这里I是单位阵 .A 的典型初始值是10
_
3乘 N = JTJ 对角元的平均值.

如果通过解增大正规方程组得到的A值导致误差减少,此增量被接受，那么在下一个迭代

前 A 除一个因子（通常 10).另一方面，如果A值导致误差增大，那么 A 乘相同的因子并再解增

大正规方程组，继续这一过程直到求出一个使误差下降的A为止.对不同的 A 重复的解增大

正规方程组直到求出一个可接受的A,整个过程组成 LM 算法的一次迭代 .LM 算法的实现在

[ Press-88]中给出.

LM 的合理性为了理解该方法的合理性，考虑对于不同值的 A 会产生什么现象 . 当 A
非常小时，该方法与 Gauss-Newton 迭代本质上没有不同. 如果误差函数||s||2 = || f ( P ) - X||2

接近于 P的二次函数，那么此方法将很快地收敛到最小值.另一方面，当 A 为一个大的值时
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正规方程矩阵由 AI 逼近,正规方程成为 AA = - JTE.回忆 JTe就是的 || S P的梯度向量，我们

看到参数增量A趋向由梯度下降给岀的值.因此 LM 算法在 Gauss-Newton 迭代和一个梯度下

降方法之间无缝移动，Gauss-Newton 迭代将在解的邻域中迅速收敛;梯度下降方法在运行困难

时保证代价函数下降.的确，当 A 变得越来越大，增量步长A下降，最终它将导致代价函数

IU||2的下降.

为证明由解扩大正规方程组得到的参数增量A对的所有值都在代价函数下降的方向，我

们将证明A和函数 g(p) j|E(p) ir的负梯度方向的内积是正的.此由下面的计算得到

• A = - g^ A=(JTe)T
( JTJ +AI)"'jTe

然而，对 A 的任何值 JTJ + AI 是正定的，因此它的逆也是正定的 . 根据定义，这意味着（JTe ) T

(JtJ + AI)<JTe是正的,除非 JTe为零.因此增量A是在局部代价下降的一个方向中，当然除非

梯 度 是 零.

—种不同的扩大在 Levenberg Marquardt 的一些实现中，尤其是在[ press- 88]所给出的，

使用一种扩大的正规方程的不同方法 . 扩大正规方程矩阵 N'用矩阵 N = JTJ 定义，其中

N；i = ( l + A )Ni;而当 i汚时％=乂. 因此 N 的对角由相乘因子（1 + A )扩大而不是一个相加因

子. 如上文，当 A 非常小时，得到本质上 Gauss-Newton 的更新.对大的 A，正规方程矩阵的非

对角元素相对于对角元素而言变得不重要.

N'第；个对角元素就是（1 + A )ja，其中 J;= d f / d P i m Pi是第 i 个参数.那么更新方程为

(1 + 人）<1

^
1,+3;= )1&，其中3;是在第〖 个参数中的增量.除因子（1 + A )，是正规方程通过仅变

化第；个参数来产生最小化代价.因此当 A 变大的极限中，参数增量的方向将由分别最小

化每个参数得到.

采用这种类型的扩大，对大 A 时,与梯度下降不一样.但是，根据上文的同样的分析，对任

何 A 值，产生的增量仍然在下坡方向.

一个小问题也许会出现:如果某参数/ 不影响函数f的值，那么 J;= 317也是零，进而 N 的

第 i 个对角元也是零，因此 N'是零.那么扩大正规方程矩阵 N'是奇异的，它会造成麻烦. 在实

际中，它很少发生，但它会发生.

LM 的实现在执行 Levenberg-Marquart 最小化的最简单形式时，仅需要提供一个例行程

序来计算被最小化的函数、被观察的目标向量交或该函数所要求的值以及一个初始估计Pa.
Jacobi 矩阵 J 的计算可以用数值方法或提供一个专用程序来实现.

数值微分可以按如下方法实现.每个独立变量 A依次增加为\ +S,用计算/的程序计算

函数值并用比率计算微分.通过设S 为|10
_
4 |和 1(T6的最大值已经能找到了好的结果.

这种选择似乎能给出微分的一种好的逼近.在实际中，我们发现用数值微分几乎没有什

么缺点.但是对简单的函数/，我们倾向于提供一种计算 J 的程序，其原因部分为了完美，部分

为了有可能略微加快收敛以及部分为了速度.

~ g p

A6. 3 稀疏 Levenberg-Marquart 算法

A6.2 节中介绍的 LM 算法对参数数目少的最小化问题是相当适宜的.因此，在 2D 单应

估计(见第4章）的简单的代价函数式（4.6)和式（4.7)(它们仅相对单应矩阵H的元素最小
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化）等情形，LM 算法行之有效.但是当要最小化的代价函数包含很大数目的参数时，单用 LM
算法就不很合适.这是因为 LM 的核心步骤(解正规方程组（A5.2))的复杂度是 7V3 ,7V 为参数

数目，并且这一步要重复许多次.然而,在本书所考虑的估计问题的类型中，正规方程组具有

某种稀疏分块结构，我们可以利用它来节约大量计算时间.

应用这种方法的一个例子是通过最小化代价函数式(4.8)来估计两视图之间的 2D 单应

并假定误差在两幅图像中都存在. 这个问题的参数化可以用刻划 2D 单应的参数集合（可能

是单应矩阵的9个元素），加上第一幅视图的 n 个点的参数，总共有2/1 +9个参数来表示.

应用这种方法的另一个例子是图像的对应涉及两个或更多（例如 m)视图并且要求估计

所有摄像机的参数以及所有点的 3D 位置的重构问题.我们可以假定摄像机是任意的射影摄

像机或者是完全或部分标定的摄像机.进一步，为了去掉一些非主要的自由度，我们可以固定

一个摄像机.例如在射影重构问题中，可以用所有摄像机矩阵的元素（总共 12m 或 11m 个参

数，这取决于摄像机如何参数化）加上 3D点的坐标的个参数.

稀疏 LM 算法的实现通常被认为是复杂和困难的.为了有助于克服它，采用菜单方式给

出这些算法.如果有一个适当的矩阵运算标准程序库，实现该算法应该不困难.

• 记号:如果 a,，a2，⋯，a„是向量，那么将它们一个接着一个地排成一个列向量，所得到

的向量用（a[，a2
T
，⋯,aI ) T

表示.关于矩阵也有类似的记号 •

A6.3.1 在 LM 方法中划分参数

我们将主要结合重构问题对稀疏 LM 方法进行介绍，因为重构问题是与这种方法相关的

典型问题.首先我们将用一般术语来处理估计问题，因为它可以说明一般过程且不涉及更多

细节.在此抽象的层次上，这种方法的好处并不明显，但在 A6.3.3 节将会变得更加清楚 . 通

过简单的观察,我们首先将问题的参数分成两个集合:一个是描述摄像机的参数集,另一个是

描述点的参数集.更正规地说,“参数向量”Pe 可以划分成参数向量 a 和 b,使得 P =(aT，
bT ) T. 我们已知的是用空间IR"的 X 表示的一个“测量向量”. 在重构问题中，它是所有图像点

的坐标所组成的向量.另外令为测量向量的协方差矩阵e.我们考虑把参数向量 P 映射到

测量向量的估计i =/(P)的一般函数/:IRM->IR'记 e 为测量和估计的量之间的差 x - it，我
们要求使 Mahaalanobis 距离的平方||e||

^
= eTIx'E 最小化的一组参数 •

对应于参数 P =( aT，bT)T
的划分,Jacobi 矩阵 J ；=[dX/dP]具有形如 J = [ A | B ]的分块结

构，其中的 Jacobi 子矩阵定义为

A =[3X/3a]
和

B = [ ax/ab]
解方程组 J8 = e作为 LM 算法的中心步骤(见 A6.2节）现在具有形式

J8 = [ A| = e (A6.4)

0 在没有其他先验的情况下，通常假设I；,是单位矩阵.
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于是，在 LM 算法每一步要解的正规方程组 JTSX'J8 = JTIX 1
E具有形式

r A^^ A l A^^ B w S a ( A T l l' e\
UDIBUJUJ UDJ

在 LM 算法的这一点上，这个矩阵的对角块通过用一个因子 1 + A 乘它们的对角元素而作了扩

大，其中 A 是变化的参数.这个增量改变了矩阵 A1!：:、和所得矩阵记为(AT5^AK
和（BT

^̂
B)'读者不妨先看一下图 A6.1 和图 A6.2,它们用图形方式给出估计问题中涉及

若干摄像机和点的雅可比矩阵形式和正规方程.

方程组（A6.5)现在可以写成分块形式

( A6.5)

I t；] [：；] = [!：] (A6.6)

*

1I - WV
作为解此方程组的第一步,将两边左乘 得到

0

U * - WV * -'WT 0 ][:;] = [ - WV * "CA
(A6.7)WT V * eB

这样做的结果使右上角的子块变为0.从而该方程组的上半部分成为

(U * -WV *
_
1 wT)8a = eA -WV *

解这些方程求得 Sa.然后，Sb的值可以通过回代求得，即

V * 8b = e B - W T8a

如 A6.2节所述，如果参数向量 P = ( ( a + Sa ) T
，（b + 8b)

T
)
T
的新计算值使误差函数的值

减少，那么便接受该新参数向量 P，并把 A 值减少十分之一后再进行下一次迭代.另一方面，

若误差的值增加，则拒绝新的 P 并用一个增加为十倍的新 A 再做试探.

一个完整的 Levenberg-Marquart 划分参数算法在算法 A6. 1 中给出.

虽然在此方法中，我们先求解 8a，然后基于新的 a 值求解 Sb，但千万别认为这方法不过就

是关于 a 和 b 进行独立的迭代. 如果要求保持 b 为常数条件下求解 a,那么用来解 S,的正规

方程组将具有比 A6.8 更简单的形式:US,= eA.但是我们不推荐交替解 88和 Sb的方法，因为

潜伏着收敛慢的问题.

A6.3.2 协方差

在结论5.12 中，我们看到估计参数的协方差矩阵为

I P = ( J T I X J ) +

在超参数化的情形，由式( A6.10)给岀的协方差矩阵是奇异的，特别是在垂直于约束曲面

的方向上不允许参数有变化——在这些方向上方差为零.

在参数集合被划分成 P =( aT,bT)T
的情形，矩阵（JT Sx1 J)具有由式（A6.5 )和式（A6.6)

给出的分块形式(但不是带星的增量形式).我们有

ATI；'A ATI;' B

BTI-
X

* A BTS;' B .

(A6.8)eB

(A6.9)

(A6.10)

U W
WT VJ T I x J = (A6.11)
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协方差矩阵SP是这个矩阵的伪逆.在 V 是可逆的假定下，重定义¥=\

^̂
乂那么矩阵可以按

下式对角化

WV 'WT Oir I 0

VJ [ YT Ionr ( A6.12)
0

对于可逆矩阵 G 和矩阵 H，我们假定一个恒等式

(GHGt)+ = G -tH + G''
在本附录末的练习中提出的条件下该恒等式成立.把它用于式（A6.12)并乘开来即得到该伪

逆的公式

X - X Y
SP = ( JTIX 'J ) + = (A6.13)- Y t X Y t X Y + V

其中 X =(U - WV
_
IWT)+.

使此式成立的条件是 SPan(A)nSPan(B)=0，其中 Span( •)表示该矩阵列的生成空间�这

里 A 和 B 与式(A6.11)中的一样.这一事实的证明以及 Span( A)DSpan( B) =0的条件的解

释在 A6.10 节的练习（1)中有扼要说明.

按式（A6.11 )把矩阵 JT Z J 划分为块与式（ A6.5)中将 P 划分为 a 和 b 相对应.对

参数向量 P 的协方差矩阵的截取分别得到参数 a 和 b 的协方差矩阵 .结论概括在算法

A6.2 中 •

已知测量向量 X 以及它的协方差矩阵 ，参数集合 P = ( a T , b T ) T
的一个初始估计和将参数向量映射

到测量向量估计的函数/:P

m 求 最 小 的 参 数 集 合 p,其 中 e =x -免
(1)初始化一个常数 A =0.001(典型值).

(2)计算微分矩阵 A =[sx/3a]和 B =[ax/ab]以及误差向量 &

( 3 )计算中间表达式

U = ATX;' A V = BTI;' B W = ATI;' B

= BTII- ' e= ATI；' e
(4)用 1 + A 乘 U 和 V 的对角元素，对它们进行扩大.
( 5 )计算的逆矩阵

^^
并定义 Y = WV

_
'此逆矩阵可以覆盖

^
的值，因后者已不再需要了.

( 6 )通过解（IT - YWT )S, = eA - Ye|^S,.

⑺通过回代求得 8b = V -' ( e B - W T8. ) -
(8)通过增加增量向量(8 厂更新参数向量并计算新的误差向量.

(9)如果新的误差向量小于原先的误差，则接受这个新的参数值，把 A 减少至十分之一并且返回步骤

(2)重新开始，否则终止运行.
( 10 )如果新的误差向量大于原先的误差，则回到原先参数值 A 并将其增加十倍再返回步骤 ( 4 )继续

进行.

算法 A6. 1 划分参数的 Levenberg-Marquardt 算法.
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目标

用算法 A6.1 计算估计的参数 a 和 b 的协方差.

魅

(1)与算法 A6.1 —样地计算 U，V 和 W,并令 Y = WV
'(2)E.=(U -WV -'WT)+.

(3)Ib =YTI,Y + V -'.
(4)交叉协方差X,b =

算法 A6 . 2 计算 LM 参数的协方差矩阵.

A6.3.3 稀疏 LM 的一般方法

在前几页中，我们描述了在参数向量可以划分为两个子向量 a 和 b 的条件下实现 LM 迭

代并计算解的协方差的一种方法.由前面的讨论还不清楚所介绍的方法在一般情形是否真有

任何计算上的优越性. 但是正如下面所述，这种方法在 Jacobi 矩阵满足一定的稀疏条件时会

变得很重要 •

我们假定“测量向量” X e 11

^
可以划分成若干段:X =( X[,X2

T,-,X：)T.类似地，假定

“参数向量”P E IRW也可相应地划分成 P =( aT，b[，b2
T
，⋯，屺）

T.对应于参数的一个给定的指

派,X;的估计值将由戈表示.我们做下列稀疏假定:每个文仅由 a 和 b;决定，而与其他的参数

by无关.在此假设下，当时 d象/3b;. =0.而对3夂/拍没有做假设.这种情形出现在本讨

论开始所描述的重构问题中，其中 b;是第 i 点的参数向量而文是这个点在所有视图的图像中
的测量向量. 对于这种问题，因为一个点的图像不依赖于任何其他的点，所以正如我们所希望

的有4/ab;=0,除非

对应于这样的划分，Jacobi 矩阵 J =[ 有一个稀疏分块结构.我们定义 Jacobi 矩阵

A；=[ax/aa] B；=[ax/ab,]

对给定形如 e = ( e I ,-,e I ) T = X -X 的误差向量，方程组 J S = e 现在有形式

B,「Ai
fEllA2 B2 8bl ( A6. 14 )J8 =
Le„」

LA„ BjLs-J
我们进一步假定所有测量 X;的协方程矩阵相互独立.因此整个测量向量的协方差矩

阵S,具有对角形式 I；x = diag(s )•

根据算法 A6.1 的记号，我们得到

A = [ A[ , Al ,…，A:]T

B = diag( B1 , B2 ,- , B„ )

I, = diag( ，…，1% )
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8b =(8；,8；,-,8：„ ) T

e = ⋯，E:)T

现在，将这些公式直接代入算法 A6.1. 代入后的结果在算法 A6.3 中给出，它表示 LM 算

法其中一步的计算方法. 重要的事情是在此形式中，算法的每一步所需的计算时间为《的线

性函数.如果不利用稀疏结构的结论（例如盲目地使用算法 A6.1),计算复杂度会是》
3.

A6 . 4 稀疏 LM 算法应用于2D 单应估计

给定两幅图像中的对应图像点集我们应用前面的讨论来估计 2D 单应 H. 每幅图

像中的点都受到噪声的影响，并且目标是最小化代价函数式(4.8).我们定义一个测量向量

Xi =：(xW 在当前情形下，参数向量 P 可以划分成 P = < hT，g,纪，⋯,S:〉'
其中值免是

第一幅图像中图像点的估计值，而 h 是单应 H 的元素组成的向量.因此，我们必须同时估计

单应 H 和第一幅图像的每个点的参数.函数/映射 P 到（<，交1，⋯，i〖）
T
，其中每一个戈 =

( x：,^) T =(x：,x

^
)

T.然后直接应用算法 A6.3.

此时，Jacobi 矩阵有其特殊形式，首先因为元与 h 无关，故有

0
At = dX / dh = ax；/ah.

其次因为夂 =( ，OT,又有

叫丄]
A6.4.1 协方差的计算

作为协方差计算的一个例子，我们来考虑和5.2.4 节一样的问题，其中单应由点对应来估

计.同样，我们仅考虑被估计的单应实际上是恒等映射 H = I. 就这个例子的目的而言，点的数

目和它们的分布是不重要的.但仍假定所有点测量的误差是独立的.回忆误差仅出现在第二

幅图像的情形，由公式(5.12)给出zh =(mr 1
/,) +

，其中1=[ai；/ah],
我们现在来计算摄像机参数向量 h 在第一幅图像的点也有噪声时的协方差.进一步假设

1x7 = ，并用A 表示 .在这种情形下，协方差的逆矩阵 Xx 1
是分块对角阵，Sx 1

=
diag( Ix；,Ix;').那么，用 A6.3 算法的步骤来计算 h 的协方差矩阵如下：

W，J:] T

B,=[IT，r ]T ( V H = I)
u = X A^diagCS,. ,^)^̂ X i j s^

V

^
B

^
diagdSJB,，

W^AjdiagCS^S.OB̂ J^U - WW卜[AS,. - S,/2H = KS‘J/2
i i i
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因此 h 的协方差矩阵是误差在一幅图像中出现时的协方差矩阵的两倍值.这是由于 H 是恒

等映射的结果，但一般它不成立.作为练习，可以验证如下结论：
• 如果 H 表示具有因子 s 的缩放 H =山 那 么 =(? +1)(U 了S山y.
• 如 果 H 是一个仿射变换，而 D 是 H 左上部的 2 x2部分（非平移部分），并且如果对所

有 / 有 3;=1(各向同性和独立噪声），那么Z h =( X尤（I - D U + D T D

^
D T a)'

百标参数向量分块成？=(8

'
<，1>2

'-
，1)1)7，测量向量分块成\=(\〖，一,乂1)7并使得对

V i^j ,dX / dbj =
算 法 算 法 A6.1 中的第(2)到第(7)步变成：

(1)计算微分矩阵 A;=[ax/aa]，B,=[ax/abj和误差向量 e,=x,-x,

(2)计算中间值

0时的 LM 算法形式化.

VsdiagCV,，⋯，VJ ,其中

=(el,.eknk )
7,其中 eB.=BjIe;

Y

^
W.- V * - 1

U

eB

( 3)由方程

( U * -1̂ )8. = - SYiEB,eA

it# 8,.

(4)依次由方程 Sbi = V厂1( eB;- W；"S,)计算每个 Sb;.

协方差

u)重新定义 Y

^
w.vr1

(2)Z,=(U - UW:)+

( 3) Ibjl>. = Yfl.YJ + 8,V -1

⑷ Z,b‘ = - I.Y,

算法 A6. 3 稀疏 Levenberg-Marquardt 算法.

A6 . 5 用稀疏 LM 算法估计基本矩阵

在估计基本矩阵和 3D 点集时，A6.3.3 节所描述的算法是有效的，只要把估计 2D 单应的

稀疏 LM 算法稍做修改就能适用于现在的目的.这个与 2D 单应估计问题类似的方法是:在

2D 单应估计中，我们有一个映射 H 把点\对应于点 对于当前的问题，映射要由一对摄像

机矩阵 P 和 P'表示，它们将一个 3D 点映射到一对对应点U,x:).
为方便起见，这里仍使用 A6.3.3 节的记号.具体地说，在 A6.3.3 节和这里 X 都表示总
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的测量向量（当前情形为(H'，⋯，X„，x；：))而不是单个的3D 点.同样,要仔细区别参数向量

P 和摄像机矩阵 P.
将参数向量 P 划分为 P =(aT，W， ，bI)T$

_
( 1)a = p'由摄像机矩阵 P'的元素组成，而

(2)b; =(m)
T
是3维向量，是第 i 个3D 点（XoY,.，

^
)
7
的参数化.

这样一来,总共有3�+12 个参数，其中 n 是点的数目. 参数向量 a 提供摄像机 P'的一个

参数化，而另一个摄像机 P 取为 [I|0]. 注意这里把 3D 点的第三个坐标取为 1 是方便的，而

且这样做也是允许的. 因为点（\，Y;，0，T()
T
将映射到无穷远点（X;，Y;，0)T，它不会是被测量

点 1)
7的 邻 近 点 •

测量向量 X 被划分为 X =(X〖，X2
T
，⋯，X〖)

T
，其中\ =(<，

^
广是第；点的图像测量.

现在，可以算出 Jacobi 矩阵 A^ dX / da 和 d文/31);并用算法 A6.3 估计参数,从而求

出 由 它 可 以 算 出 F.

偏 导 数 矩 阵 因 为 文 = ,那 么\和 B,具有与 A6.4 节中的 Jacobi 矩阵的类似形

式:

U00
A; = B. =dx' / da. dx' / db,

协方差矩阵Sx,被划分为对角分块矩阵 diag(S,.,S；)，其中民 = S(和 S;= IXY.现在，计

算在算法 A6.3 第二步的中间表达式得到

V,= Bjdmg( Si ,S：) Bi =[ I2 x2|0]

^
[12 ><2|0] + Oi,7ab)TS；Oi,7ab) (A6.15)

AjXx/ A,的抽象形式与2D 单 应 的 情 形 一 样,而 其 他 的 表 达 式 = B

^
Ix；Ei,

= Aj 可以容易地加以计算.除此之外，其他估计过程完全与算法 A6.3 相同.

F的协方差根据 A6.3.3 节的讨论，特别是根据算法 A6.3，摄像机参数（即 P'的元素）的

协方差矩阵由

EA,

Ip. = ( U - X wiv -'w：) + ( A6.16)

给出，其中的记号和算法 A6.3 中的相同.

在计算此伪逆时，知道SP.的秩的期望是有益的.此时它的秩是7，因为涉及两个摄像机

和 n 个点匹配解的总自由度是 3n +7.用另一种途径来看，P'不是唯一确定的，因为如果 P'=
[ M|m],那么任何其他的矩阵[ M + tmT|am]也确定同样的基本矩阵 . 因此，在计算式

(A6.16)右手边的伪逆时，我们应该令5个奇异值为零.

前面的讨论给出如何计算 P'的元素的协方差矩阵.我们希望计算 F 的元素的协方差.我

们知道，存在一个用 P'= [ M|m]的元素来表示的 F 元素的简单公式 F =[m] xM. 如果希望

计算归一化的 F(即||F||=l)的协方差矩阵，那么令 F = [m] xM/(||[m] xM||).因此，可以

将 F 的元素表示成 P'的元素的简单函数.令 J 为这个函数的 Jacobi 矩阵.那么 F 的协方差可

以利用结论5.6由传播 P'的协方差来计算，即

式中，ZP.由式(A6.16)给出.这就是由给定点对应根据 ML 算法估计得到的基本矩阵的协方差.

(A6.17)
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A6 . 6 稀疏 LM 算法应用到多幅图像的捆集调整

前一节考虑了用稀疏 Levenberg-Marquardt算法计算基本矩阵，本质上就是由两幅视图进

行重构的问题. 它如何可以容易地推广到计算三焦点张量和四焦点张量应该是清楚的.更一

般地,我们可以用它来同时估计多个摄像机和对应点集，以便计算射影结构,或在给定的适当

约束下计算仿射或度量结构.这个技术称捆集调整.

对于多个摄像机的情形，我们可以利用不同的摄像机的参数之间没有交互作用的优越性，

这正是现在要给出的. 在下面的讨论中，为了标记上的方便，我们将假定每一点在所有视图中

可视.这个假定并不是必要的，因为测量点一般可以在所用的视图的某一个子集中可视.

我们使用与 A6.3.3 节一样的记号.测量数据可以表示为一个向量X，它又划分成表示某

个 3D点在所有视图中测量得到的图像坐标的分段 X;. 我们可以进一步划分\为 X;=
(x:，g，⋯，x；

^
)
T
，其中 xv.是第 i点在第J图像中的图像.参数向量 a(摄像机参数）可以对应

地划分成 a =(a〖，al，⋯,OT，其中 a,+是第）个摄像机的参数.因为图像点\仅与第）个摄像

机的参数有关，而与任何其他的摄像机无关，故除非>=1否则放〆％=0.类似地，除非 i = k,

否则参数 b4对第 A个3D点的导数为咏/油4 =0.

此问题的雅可比矩阵 J 的形式和得到的正规方程 JTJ5 = JTe 在图 A6.1 和图 A6.2 示意性

地给岀.参考算法 A6.3 中 Jacobi矩阵的定义，我们看到 A;二[A;/da]是一个对角分块矩阵：

K = diag(A;1，⋯，A;J，其中 A

^
dX/daj.类似地，矩阵 =[A/abJ分解为

BL]7,其中 B, 在标准情况下也可以假定Xx;有对角结构 SXi = diag( Sx„，⋯，

，其含义是被投影的点在各个图像中的测量是独立的(或更准确地说是不相关的).有了这

些i设，我们可以容易地利用算法 A6.3，正如算法 A6.4 所叙述的那样（留给读者去证明).

P2 P3P 1 x2 x3 x4tt*1

摄像机参数 特征参数

图 A6.1 由3台摄像机和4点组成的捆集调整问题的雅可比矩阵的形式.
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I 计算机视觉中的多视图几何

( 1 ) 计 算 导 数 矩 阵 ]和％=[ax../ab, ]以及误差向量 = Xy.-Sr
(2)计算中间值

u,=1 A

^
X；AV v

‘ = I B3x> W,= A

^
IX；B,

X AI^x.> e•/

(3)由下列方程计算 8a =(8：1
,-,8：m)T:

I We-> S

S8, = ( e j，⋯，e:) T

其中 S 是 m x m 分块矩阵,它的块定义为

si = - X Y.W

^
+ U；

= - S Y，w'* 如果 y#

和

e；=s - X Yve».
(4)依次由方程

l W j^)

计算每个Sv
协方差

(1)重新定义\

(2)I „ = S +
，其中 S 的定义如上，没有用 * 表示的扩大

w„v,
-

( 3 ) Ib,b; = Y：IaYJ + 8,V：

(4)1 - S a Y,ab£

算法 A6.4 —般的稀疏 Levenberg-Marquardt 算法.

A (P' ) e(P!)

A (P2 ) e(P2)

e(P3)A (P3)

A(X , )
A(X2)

A(X 3)

A(X 4)

e(X,)
e(X2)

e(X3)

e(X 4)

图 A6.2 由 3台摄像机和 4点组成的捆集调整问题的正规方程的形式.

缺失数据通常，在一个捆绑调整问题中，有些点不是在每个图像可见的 . 因此,一些测
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量 X#可能不存在，这意味着第 i 点在第幅图像中不可见.算法 A6.4 很容易适应这种情况，

通过忽略测量\不存在的由 &下标所描述的项.这样缺失的项在相关的累加中直接省略.这

包 括 所 有 的 和 可 以 看 出，这 相 当 于 将 Ay和 B&设置为零，从而有效地给缺

失的测量零权重.

在编程此算法时这是方便的，由于由上述《下标量可只与在共同数据结构中存在的测量

相关联.

A6.7 方程解的稀疏方法

在一个很长的序列图像中，一个点轨迹在整个序列中都被跟踪到是罕见的，通常点轨道消

失而新的轨迹开始，造成点的轨迹有一个带状结构，如图 19.7c 所看到的.点轨迹集合的这种

带状结构导致了一个带状结构的方程组，它被用来计算结构和运动，我们在这里指在算法 6.4

中的矩阵 S.因此，具有带状轨迹结构的捆集调整问题，稀疏性可以出现在两个层次上，首先在

单点的测量的独立性层次上，如算法 A6.4 中所利用的，其次来自带状轨迹结构，本节将对它

做出解释.

另一个类似的情况下，这将发生在 18.5.1 节结构和运动的解或如 18.5.2 节中的直接运

动.在这两种方法中，大稀疏的方程组可能会出现. 为了使这种类型的大问题易于处理，有必

要利用这个稀疏的结构以便尽量减少其中的存储和计算量.在这一节中，我们将考虑在这种

情况下是可用的稀疏矩阵技术.

A6.7.1 捆集调整中的带状结构

如在算法 A6.4 中所给出的，在捆集调整迭代步骤中求参数增量耗时的步骤是此算法步

骤(3)中求方程组 SSa = e 的解 . 如在那里给出的，矩阵 S 是一个对称矩阵，具有形式为

S j k = - I

^
.V；非对角线块. 我们看到块\仅当对某 i 的％和都非零时是非零的.

因为％=

^
七/叫

^̂
化/油山因此仅当对应的七取决于参数 a;.和 1>;时 W〃才是非零

的.更具体地说，如果示第）个摄像机的参数，而 b,表示第 i 点的参数，那么仅当第 i 点在

第幅图像中是可视的并且 x,y是它被测量到的图像位置时是非零的.

对某 i,W&
_和都非零意味着存在指标为；的某点在第和 A 幅图像中都可见.概括起

来说，
• 仅当在 j 和 A 幅图像中都可见的一个点存在时，块&是非零的.

因此，如果点轨迹只在连贯视图上延伸，那么矩阵 S 将是带状.特别是，如果没有一点的

轨迹延续超过S 幅视图（B 表示带宽），那么块\是零的，除非 \ j - k \ < B.
考虑一个长序列上跟踪点，例如沿着一条回旋和自交叉路径.在这种情况下，可能是

识别到之前在序列中看过的点，并再次拾取其轨迹 . 在这样的一个 3D 点被看到的视图

集将不是一个连贯的视图集 .这将破坏矩阵 S 的带状性质，由于引人可能远离中心带的

非零块. 然而，如果没有太多非对角线块的填充，稀疏解技术仍然可被利用，如我们将要

看到的 .
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A6.7.2 对称线性方程组的解

求解一线性方程组 Ax = b，其中矩阵 A 是对称的，最好不使用通用方程求解器，如高斯消

元法，而是利用矩阵 A 的对称性，这样做的一种方法是使用矩阵 A 的 LDLT分解.此是建立在

下面的观测：

结论 A6.1 任何正定对称矩阵 A 可以分解为 A = LDL7,其中 L 是一个具有单位对角元

的下三角矩阵,D 是对角阵.

建议读者参考[Golub-89]中的实际实施细节和 LDLT分解的数值属性.由结构和运动的

问题导出的正规方程至少总是半正定和稳定的,并且推荐用对称分解方法来解决.

给定 LDLT的因式分解法，线性方程组 Ax = LDLTX = b 针对 x 的解可以用下面 3 步进行：

①Lx'= b；(Dx,,= D"1x,；(3)LTx =\".
方程 LXf = b 的解借助“前向替换”过程实现.具体地(记住 L 具有单位对角元），x 分量的

计算按下面的次序计算

前向替换:x:= b; - Y , Lijx'i
■/ = 1

因为 LT上三角阵，第二方程组的求解以类似的方式，不过值 x;以逆顺序计算，此过程被称为

“反向替换”.

反向替换:x,+ = <- Y , LHXJ
j = i + l

在此计算中包含的操作数在[Golub-89]中给出，等于 n3/3,这里 n 是矩阵的维数.

A6.7.3 稀疏对称线性方程组的解

我们考虑对称矩阵的一个特殊类型的稀疏结构，被称为“天际线”格式.它在图 A6.3 说

圏
⑻ (b)

图 A6.3 ( a)—个稀疏矩阵及（b)其对应的“天际线”结构.原始矩阵中的非零元显示为黑色. 在天际线格

式中，所有非零元都位于阴影区域中.对于每一行；，有一个整数％，代表该行的第一个非零元.值得注意的

是，非零、非对角线元导致该行（或对称的对角线上方的列）的天际线格式的“填充”.如果这样的元相对稀少,

天际线格式将保持稀疏，针对天际线矩阵技术可以有效地应用.在天际线格式中的一个矩阵的 LDLT分解有相

同的天际线结构.因此，在( a)中给出的原有稀疏矩阵的 LDLT分解将只有在( b)的阴影区域内有非零元.
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擊附录6 迭代估计方法

明.天际线格式中一个 n x n 对称矩阵 A格式的特点是存在一个整数 m,数组，其中 i =1,
使得当y<叫时\ = 0. 对角带状矩阵是一个具有天际线结构矩阵的一种特殊情况.

尽管对角带状或天际线矩阵可能是稀疏的，但其逆却不是，实际上会被完全非零元填满.

因此,借助计算 A的逆来求方程组X = A 'b的解集合是非常糟糕的想法� 然而，天际线（或带

状)形式中矩阵的重要性在于矩阵的天际线结构由分解 LDLT保留，如在下面的结论中所表

达的 •

结论 A6.2 令 A是对称矩阵并且当 _
/ < m,时 =0.令 A = LDLT,那么当）<m;时！

^
=0.

换句话说,L的天际线结构与 A的天际线结构一样.

证明假设是使

~
=0的最小指标.那么把 A = LDLT乘开，可以验证仅有一个乘积对

Ab的第元有贡献.具体说，AfL

^
L

^
O.

因此,在计算具有天际线结构稀疏 A的 LDLT分解中，我们事先知道，L的许多元将是零.

计算这样一个矩阵的 LDLT分解的算法与针对一个完全对称矩阵非常相似,只是我们不需要考

虑零元.

具有天际线结构的矩阵 L的前向和后向替换容易利用稀疏结构 . 事实上，前向替换公式

成为

X:= b, - ；�L〆y = m,

反向替换留给读者推导.实现的更多细节在[ Bathe-76]给出.

A6.8 鲁棒代价函数

在 Newton或 Levenberg- Marquardt型的估计问题中，要做的一个重要决定是代价函数的精

确形式. 正如我们所看到的,一个无野值的高斯噪声的假设意味着最大似然估计是由一个最

小二乘代价函数给出，涉及噪声被引人测量中的预测错误.

针对铡量的其他假设概率模型也可以进行相同的分析.因此，如果所有的测量被假定为独立

的，并且/⑻是测量中误差 S的概率分布，那么具有误差3;的一组测量的概率由 SJ =
给出.取负对数得到 -logOKA，⋯，SJ ) = ，而此表达式的右边为一

组测量的合适的代价函数. 通常适当的做法是设置一个精确的测量的代价为零，通过减去

log(/(0))，虽然这不是严格必要的,如果我们的目的是代价最小化.下面讨论的各种具体的

代价函数的图在图 A6.4 中给出.

基于统计的代价函数一个合适的代价函数的确定可以通过估计或猜测所涉及的特定测

量过程中误差的分布来着手，如在图像中点的提取.在下面的枚举中，为了简单起见,我们忽

略了高斯分布的归一化常数(27«r2)
_
1/2,并假定2CT

2 = 1.
(1)平方误差 . 假设数据是高斯分布的，概率分布函数( PDF)是〆S)sex〆-#)，得到的

代价函数是

C(5)=82
(2)Blake Zisserman. 数据被假定内点有一个高斯分布而离群点是均匀分布 .PDF 被采

取的形式是/>(S) =exP(-S2) 这实际上不是一个 PDF,因为它积分到无穷.然而,它得到

的代价函数的形式是
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图 A6.4 比较鲁棒估计的不同代价函数 C⑻.它们相应的 PDF，exP(- C⑻）和衰减因子 W = C(5)1/2/5

见正文）也同时给出.
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C(8) = -log(exp(-82) +«)
对内点（小S)，它逼近 S2，而对野值（大 S)，渐近代价是 - logs.因此，从内点到离群点的交叉

点近似地由 S2 = - He 给定 .Blake 和 Zissemrnn 在[ Blake- 87 ]使用的实际代价函数是

lir

^
S2，a

2
)和 s =exp(-a2

).

(3)被损坏的高斯. 前面的例子有理论上的缺点，它实际上不是一个 PDF.另一种方法是用

具有较大标准偏差的高斯对野值建模,得到混合模型的概率分布形式:〆S)=aexp( -52) +(l -
a)exp(-SW)/M；,其中 M;是对野值对内点的标准偏差率，而《是内点的预期分数. 那么

C(S) = -log(aexp( -82) +(1 -a)exp( -S2
/w2

)/w)
启发式代价函数下一步，我们考虑更多由启发式判断的代价函数，比遵循一个特定的噪

声分布模型需更多的噪声免疫性能.由于这个原因，它们将直接作为一个代价函数引入，而不

是一个 PDF.

( l )Cauchy 代价函数.代价函数由下式给出

C(S) = 62log(1 +82/b2)
式中，6为某常数. 对5的小值，这曲线逼近 S2,6 值确定这种逼近在 S的什么范围是接近的.

代价函数是从 Cauchy分布p⑻ = l/(n( \ +S
2
))推导,是一个类似高斯的钟形曲线，但有较重

的尾巴 •

(2)il代价函数. 我们不使用平方和而是使用绝对误差的和. 因此，

C⑻ =2b \ S \
式中,26为某正常数(通常可以就是 1).这个代价函数被称为总变分.

(3)Hubei�代价函数 . 这个代价函数是 il 和最小二乘代价函数之间的混合.因此，定义

，当丨5丨 <6S2
C(S) = 2b \s \ -b1 ，其他

此代价函数是连续的，具有连续的一阶导数.阈值 6 的值选择约等于离群阈值.

(4)伪 Huber 代价函数. 代价函数

C(S) =2b
2
( + (5/6) 2 -1)

非常类似于 Huber的代价函数，但有所有阶的连续导数.请注意，对小 S它接近 S2，对大 S是

线性的，具有斜率为 26.

A6.8.1 不同代价函数的性质

平方误差最基本的代价函数是平方误差c(s) =s2.它的主要的缺点是对测量中的野值

不鲁棒，正如我们将要看到的.由于二次曲线的快速增长，远距离的野值产生过度的影响，并

且可以把代价最小值拉离所期望的值.

非凸代价函数 Blake-Zisserman、损坏的高斯和 Cauchy 代价函数寻求减轻野值的有害影

响,给它们减小的权重.如在它们前两个图中所看到的，一旦误差超过一个一定的阈值，它被

归类为一个野值，代价保持基本上是恒定的.Cauchy的代价函数也试图淡化野值点的代价，但

这是做得更渐变.这三个代价函数是非凸的，我们将会看到它有重要的影响.

渐近线性代价函数 il 代价函数测量误差的绝对值.它的主要作用是相比平方误差给

野值较低的权重.理解这个代价函数的性能的关键是观察它的行为是找一组数据的中值.考
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虑一组实数数据|a; l 和代价函数定义为 C U ) = I, u - a; I . 此函数的最小值是在此集合

的 中 值. 为 领 会 此，注 意 相 对 于* 导 数 当 * 是 +1而 当 是- 1. 因 此，导

数在小于 * 与大于*的 a,值一样多时为零，因此,代价在的中值时被最小化.请注意，中值

对在远离中值的数据 a,的值的变化免疫， 代价函数的值变化，但不改变它的最小值的位置.

对于更高维数据★ eIR"，代价函数 C( x) = lj|x - ai||的最小函数具有类似的稳定性性

质.注意 II x - a,+ II 是 *的一个凸函数，因此，这些项的一个累加S;llx - a,||也是一个凸函数.

结果，代价函数有单一的最小化(所有凸函数都如此).

Huber 代价函数对小误差值5 取二次型的形式，而当S 值超过一个给定阈值时成线性.因

此，它保留了 il 代价函数的野值的稳定性，同时它对内点反映了平方误差代价函数，给出最大

似然估计的性质.

伪 Huber 代价函数对小S 也接近二次而对大S 时是线性的.因此，它可以被用来作为 Huber
代价函数的一种光滑逼近并给出类似的结果.重要的是要注意，这三种代价函数中的每一种

都具有凸这样非常理想的性质.

A6.8.2 不同代价函数的性能

为了说明不同的代价函数的属性，我们将针对 2 组合成样本数据|% 1评估代价！：/(* -a,).
在渐近式线性代价函数群中，将仅给出 Huber 代价函数，因为其他2 种( il 和伪 Huber) 给出非

常类似的结果.

数据U;!可以被认为是重复测量某量的一个实验的结果 . 测量受随机高斯噪声影响，并

伴随野值.估计过程的目的是通过最小化代价函数估计此量的值. 两组数据的实验和结果在

图 A6.5 与图 A6.6的文字说明中描述.

研究结果总结平方误差代价函数一般对野值很敏感，只要野值出现可将其视为无用.

如果野值已经彻底根除，例如使用 RANSAC 算法，则它可以被使用.

非凸代价函数，虽然一般有一个稳定的最小值，受野值的影响不那么大，但是有局部极小

的显著缺点，它造成收敛到全局最小的风险.此估计不被其紧邻的地区以外的最小值的强烈

吸引.因此，除非(或直到）估计接近最终正确的值，它们是没有用的.

Huber 代价函数具有受欢迎的凸性质，它能更可靠收敛到全局最小值.最小值对野值的有

害影响有相当免疫力，因为它代表内点的最大似然估计和野值的中值之间一个折中.伪 Huber
代价函数是 Huber 的一个很好的替代，但使用il 过程应小心，因为它在原点有不可微的性质 •

这些研究结果采用一维数据说明，但它们也在更高维数据上推广.

参数最小化我们已经看到,Hubei■ 和相关的代价函数是凸的，因此有单一的最小值. 我

们这里指的是代价 C(S)为误差 S 的一个函数. 一般在诸如由运动求结构的问题中，误差 S 本

身是参数（如摄像机和点位置）的一个非线性函数.因此,总代价表示为运动和结构参数一个

函数不能期望是凸的，局部极小是不可避免的.然而，一个重要原则是

• 选择一种参数化方法，其中误差尽可能地接近参数的一个线性函数，至少在局部上.
观察这一原则将导致更简单的代价表面并具有较少的局部极小，一般获得更快的收敛.

Blake Zisserman 代价函数，是基于最接近数据的分布，有很明确最小化. 然而，仔细的检

查(放大的图）显示了一个不希望的特征,每一个野值的附近存在局部极小值.求代价最小值

的迭代方法如果它开始时是在此最小值周围狭窄吸引域外，那么迭代就会失败.
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图 A6 . 5 数据h K示于图的左上角）由中心在0附近、具有单位高斯噪声的一组测量组成，加上偏向于真

值右边10%的野值.I,- C( |)图（从左到右，自上而下）对应代价函数:平方误差、Cauchy、损坏的高

斯、Blake Zisserman、一个放大的 Blake Zisserman 和 Huber 的代价函数. 请注意，最小的平方误差代价函数被

野值显著地拉右，而其他的代价函数相对野值独立.
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图 A6.6 在这个实验中，如图 A6.5,数据的主要部分(70% )是以原点为中心，有30%的“野值”集中在远离

原点一个块中（见左上角图）.这种类型的测量分布在许多成像的情况下是相当现实的，例如，点或边缘测量

被鬼影边缘混淆.从上面开始代价函数的顺序是:平方误差、Cauchy、损坏的高斯、Blake Zisserman 和 Huber.

与之不同，Huber 代价函数是凸的，这意味着从任何初始点开始的估计将会被吸引到单一

的最小值.

代价函数和最小二乘我们已经讨论的代价函数类型通常使用在一个参数最小化程序

中，如 Levenberg Marquardt 和 Newton 迭代.一般来说，这些程序寻求最小化与一组参数 p 有

关的某向量 A 的范数.因此，它们在参数向量 p 的所有选择上最小化||A(p)||2.例如在一个

结构和运动问题中，我们可能寻求最小化IIk - 元||2
=1,||5,||2 = II A II 2 ,其中值\是已测

量的图像坐标义从当前参数值推导的预测值,A是由单个误差向量&串接形成的向量.

平方误差代价函数发现测量分布的平均值，它显著地被野值的块拉到右边.野值块对非

凸代价函数的影响也清楚地在这里显示.由于非凸性，总的代价函数没有单一的最小值，而是

围绕测量分离块的两个最小值.因为 Huber 代价函数的凸性，它有单一的最小值，它位于接近
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数据的中值，并且几乎没有受30%的野值存在的影响.

因为平方向量范数的最小化 II A||2被构建到大多数 Levenberg Marquardt 的实现中，我们需

要了解在这种情况下如何运用鲁棒代价函数 . 答案是通过加权向量5;=叫尽更换每个向量

，使得

r = c( ii 5j)
那 么 得 到 所 希 望 的 ||S,+ I I ) =1;||5,.||2.从此等式，我们得到

wi = C (||5,.||)1/2/||5;||

因此，最小化问题是最小化 I I A' I I 2 ,其中 A'是 由 串 接 向 量 得 到 的 向 量，每 个 叫 由 式

(A6.18)计算得到.注意％是||表||的一个函数，它通常试图削弱野值的代价.不同代价函数

的这种衰减函数在图 6.4 最后列给出.对于平方误差代价函数，衰减因子为 1,意味着无衰减

发生.对于其他的代价函数，在内点区域有一个小的衰减,而在此区域外的点在程度不同上被

(A6.18)

衰减.

A6.9 参数化法

我们在这里考虑迭代估计问题,一个重要的考虑是解空间如何被参数化.我们考虑的大

部分的几何实体没有一个简单的欧氏参数化方法.例如，在解一个几何优化问题，我们常常希

望遍历以旋转表示所有摄像机取向.针对计算的目的，旋转最方便表示为旋转矩阵，但这是一

个主要的过度参数化 .3D 旋转的集合自然是 3D 的（事实上，它形成一个 3 维的李群,SO
(3))，而我们也许希望只用3 个参数来参数化.

齐次向量或矩阵是另一种常见的表示形式.它企图使用一个齐次〃向量的一种参数化

法，就使用向量本身的分量.然而，在一个齐次 n 向量中实际只有 n - 1 个自由度,有时用 n - 1
参数对它参数化是有利的.

度规自由在最近发表的论文（例如[Mclauchlan-00])对度规自由和度规独立性有很多

的关注.在这种情况下，度规这个词意味着一个参数集的坐标系统，而度规自由本质上是指参

数集表示中的一个变化，但它其中的几何结构本质上不变化，因此对代价函数没有影响. 经常

遇到的最重要的度规自由是投影或其他多义性，如那些在重构问题中出现的.然而，齐次向量

的尺度多义性也可以算作度规自由.一个优化问题的参数化法中的度规自由导致正规方程奇

异,因此允许有多个解.这个问题在 Levenberg Marquardt 中可以借助正则化（或增强）步来避

免，但有证据表明，过分的度规自由，造成参数化法中的晃动，导致收敛速度更慢.此外，当度

规的自由出现在被估计参数的协方差矩阵中会引起麻烦，其中在无约束参数方向上将会有无

穷大方差.例如，谈论一个被估计的齐次向量函数的协方差矩阵是没有意义的，除非向量的尺

度被限制.因此，在下文中，我们将提供一些方法以获得某些常见的几何参数集的最小的参

数化•

如何产生一个好的参数化？ 一个好的参数化法的首要要求是非奇异性的，至少在迭代

优化过程中被访问的区域是如此.这意味着参数化法应局部连续，可微和一对一的——总之

是微分同胚的.用一个简单例子来说明此含义:给定一个球的经纬度参数化法,即球-极坐标.
在极点处有一个奇点，其中从经纬度坐标到极点附近的映射不是一对一的.困难出自坐标点

(纬度 =89°,经度 =0°)是非常接近的点（讳度 =89°，经度 =90°)——它们都是非常接近极点
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的点. 然而，它们在参数空间相距一个很长的距离.为理解这一点的影响，假设一个优化正在

球上进行，轨迹下降到代价函数的一个最小值，它在点（89°，90°)上存在.如果当前估计是在

这个最小的一般方向上进行的，上升到零经度线，当它靠近极点时会发现，虽然接近最小值，如

果它不在经纬度参数空间走一个长绕道，就不能到达最小值.麻烦出自球体上任意接近的点，

在奇异性(极点）邻域，在参数值中可以有很大的差异.同样的事情发生在采用欧拉角的旋转

表示法中.

现在，我们继续，来考虑一些具体的参数化法.

A6.9.1 3D 旋转的参数化法

利用式（A4.9)的角度-轴公式,可以用3 维向量 t 参数化一个3 x 3 旋转.这表示一个围

绕向量 t 的一个角度 I I 11|的旋转.我们用 R( t)表示相应的旋转矩阵.

关于这种表示法,我们可以做一些简单的观察：

(1)恒等映射(无旋转）由零向量 t =0表示.

(2)如果某旋转 R 由一

^
向量 t 表示，那么逆旋转由 - t 表示.用符号表示为 R(t) M

=R(- t)
(3)如果是小 t,那么旋转矩阵由I+[ t] x 逼近.

(4)对由（和q表示的小旋转，组合旋转在一阶精度上用 t, 表示.换句话说

R a +M.因此，对一个小 M

^
R( t)在一阶精度上是一个群同构.事实上，对小 t，此映射是

一个等距变换(保距映射），两个旋转氏和心之间的距离定义为旋转 R i l V1的角.

(5)某 t 的任何旋转可以表示为 R( t)，其中||t||«7L 也就是说，任何旋转是围绕某轴最

多旋转 7C 弧度角的一个旋转.当 II t||<71,映射11~>11(0是一对一的，而当||1||<271则是二对

一的.如果

_
=27t,那么 R⑴是恒定映射，与 t 无关.因此,此参数化法在||t||=2TC 具有一

个奇点.

(6)归一化:在用向量 t 参数化一个旋转中，最好是保持||t||矣 71 的条件，以便避开当

I I t||=27!时的奇点.如果||t||>7t，可以用向量（ l l t f l -27t)t/||t||= t( l 替代，它表

示同样的旋转.

A6.9.2 齐次向量的参数化法

一个旋转的四元数表示（A4.3.3 节)是一个冗余表示，它包含4个参数而3 个就足够了.

另一方面角-轴表示是一个最小的参数化法.投影几何中的许多对象都用齐次数量表示，无论

是向量或矩阵，例如举几个例子:射影空间中的点或基本矩阵等.为计算的目的，有可能把这

些数量表示为具有最小参数数的向量,其方式类似于角-轴表示给出一个旋转的四元数替代表

示的方法.

令 v 是一个任意维的向量，由▽表示单位向量（sinc(||v||/2)vT,cos(||v||/2))T.此映射

V 把弧度 71的盘（即尺度最大是 71的向量集合）光滑和一对一地映射到非负最终坐标的单

位向量 V.因此它提供到齐次向量集合上的一个映射.此映射的唯一麻烦点是它把长度27!的

任何向量映射到同一向量(0,1)
T.但是这个奇异点可通过归一化任何长度||V||>71的向量 V

来避免，把它用（ IMI -2TC) V/ || V ||替代，表示同一个齐次向量

A6.9.3 n 维球面的参数化法

通常在几何优化问题中，参数的某向量被要求在一个单位球上.作为一个例子，考虑两视
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图的一个完整的欧氏捆集调整.这两个摄像机可能取成 P =[ I I 0]和 P'=[R|t]，其中 R 是

一个旋转,t 是一个位移.此外,3D 点\被定义，它们通过两个摄像机矩阵映射到图像点.这

定义了一个优化问题，其中参数 R、t 和点 X;，要被最小化的代价是相对图像测量的投影的一

个几何残差问题.在这个问题中，有一个全局尺度多义性，它可通过要求 II t||= 1 而方便地得

以解决.

对旋转矩阵 R 的最小参数化法是由 A6.9.1 节的旋转参数化法给出的.同样，点 X,也很

方便地参数化为齐次4维向量，利用 A6.9.2节参数化法.我们在这节中考虑如何参数化单位

向量 t.注意，可以不是简单地参数化 t 为齐次向量，因为改变 t 的符号会改变投影 P'X = [ R|t]X
同样的问题有可能在多视图欧氏捆集调整中出现.在此情况中，我们有许多摄像机矩阵

0 = K ]，可以固定 P° =[ I|0].对所有 i>0,位移 t;的集合具有尺度多义性. 我们可以通

过要求||T||=1 来最小参数化位移，其中 T 由；>0的所有 t;串接形成的向量.

参数化的单位向量有几种方法.这里我们考虑一个特定的参数化法，它建立在单位球切

平面的一种局部参数化法.考虑一个〃维球，它由一组( n + 1)单位长度向量组成.令 x 是一

个这样的向量 � 令 HvU)为一个 Householder 矩阵（见 A4.1.2 节）使得 HvU)x =(0，⋯，0，1)
T.

因此，我们已经把向量 x 变换到坐标轴上.现在，考虑在(0,⋯，0，1 )
T邻域中单位球的参数化

法.这样的一个参数化法是一个 HT—s"的映射，在原点邻域的行为是适定的 . 存在许多选

择，其中的两种可能是

(1)/( y ) = y/ I I y I I ，其中 P = ( y T，i ) T.
(2)/( y) =( sinc( ||y||/2)yT,cos(||y||/2))T.
这两个函数都把原点(0，一，0,0)T

映射到（0,⋯，0,1)T
，并且它们的 Jacobian 是d//dy =

[ I|0]T.请注意，虽然我们仅关注这些函数作为局部参数化法，第一个函数为半球提供了一种

参数化,而对 II y II 矣 Ti,第二个函数参数化了整个球,并且除了 llyll =2TC 外没有奇点.

组合映射 y

^
HvU/( y)提供在球上点 x 的邻域的一个局部参数化法（注意在这里应该写

成 H；/,,，但是 Hv(x) = H；

^
).此映射的 Jacobian 就是 Hv(x)[ I|0]T,它由 Householder 矩阵前 n

列组成，因此容易计算.

在最小化问题中，我们通常需要计算一个向量的 Jacobian 矩阵dC/办，计算代价函数 C 相

对一组参数 y 的值. 在此情况中，虽然参数被约束在 IR"+ 1
中的球S"上，但是代价函数通常针

对在 IR"+ 1中参数 X 的所有值定义.作为一个例子,在本节开始考虑的欧氏捆集调整问题中，

代价函数(例如残差重投影误差）可针对 P =[ I|0]*F =[R|t]所有摄像机对定义，其中 t
取任意值.但是，我们当然希望最小化的代价函数约束 t 在一个球上.

因此，考虑这样的情况:代价函数 C( x)针对 x e IR"+1定义，但我们通过设 x = HvU)/( y)参
数化 x 在一个球上，其中 yeIR".在此情况中，我们看到

综上所述，采用局部参数化法，参数向量可以约束在一个 n 维球上，相比允许向量在整个

IR"+ 1变化的过参数法有适度增加的计算代价.此方法有如下关键点.

⑴存储参数向量 X E I R"+1
，满足 h l l =1.

(2)在形成线性更新方程时，计算 Jacobian 矩阵3C/dx，乘以 HyU)[ l|0]T得到相对一个最

小参数集合 y 的 Jacobian.dC/ dx 乘以 Hv( x)[l|0]T
可以用式(A4.4)的方法进行.

卜香
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(3)迭代步骤提供了一个增量参数向量8y.计算 x = HvU/(

~
)的新值.

本质上相同的利用局部参数化方法可更普遍地用于其他需要最小化的参数化法的情况.

例如，在 11.4.2节中，我们看到的基本矩阵可以用最小数量的参数局部参数化，但没有最小化

的参数化方法可以覆盖基本矩阵的整个集合.

A6.10 注释和练习

(1)我们以下列各步来证明在式(A6.13)中给出的分块矩阵的伪逆的形式 •

(a)回顾 H + =0(07耶广107的充要条件是

^
(6) =

^
(H)(见 A5.2节)•

( b)令 G 可逆.那么（GHGT)+ sG — TH + G — 1
的充要条件乂

(c)把此条件应用于式( A6.12)使式(A6.13)成立的充要条件是

iVi ( U - WV -' WT ) CAri ( Y ) = iVi ( W )
((1)与式（人6.11)—样地，用 A 和 B 来定义 U、V 和 W，则等价于条件：Span( A ) n

Span( B) =0.
(2)研究在什么条件下，条件 Span( A)nSpan( B) =0成立.它可以解释成变化参数 a

(例如摄像机参数）的效应和变化 b(点参数）的效应不能是互补的.显然（例如）非约束射影

重构就不属于这种情况，其中摄像机和点都可以变化而不影响测量. 在这种情形下，参数 a 和

b 在方向 8,和 8b上的方差是无穷的，使得 AS,= B8b.
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H樣 7
某些特殊的平面射影变换

射影变换(单应变换)可以根据它们的特征值的代数重数和几何重数进行分类.一个特

征值的代数重数是指它作为特征方程根的重复次数.几何重数可以由矩阵（H - AI)的秩来确

定，其中 H 是单应变换而 A 是特征值 .一种完全的分类在射影几何的教科书中给出，例如

[Springer-64].这里我们仅提到在实用中重要且在本书中多处出现的若干特殊情况.这里将

对平面进行变换（H 是3 X3矩阵），但可直接向3 维空间变换推广.

这些特殊形式之所以重要是由于 H 还满足若干关系（回忆一般射影变换的唯一约束是满

秩).因 H 满足一些约束故它有较少的自由度，从而它可以用比一般的射影变换少的对应来计

算. 同时这种特殊变换比一般的变换有更丰富的几何性质和不变量.

注意:与第2章中讨论的、构成子群的那些特殊形式（如仿射)不一样，下面介绍的特殊射

影变换一般不构成群，因为它们在乘法下一般不是闭的.只有当其中所有的元素均有重合的

不动点和不动线时（即它们仅是特征值不同时），它们才构成一个子群.

A7.1 共轭旋转

一个旋转矩阵 R 有特征值U ，分别对应于特征向量|a,I,J|，其中 a 是旋转轴，

即 Ra = a，0是绕此轴的旋转角，而I和 J(它们互为复共轭）是与 a 正交的平面上的虚圆点.

假定两平面之间的一个射影变换的形式是

H =TRT -'
式中，T是一般射影变换;那么 H 是一个共轭旋转.特征值在共轭关系e下被保持，因此射影

变换 H 的特征值在相差一个公共因子的意义下也是11,ei9,e -i9|.

考虑由一个摄像机饶它的中心旋转得到的两幅图像（如图 2.5b);那么如 8.4.2 节所证明

了的，这两幅图像由一个共轭旋转相关联.在此情形,其复特征值确定摄像机旋转的角度 0，

而对应于实特征值的特征向量是旋转轴的消影点.注意 0(度量不变量）可以直接由射影变换

测量到.

A7.2 平面透射

一个平面射影变换 H 称为平面透射，如果它有一条由不动点组成的直线（称为轴）和不在

© 共扼性也被称为“相似性变换”.这个“相似性”的含义与在本书中使用的无关联，为等距加缩放变换.
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该直线上的一个不动点（称为顶点），参见图 A7.1.从代数上说，该矩阵有两个相等和另一个

不同的特征值并且对应于相等特征值的特征空间是2维的.其轴是过生成此特征空间的两个

特征向量（即两点）的直线.顶点对应于另一个特征向量 .不相同的特征值与重复特征值的

比率是透射的特征不变量即不计比例因子的差别，其特征值是 IM，1，1丨）.

V=顶点(不动点)

不动线

8=轴(不动点组成的直线)

图 A7.1 平面透射.平面透射是这样一种平面射影变换:它有一条由不动点组成的直线（称为轴）a 和不

在该直线上的一个不动点 v(称为透射的中心或顶点).存在过顶点的一束不动线.从代数上说，变换矩阵

的两个特征值相等（图中重复特征值是 A2 和 A3 )，而不动直线与矩阵的 2D不变空间对应.

平面透射的性质包括：
• 连接对应点的直线相交于此顶点，对应直线（即过通过对应点的两点对的直线）相交于

轴.这是 Desargues 定理的一个例子，见图 A7.2a.
• 由顶点、一组对应点和连接这些点的直线与不动点的直线的交点所定义的交比对所有

与该透射相关的点都是一样的，见图 A7.2b.
• 对于由一个平面透射关联的曲线，对应的切线（定义对应线的邻点的极限)相交于轴.
• 顶点(2dof)、轴(2dof)和不变量交比（ ldof)足以完全定义透射.因此平面透射有5 个

自由度.
• 3 组匹配点足以计算一个平面透射.这些点匹配的6个自由度过约束了5个自由度的

透射 •

平面透射自然发生于用3 维空间透视变换相关联的两个平面的图像中（即连接两个平面

的对应点的直线交于一点）.这种变换的例子是一个平面物体的图像和它在一个平面上的阴

影的图像之间的变换.在此情形，轴是两平面交线的图像，而顶点是光源的图像，见图 2.5c.

参数化法表示透射的射影变换可以直接用表示轴 a 和顶点 v 的3 维向量以及特征比率

M 来参数化，即

H

式中，I是单位矩阵.可以验证它的逆变换由下式给出

= I + (H
其特征向量是
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图 A7. 2 透射变换 .（a)在此变换下，轴上的点被映射为自身;不在轴上的每个点都位于过 v 并 a 与相交的

一条不动直线上且被映射为此直线上的另一个点.因此，对应点对 x—x'和透射的顶点共线 . 对应线（即过

对应点对的直线)相交于轴上:例如直线 <x,,x2 >和 < x;名>.(b)由顶点 V、对应点xj和它们与轴的交点

i 定义的交比是透射的特征不变量,并且所有对应点取值相同.例如，四点 I v , X; ,Xl , i ,丨和四点丨 , i2 [

的交比相等，因为它们通过共点于P,2的直线透视相关.由此推出与透射相关的所有点的交比都相同.

| e, = v ,e2 = 3^ ,e3 = 82
丄 1

对应的特征值为

i A i =/I，A2 = 1，A3 = 1 }

式中,a,1是生成与3 维向量 a 正交的空间的两个向量，即 =0 和 a =< x g.
如果轴或顶点在无穷远，那么透射是一个仿射变换 . 从代数上说，如果 a =(0,0，1)

T
，那

么轴在无穷远;或如果 v =(%，巧,0)T
，那么顶点在无穷远;并且在这两种情形下变换矩阵 H

的最后一行都是(0,0,1).

平面调和透射平面透射的一种特殊情形是交比是调和的(M = - 1).这样的平面透射称

为平面调和透射，并因交比不变量已知，故其自由度为 4.变换矩阵 H 满足 H2
=1,即变换是恒

等矩阵的平方根，它称为对合(也称周期为2的直射变换). 在相差一个公共尺度因子的情况

下，其特征值是 I -1,1,1 }.两组点对应决定 H.

在具有双侧对称的一个平面物体的透视图像中，图像中的对应点依照一个平面调和透射

相关联.该透射的轴是对称轴的图像.从代数上说,H是一个共轭反射，其中共轭元素是一个

平面射影变换.在仿射图像中（由仿射摄像机产生），所产生的变换是一个反对称，而且共轭

元素是一个平面仿射变换.反对称的顶点为无穷远点，连接对应点的直线互相平行.

调和透射可以参数化为

vaH =H-! =1-2 vTa
同样，如果轴或顶点为无穷远点，那么该变换是仿射的.
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A7.3 约束透视变换

约束透视变换（Elation)具有由不动点组成的一条直线（轴）和由交于轴上的一点（顶点）

的不动直线组成的一直线束 .它可以看成是受限的透射，其顶点位于由不动点组成的直线

上.从代数上说，该矩阵有三个相等的特征值，但特征空间是两维的.它可以参数化为

H =1 +/ivaT而 aTv =0 ( A7.1)
式中,a 是轴，而 v 是顶点. 特征值都是 1.H 的不变空间由 a,1，<生成.它是不动点组成的一

条直线(束）（v 含于其中，因为 aTv =0).HT的不变空间由正交 v 的向量<,v2i生成.这是一

束不动直线，I ivt ，其中 lTv =0,即该束的所有直线相交于点 v.
约束透视变换有4 个自由度：因为有约束 aTv =0,所以比透射少一个 � 它由轴 a(2dof),

在 a 上的顶点 v( ldof)和参数 ldof)所确定. 它可以通过2组点对应而确定.

在实际中约束透视变换通常作为共轭平移出现.考虑在平面上实施重复平移 t = ( t x ,t r ) T

的一种模式，例如在建筑物的墙上完全相同的窗子.对于墙平面的此行为可以表示为

HE = 0T 1
它是一个约束透视变换，其中 v =(匕七，0)

T
是重复窗的平移方向，而 a =(0,0，1)

T是无穷远直

线.图像中的窗由共轭位移 H = THET^
相互关联，其中 T 是把墙平面映射到该图像的射影变

换.图像变换 H 也是一个约束透视变换.此约束透视变换的顶点是位移方向的消影点，而轴

是墙平面的消影线.

A7.4 透视变换

射影变换的另一个特殊情形是透视变换，图 A7.3 给出平面上的一个 1D 射影变换. 透视

变换的最重要的一个性质是连接对应点的直线共点.透视变换和射影变换之间的区别可以通

过考虑两个透视变换的合成来弄清楚. 如图 A7.4 所示，两个透视变换的复合一般不是透视变

换.但是，该复合变换是射影变换，因为透视变换是射影变换且射影变换构成群（封闭）. 所以

两个射影变换的复合是射影变换.概括起来：
• 两（或更多）个透视变换的合成是射影变换，但一般不是透视变换.
一个世界平面的中心投影图像（见图 2.3)是不同平面之间的 2D 透视变换的一个例子.

注意辨认一个射影变换是一个透视变换需要将有关平面嵌人3 维空间.

最后，试想像图 2.3 的平面和摄像机中心都被（另一个透视变换）映射到二平面之一.那

么这被影像的透视变换现在是在同一平面上的点之间的一个映射，并被看作是一个平面透射

( A7.2节).
进一步的阅读参考 [Springer-64]对射影变换进行了分类并讨论了一些特殊情况，例如

平面透射，平面透射以许多不同面貌出现于文献中：在[ VanGool-98]中是阴影图像关系的建

模;在[ZiSSennan-95b]中是挤压曲面的图像的建模;在[ Basri-99]中是平面姿态恢复的关系的

建模.平面透射的参数化在 Vieville m Lingrand[Vi6ville-95]中给出.约束透视变换出现在平
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面上重复模式的图像分组中[340��&1七1

^
-99,3乩

^
&1治147-001)]，而在 3 维空间中它们出现在

广义的浅浮雕的多义性中[Kriegman-98].
%

图 A7.3 直线的透视变换.连接对应点（a,A 等）的直线共点 . 请与图 A7.4 比较.

V,

图 A7.4 直线的射影变换.点|a,b，c|与点|A,B，C|通过直线到直线的透视变换相

关联.点丨a'，b'，c'l 与点丨A，B，C|也通过一个透视变换相关联.但是，点丨a,b,c l 与点

I a'，b'，c'丨仅通过一个射影变换相关联;它们不是由一个透视变换相关联，因为连接对

应点的直线不再共点.事实上，每两对直线之间的交点产生三个不同的点 l p,q,r }.
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后 记

由剑桥大学出版社2000 年出版的 Richard Hartley 和 Andrew Zisserman 的专著《计算机视

觉中的多视图几何( MuZtipZe View Geometry in Computer Vision)》是一本很不错的书.该书全面

深人地总结了之前十多年计算机视觉的重要研究成果,对有关的概念、结果及其意义和应用都

做了严谨而系统的论述.尤其难能可贵的是从数学和计算数学方面做了详细而严格的分析与

论证，使具有一定数学基础的读者不需阅读参考书就能基本明了.

2002 年我们把原书第1 版译成中文。原著作者 Richard Hartley 教授就译文中的许多细节

与我们进行了切磋，马颂德教授在百忙中为原书第 1 版中译本写了序言. 该译著受到广泛欢

迎，被用作研究生教材和供从事计算机视觉的科研人员参考.

本书是原书第2版，与原书第1 版相比，增加了第 1 章:概论——多视图几何之旅.这章

是本书所涵盖的最主要思想的一个概述.它给出这些主题的一种非形式化但又明确的定义.

同时，本书还包括了自2000 年7 月原书第 1 版出版以来的一些进展.例如，涵盖了当场景中

有一张平面可见时射影情形下的闭形式分解方法，及仿射分解到非刚性场景的扩展;增加了关

于单视图几何（第8章）和三视图几何（第 15 章）的讨论;此外还添加了一节关于参数估计的

附录.

应机械工业出版社的邀请，我们在参照前译的基础上将原书第2版重新译出，献给广大同

行.翻译中的错误和不当之处，恳请读者指正.

我们感谢机械工业出版社的支持，也要感谢安徽大学电子信息工程学院研究生陈娅萍、胡

飞航、胡山峰、吕倩倩、汪香香、汪烨、汪志发、王林杰、袁雨凡、张凯、张明华、朱文亮等同学为本

书的初稿录人做了大量的工作.

译者

2018 年3 月
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