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前 言

这是一本写给惯性导航初学者的入门级教材。我们希望具备理工科专业本科二年级

数理基础的读者通过参考本书就能独立编程实现惯性导航算法和基础的组合导航算法。

惯性导航的概念比较抽象，公式推导复杂且环环相扣，初学者往往会望而却步；加

上诸多容易被误解或忽略的算法细节，让人不断掉入“陷阱”，使得不少敢于尝试的初

学者倒在了半路上，没能“修成正果”。作者当初在学习过程中就感受过这种痛苦，在

最近十多年的教学实践中又有了更深的体会，因此希望通过这本书为大家开辟一条好

理解、可实行的学习途径。为此，本书尽量用直观形象、通俗易懂的语言来描述和解释

惯性导航相关的抽象概念和公式（虽然可能损失一定的严谨性）；有时也会用一些比喻，

将其与大家熟悉的日常现象和知识建立起关联，以便读者对惯导算法形成感性认识和

理解，“在情感上”接受它。

惯性导航主要包含惯性器件和惯导系统两大部分，内容丰富且深刻，作者没有能力

也没有意愿全面覆盖这两方面。本书侧重惯导系统原理和惯导算法设计，对惯性器件的

介绍只是为了帮助读者更好地理解惯导系统和算法。对惯性器件感兴趣的读者可以参

考相关文献和资料自行学习。值得指出的是，惯性器件是惯性导航的灵魂，从根本上决

定了惯性导航的性能，是本领域的主要推动力量。国内外从事惯性器件研制的前辈和同

行们殚精竭虑的付出，创造了惯性导航技术长达 70 多年飞速发展的奇迹，并在今天把
整个惯导行业送到了工程技术的风口上！

风口上的惯性导航亟需一大批掌握惯导算法、能够开发惯导系统的人才，新入局的

学习者大多不具备相关专业知识和数理基础。本书面向本科高年级学生和硕士、博士研

究生，以及因工作需要或个人兴趣而学习惯导算法的工程师。本书可以作为导航专业的

教材，也可以作为从事惯性导航相关工作的工程师和技术人员的参考书。

本书在前半部分用了一定篇幅来讲解基础知识和惯导原理方面的内容，并把相关

的数学基础和专业概念收集整理在一起，以方便初学者学习理解；然后集中讲述惯性导

航器件原理、惯导算法及其误差建模与传播分析，并在最后一章拓展组合导航算法。已

经具备相关基础知识的读者可以直接跳过第 2章，需要时再来查阅。惯导算法部分包含
密集的公式推导，内容环环相扣、前后关联，强烈建议读者边阅读边动手推公式，否则

很快会陷入“看天书”的状态。学完算法章节后，建议“趁热打铁”，动手编程，实现

惯导算法和组合导航算法。

为了配合大家的编程实践，我们准备了配套的视频课程（www.bilibili.com搜索“牛
小骥惯性导航”）、课件（www.i2nav.cn）、开源代码和数据集（https://github.com/i2Nav-
WHU/KF-GINS）以及 QQ 讨论群（481173293），欢迎大家参考使用。

感谢西北工业大学严恭敏老师和山东科技大学周锋老师对本书做了审校工作。本

书是以武汉大学开设的“惯性导航原理”课程课件为框架编写而成的，同时也参考了我
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的博士后导师加拿大卡尔加里大学 Naser El-Sheimy 教授的课件，并得到了本团队若干
师生的帮助。其中，刘川川和程亚豪协助整理了本课程的第一版课件，李由、张鹏辉参

与了课件更新工作。王立强和柴江波协助整理了 LATEX代码和版本管理，柴江波整理了
第 2 章内容初稿，王琰、樊静和李冰雁整理了第 8 章紧组合初稿，李思琪、戴雨杭、刘
山做了部分内容录入工作，蒋郡祥、龚琳琳、李思琪、张文宇、高周正、葛雯斐、艾家

豪、邓成剑、戴雨杭、刘山、丁鑫和付朝阳参与了书稿校对。在此一并表示诚挚的感谢！

尽管我们尽最大努力检核了书中内容，尤其是算法公式的准确性，但由于水平所

限，疏漏之处在所难免，诚挚地希望读者理解和指正，并对本书内容提出意见和建议。

最后，“行胜于言”，让我们开始吧！

作者
2024 年 12 月
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第 1 章 绪论
什么是惯性导航？“惯性”和“导航”两词并不陌生，但初次听闻“惯性导航”时，

不少读者可能对其内涵感到困惑。为此，本章先介绍一些导航相关的基本概念，并限定

本书的主题范围；然后尝试勾勒出惯性导航基本原理的“全局图”，以帮助读者快速建

立起对惯性导航的初步认识。

1.1 导航基本概念

导航（navigation）是指在特定的参考系内将运动物体从起始位置引导到目的地的
过程。其中运动物体包括飞机、车辆和舰船等，通常被称为载体，参考系是地球表面、

太空或其他任何定义明确的坐标系。导航是一个复杂的过程，以地面车辆为例，首先要

确定车辆的初始位置和目的地；然后进行路径规划；在导航任务启动后，还要实时测量

载体的导航参数（例如位置、速度、航向等），随时调整下一步的路径，最终将载体引

导至目标点。需要注意的是，本书的导航概念限定在感知和测量载体的导航参数，不涉
及路径规划与引导控制。

准确描述载体在三维空间中的运动状态需要一系列参数。在中学力学分析中，常将

物体抽象为只有质量但没有体积的质点，并用位置和速度来描述其运动状态。在实际的

导航系统中，载体不能简化为质点，除位置和速度外，载体在空间中的指向（即姿态）

同样重要。例如，在飞机着陆过程中，需要调整好飞机的姿态，使其航向与跑道对齐。

位置、速度和姿态构成载体的一套基础的导航参数。在很多应用场景中，为了更好地控

制载体，还需要测量其加速度、角速度和角加速度等，这些也属于导航参数。本书中的

导航，就是用导航系统测量或估计载体的这些时变的导航参数。

导航过程需要基于导航器件（即导航传感器）来实现，但是导航器件并不等同于导

航系统。导航器件是最前端、最基础的载体运动感知单元，输出未经导航解算的原始观

测数据，而非导航参数。而导航系统则需要对导航器件输出的原始信息进行加工、处理

和解算，得到载体的位置、速度和姿态等参数。因此，一个完整的导航系统不仅包含导

航器件，还有导航算法，以及需要辅助支持性的设备，包括导航计算机、供电系统、数

据接口、外壳等。

导航定位的应用需求包括以下三类：1）导航，即前文所述的将载体从起点引导至
设定目的地的过程。例如，日常生活中使用手机导航软件就是典型的导航：软件的定

位功能首先确定用户的当前位置，用户输入目的地；导航引擎进行路径规划；用户确

认并开始导航后，系统持续做实时定位，逐步引导用户到达目的地。2）瞄准或者定向
（pointing），例如在大型游轮上接收卫星电视频道，要求不论游轮如何转向或受到风吹
浪打，卫星天线都必须准确指向通信卫星，这就要求知道载体每时每刻的位置和姿态，

以便及时调整卫星天线的朝向。3）基于位置的服务（location-based service，LBS），例

1
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如网约车服务，手机打车软件的后台调度系统不仅需要用户的位置和目的地，还需要知

道该区域所有可用车辆的位置和行驶方向，才能实现高效的调度。在这些过程中，都需

要精确的位置和姿态等导航参数。

导航定位技术根据其原理，可粗略地分为直接定位和航位推算。直接定位是根据观

测量直接确定载体的位置，例如全球导航卫星系统（Global Navigation Satellite System，
GNSS）接收机可以通过单个历元的观测值直接计算载体瞬时的三维位置坐标。航位推
算是一种相对定位手段，它通过测量导航状态的变化量，然后将其叠加至前一时刻的导

航状态，得到新的导航状态参数。

1.2 直接定位

直接定位方法包括几何交会定位和数据库匹配定位两类。接下来以典型案例简述

其基本原理。

1.2.1 几何交会定位

几何交会定位是直接测量载体相对于位置已知的基站的距离、角度、距离差等几何

参数，通过后方交会算法来计算载体的位置。以二维平面上的测距定位为例，其原理如

图1.1所示。根据平面几何原理，与某定点等距的点形成以该定点为圆心，距离为半径的
圆。测量载体到两个已知基站点的距离，便得到两条圆曲线，它们一般会有两个交点，

其中一个交点即为载体的位置。若再加入第三个已知基站点的距离测量，3 个圆相交的
唯一点即为载体位置。GNSS 定位的基本原理即是测距定位，不过是在三维空间中。通
常，通过测量不少于 4 颗已知空间坐标的 GNSS 卫星与 GNSS 接收机的距离（伪距或
载波相位观测值），应用后方交会算法即可计算出接收机天线的三维位置及接收机钟差。

 

图 1.1 距离交会定位示意图
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1.2.2 数据库匹配定位

数据库匹配定位，又称为特征匹配定位，是一种在日常生活中普遍存在的定位方

式，大多数动物都具备这种导航能力。例如，人类通过视觉识别有特点的地标并与头脑

中记忆的知识库匹配来确定位置。比如访问武汉大学时，一旦看到武大牌坊或行政楼，

与校园地图比对，便能大致知晓自己的位置。对于机器，例如飞机，地形匹配是数据库

匹配定位的典型方法。地球表面各地的高程起伏变化特征，可看作与位置相关的“指纹

特征”。飞机的地形匹配定位系统通过预先测绘的导航区域的地形图建立数据库，飞行

时扫描下方的局部地形，并与数据库做搜索匹配，以确定飞机坐标，如图1.2所示。匹配
定位的特征还包括视觉、地磁、环境磁场、重力场及其他环境特征。

 

图 1.2 地形匹配定位示意图

直接定位的优势在于能够直接确定载体在指定坐标系中的绝对位置坐标。然而，其

缺点是往往对外部环境的依赖性较强。无论是几何交会定位还是数据库匹配定位，都需

要定位系统与定位基站或地面环境保持信号通视条件。一旦观测信号受阻，定位精度可

能降低，甚至无法进行定位。另外，几何交会定位需要布设和维护全套定位基站（例如

GNSS 星座）；数据库匹配定位则需要预先建立和维护特征数据库，一般都会既耗时又
费力。因此，直接定位方法易受环境因素影响，造成定位精度下降甚至中断，并且还要

承担软硬件基础设施建立和维护的成本。

1.3 航位推算

航位推算也称航迹推算（dead-reckoning，DR），在惯性导航技术出现之前便已用
于海上导航。关于这一术语英文名称的确切起源，学界尚存争议。有学者认为它可能源

自“deduced reckoning”（推算导航），“deduced”缩写为“ded”，在现代英语的书写习惯
中，“ded”又逐渐写为“dead”[1, p.9]。图1.3以二维平面导航为例阐述航位推算定位的
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基本原理。假设已知载体的初始位置 P0，该位置向量可用参考坐标系下的坐标 (e0, n0)

来表示。同时，假设载体的导航传感器能够测量当前时刻相对于前一时刻的位移变化向

量，这包括向量长度和相对于参考坐标系坐标轴的夹角（即方向）。通过将位置变化量

与前一时刻的位置坐标相加，便可计算出当前时刻载体的位置坐标，依此类推，通过不

断累积位移变化量，可计算出后续任意时刻载体的位置坐标。

 

图 1.3 航迹推算示意图（根据参考文献[2]重绘）

DR 系统也可以通过测量载体的速度或加速度，并对这些测量值做一次或二次时间
积分，将其转化为位移变化量。位移或速度测量传感器通常测量的是投影在载体坐标系

下而非选定的参考坐标系下的行进距离（即里程）或速率，例如，车辆里程计通过测量

车轮转动圈数来计算其前进距离，其车速或里程的测量值是投影在车辆坐标系下的。为

了将这些测量值转化到选定的参考坐标系（例如当地水平坐标系）的轴线上，还需要测

量车辆的姿态，即车辆坐标系相对于参考坐标系的角度关系。姿态的测量相对复杂，可

以通过不同的方式实现。例如，可以用磁力计测量航向角，用倾斜计测俯仰角和横滚角；

或者利用陀螺仪测量载体的三维姿态变化，积分或累加后获得姿态。

航位推算的原理相对简单直观，但是实现航位推算定位或构建航位推算系统不可

避免的将面临以下四个核心问题[1];
• 计算载体相对于哪个参照物的位置或位置变化?（需要指参考坐标系）
• 从哪个位置和从什么初始朝向开始进行航位推算？（需要初始化）
• 如何测量载体的方向、位移或速度的变化？（需要对应的传感器）
• 如何综合处理上述信息和观测值？（需要导航算法）

DR 系统具有自主性好和导航结果连续等优点。因为 DR 系统只需感知自身位置和
姿态的变化量，所采用的方向、位移或速度等传感器通常是自主工作的，且隐蔽性好。

DR 是累加或积分的过程，其导航结果在时间上是连续无缝的。然而，也是因为这种累
加或积分过程，DR存在一个固有缺点：导航精度随时间或里程发散，即误差累积。因为
DR 每一步导航状态变化的测量值都有误差，随着累积次数或积分时间的增加，误差不
断放大，精度逐渐发散。DR 系统的累积误差通常需要通过直接定位信息（例如 GNSS
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定位）来进行校正。DR 系统与直接定位的优缺点是完全互补的，二者组合是顺理成章
的，能够实现优势互补，进而得到理想的导航定位效果。

惯性导航系统（Inertial Navigation System，INS）是一个导航信息全面的三维航位
推算系统。其导航传感器包含三轴加速度计和三轴陀螺仪，能够测量载体相对于惯性空

间的加速度和角速度信息。通过导航计算机进行积分运算得到载体的位置、速度和姿态

变化量，结合初始导航参数，可实时提供载体在三维空间中的位置、速度和姿态等导航

参数。由于 INS以惯性空间为参考基准，完全自主工作，适用范围广泛，除了常见的海
陆空领域，还包括深地、深海、深空，几乎适用于所有场景。

1.4 从牛顿力学到惯性导航

传统惯性器件以经典力学为理论基础。牛顿力学三定律为惯性导航技术奠定了理

论基础。然而，从 1687 年牛顿提出力学三定律到惯性导航系统的问世，经历了近 300
年的时间，期间主要缺乏将理论转化为实际导航系统的巧妙设计思想和精密的制造工

艺。本节将解释牛顿运动定律与惯性导航基本原理之间的内在联系，并帮助读者建立起

从牛顿力学到惯性导航算法的概略图。

1.4.1 牛顿运动定律

牛顿第一运动定律指出：“任何物体都要保持匀速直线运动或静止状态，直到外力

迫使它改变运动状态为止。”该定律与航位推算的关系是不言而喻的，因为它指出在没

有外部作用力的情况下，只要精确测量出物体的运动时间，就可以根据物体当前的速度
和位置推算出其未来任意时刻的位置。

牛顿第二运动定律建立了物体质量、加速度和所受作用力之间的函数关系，表述

为：“物体加速度的大小跟作用力成正比，跟物体的质量成反比，加速度的方向跟作用

力的方向相同。”该定律的简化表达形式为

F = ma (1.1)

其中，F 代表作用力，m 为物体的质量，a 是加速度向量。
根据上述力学方程，假设能够测量载体的运动加速度 a，那么在已知初始位置和初

始速度的基础上，通过对加速度积分可计算载体的速度，而对速度积分便可得到位置，

从而实现三维航位推算。方程(1.1)指出，对物体所受的外部作用力和对加速度的测量是
等价的。因此，若能够测量载体所受的外部作用力，便能推导出相应的加速度。

牛顿第三运动定律表述为：“相互作用的两个质点之间的作用力和反作用力总是大

小相等，方向相反，作用在同一条直线上。”这一定律指出，物体所受的某些作用力可

以直接测量，也可以通过测量其反作用力来确定。
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牛顿运动定律只在惯性坐标系下成立。什么是惯性坐标系？这是一个看似简单实则
非常深刻的问题，涉及我们对时间和空间的理解。惯性坐标系的经典定义是牛顿运动定

律成立的坐标系，又称牛顿坐标系，是绝对空间中绝对静止的刚性轴系。牛顿运动定律

及其依赖的惯性坐标系，最初都是在研究行星运动的背景下推导出来的。行星的位置是

相对于背景恒星来描述和确定的，背景恒星构成的天球坐标系足够静止，对于导航来说

是一个足够精确的在宇宙中绝对不动的有效的惯性参考系。任何相对于惯性参考系以

恒定速度运动的坐标系也是一个惯性参考系。因此，惯性参考系有无数个，它们像牛顿

绝对空间那样弥漫于整个宇宙空间。随着广义相对论的提出，人们的绝对时空观发生了

根本性的变化，然而这并不影响惯性导航在工程上对惯性坐标系的使用。惯性坐标系的

详细定义见第2章2.2.1小节。

1.4.2 在惯性参考系中的惯性导航

在惯性坐标系中，依据牛顿力学定律实现惯性导航在理论上最为简便，因为牛顿运

动定律在此体系中自然成立，无需额外补偿项。尽管如此，构建此类导航系统仍具挑战

性，需包含以下关键环节：

• 建立并维持惯性参考框架：需在载体上构建一个与惯性坐标系轴线对齐的坐标
系, 详见第2章2.2节。这要求研制能够测量载体相对于惯性空间角运动的传感器，
即陀螺仪，详见第3章3.3节。

• 测量载体相对惯性空间的运动加速度：需研制能够测量载体相对于惯性坐标系
加速度的传感器，即加速度计，详见第3章3.2节。

• 对加速度观测值做积分运算：为推算载体相对于惯性坐标系的速度和位置，需
设计惯性导航算法，并配备能够执行该算法的导航计算机，详见第3章3.5节和
第6章。

如何建立和维持一个原点在载体，轴线始终与惯性坐标系对齐的惯性参考框架？例

如，要计算一艘已进入深空的宇宙飞船沿天球北极方向上的位移，假设载体上前向加速

度计始终指向天球北极方向，则导航的实现将较为直接，对该加速度计测量值积分即可

获得速度和位移。然而，飞船的船头并非始终指向天球北极，随时都可能调整姿态，从

而造成加速度计指向的变化。解决方法有两种：一是利用陀螺构建一个与载体姿态运动

隔离的物理稳定平台，在此平台上安装始终指向天球北极和另外两个正交方向的加速度

计；二是将加速度计和陀螺仪都固定在载体上，通过陀螺仪测量载体与惯性坐标系的角

度关系，构建一个虚拟的惯性稳定的“数学平台”，然后将加速度计在载体坐标系下的

测量值投影到惯性坐标系的轴线上。前者称为平台式惯导（gimballed INS，或 platform
INS），后者称为捷联式惯导（strapdown INS），这一概念将在第3章3.5.4小节详细讨论。

1.4.3 以地球为参考的惯性导航

本书主题限定于地球表面和地表附近的惯性导航问题。因此，通常关注的是载体相

对于地面的速度和位置，或是相对于固定在地面的起始位置与目标点之间的相对位移，
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而非载体相对于恒星天球的位置。需要注意的是，地球或与之固定的坐标系并非惯性坐

标系，因为地球相对于恒星天球有自转和绕太阳公转的角运动和加速线运动。在以地球

为参考进行惯性导航时，必须意识到牛顿运动定律在这一非惯性坐标系中并不直接适

用。因此，除了1.4.2小节中提到的三个关键环节，还需进行以下修正，以确保牛顿力学
定律继续适用。

• 旋转坐标系中的力学修正：在地球坐标系下观察，加速度计不仅受到外部作用力
产生运动加速度，还受到一些神秘的“虚拟力”。在转动坐标系中，典型的虚拟

力包括“离心力”和“哥氏力（Coriolis force）”等。这些力纯粹是因为观察者站
在一个旋转的非惯性坐标系下观察所导致的。为了使牛顿定律在此情况下仍然

有效，必须在观测数据中对这些虚拟力进行修正，详见第3章3.5.3节和第6章。
• 地球引力场的影响：地球附近的载体都受到地球万有引力的作用，地球引力将
影响载体的运动加速度的测量，因为它是被测力的组成部分。加速度计无法直

接测量引力，只能测量与之对应的某种反作用力。惯性导航过程中，需要从加

速度计测量中扣除引力加速度分量。因此，了解地球引力场模型是必要的，参

见第2章2.3节，并且需要实时计算并补偿当前时刻的重力加速度，具体方法详见
第3章3.2节和第6章。

• 地球曲率的影响：地球总体呈现椭球形状。当载体沿着地表朝某个方向做直线运
动时，实际上在惯性空间中其轨迹是一条曲线。这增加了表示位置和运动的复杂

性，因为看似单纯的线运动实际上既有线运动又有角运动，详见第3章3.5.3小节。
上述因素增加了惯性导航解算的复杂性和理解难度。这些问题将在第3章3.5.3小节

中进一步阐释，并在第6章的算法部分进行推导。

1.5 本书内容安排

第2章介绍惯性导航所需的数学和大地测量基础知识。导航参数的表达和惯性导航
算法设计需要线性代数与微积分等数学基础。惯性导航解算是一个多坐标系的运动学

问题，理解不同坐标系间的差异和转换关系对于学习惯导算法至关重要。此外，地球附

近空间的导航常以地球为参照，描述其运动状态需要定义参考椭球模型。

第3章介绍实现惯性导航所需传感器——加速度计和陀螺仪的基本测量原理和实现
方式，旨在帮助初学者建立起对惯性器件的基本认识；然后讨论这些惯性传感器如何组

成三维导航所需的惯性测量单元，并详细解析了一维、二维和三维惯性导航的基本原理

和关键技术；最后，本章将简要回顾惯性导航技术，尤其是陀螺仪的发展历程，并对惯

性技术的应用领域进行概括。惯导技术发展简史放在本章讲述而没有放在第 1章，主要
是考虑到在理解惯性器件和惯导系统原理的基础上，读者才能更好地理解该技术的发

展历程。

第4章介绍惯性传感器的误差和测试标定。本章首先对惯性传感器的误差进行分类，
并构建了惯性测量单元的测量误差模型。接着，介绍了 Allan 方差分析方法及其在分析
惯性传感器随机误差中的应用。由于惯性导航领域的术语和符号尚未统一，本章将详细
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解读一款典型微机械惯性测量单元的产品手册，以帮助读者更好地理解相关术语。最

后，本章将介绍惯导系统误差标定的基本原理与方法。

第5章介绍高精度惯导静态解析粗对准的基本原理和误差分析。初始对准没有作为
第6章惯导算法的一个环节放在后面阐述，而是在惯导算法前面单独介绍，主要是因为
初始对准能够很好地反映惯性器件所感知的物理量，对于读者理解惯导基本原理有很

大的帮助。

第6章详细介绍惯性导航算法，重点放在姿态和速度算法上。首先，介绍欧拉角、方
向余弦矩阵、四元数和等效旋转矢量这四种姿态参数，并推导了它们的微分方程。通过

求解姿态微分方程得到递推计算式，实现姿态更新。然后，推导不同坐标系下的速度微

分方程，求解该方程并做时间离散化处理，得到速度的递推计算式，实现速度更新。

第7章推导了惯性导航的误差微分方程，它们是惯导误差传播和组合导航的基础。
在此基础上对静基座惯导误差传播做了简化分析，并讨论舒勒调谐这一惯导系统的本

质特征。

第8章是惯性导航的拓展，介绍了面向通用场景的 INS/GNSS 松组合和伪距紧组合
算法。

附录部分是一些必要的补充内容。附录A.1给出了不同姿态表达式之间的相互转换
方法，附录A.2是四元数旋转算子的证明。鉴于本书公式和符号繁多，附录B列出了主要
数学符号，供读者参考查阅。



第 2 章 惯性导航基础
本章介绍理解惯性导航所需的基础知识，包括线性代数基础、常用坐标系、地球椭

球模型、随机过程和卡尔曼滤波等。我们把惯性导航涉及的数学和时空基准理论基础收

集并整理在一起，方便读者学习，节省查资料的时间。通晓相关内容的读者可以直接跳

过本章。

2.1 线性代数基础

线性代数是数学的重要分支，在科学和工程领域有广泛应用。惯性导航计算需要线

性代数的工具来描述导航状态及其运算，主要涉及向量与矩阵运算，以及非线性运动学

方程的线性化等内容。鉴于本书主题与篇幅，此处仅列出惯性导航相关的数学概念与定

理，没有给出相关的证明，也不过分追求数学理论上的完备性。

2.1.1 向量

向量（vector），也称矢量，是空间中的一段有长度和方向的线段。本书默认使用
小写粗体字母来表示向量。向量的长度称为向量的模。模值为 1 的向量称为单位向量
（unit vector）。

在数学表述上，通常使用坐标映射的方式，用一组有序排列的数来表示向量。这样

一组数是向量在给定参考坐标系中各坐标轴方向上的投影，称为向量在参考系中的投

影分量或坐标。本书默认将向量的坐标写成列向量形式。例如，任意状态向量 v在 p系
下的投影分量记作

vp =


v1

v2

...
vn

 (2.1)

在讨论导航问题时，常用三维向量来表示位置、速度、加速度、角速度等导航参数。

在使用和操作向量时，务必区分向量和向量的坐标，本书所述向量是独立于参考坐标系
而存在的所谓自由向量，而向量的坐标只有在明确指定参考坐标系（又称投影坐标系）
后才有意义。本书在使用向量的坐标形式或做坐标运算时会明确地将投影坐标系写为
向量的右上标。同一向量在不同的坐标系下的坐标不同，在惯性导航解算过程中常需做

向量的坐标变换。

列向量转置（用右上标“⊤”表示）后变成行向量，表示为

(vp)⊤ =
[
v1 v2 · · · vn

]
(2.2)

9
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向量的长度叫作模（magnitude 或 length），记作 ∥v∥，其数值可根据坐标分量计算
得到：

∥v∥ =

√√√√ n∑
i=1

vi2 (2.3)

2.1.2 矩阵

一个 m× n 的矩阵是由 m× n 个数组成的 m 行 n 列的数表。书中使用大写粗体字
母表示矩阵。m 行 n 列的矩阵 A 记作

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

am1 am2 · · · amn

 (2.4)

式中，aij 表示矩阵第 i 行 j 列的元素。矩阵可以看作 m 个行向量的排列，或是 n 个列
向量的排列。矩阵的转置是指其行与列交换后形成的新矩阵，写作

A⊤ =


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

... ... . . . ...
a1n a2n · · · amn

 (2.5)

行数与列数相等的矩阵称为方阵。若一个方阵的对角线元素均为 1，而非对角线元
素均为 0，则该方阵为单位阵。n 阶单位矩阵记作 In。

In =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0

· · . . . 0

0 0 · · · 1

 (2.6)

2.1.3 向量和矩阵基本运算

前面提到，向量可以用一组有序排列的数来表示，但并非所有有序排列的数都是向
量。例如，在惯性导航的姿态算法中，三个欧拉角虽然常记作 3×1 的列向量形式，但
它们不是向量，因为欧拉角组不满足向量的加法和数乘等基本运算，不能通过简单地将

两组欧拉角相加来表示姿态的合成。具体细节将在第6章6.2.1.6小节中详细讨论。因此，
在学习过程中，必须特别注意区分真正的向量和有序数列。

2.1.3.1 向量基本运算

下面用向量坐标的形式来描述其基本运算，注意原始向量、结果向量都采用相同的

投影坐标系，写作右上标 p。
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向量数乘

向量可以直接与数字相乘，结果等于原向量方向不变并缩放长度后形成的新向量。

向量的数乘可用来实现向量缩放或导航状态量的内插。

向量点乘（dot product）

两个向量的点乘又叫向量内积，其结果为标量。任意两个同维度向量 x 和 y 的内
积记作 x · y，定义为

x · y = ∥x∥ ∥y∥ cos ⟨x, y⟩ (2.7)

式中 ⟨x, y⟩为两个向量的夹角，cos ⟨x, y⟩表示两个向量的方向余弦。如果已知向量 x和
y 在坐标系 p 中的坐标，则可以方便地计算点乘结果：

x · y = (xp)⊤ yp

=
n∑

i=1

xiyi = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn
(2.8)

从式 (2.7) 易得，向量点乘满足交换律，即

x · y = y · x (2.9)

向量的点乘结果不依赖投影坐标系，对于任意两个投影坐标系 p 和 q，有

xp · yp = xq · yq (2.10)

如果 x · y = 0，且 x 和 y 均为非零向量，则 cos ⟨x, y⟩ = 0, 即向量 x 和 y 相互正交
（orthogonal）。如果 n 个非零向量不但相互正交，且模值都为 1，则称它们是标准正交。
对于任意向量 x、y 和 z，向量的点乘还满足以下运算：

x · (y + z) = x · y + x · z (2.11)

x · x = ∥x∥2 (2.12)

2.1.3.2 三维向量运算

针对三维向量专门定义的运算有向量叉乘和三重积等。

向量叉乘（cross product）

两个三维向量的叉乘又称外积或向量积，向量 x 和 y 的叉乘记作 x × y。两个三
维向量叉乘的结果仍是三维向量，结果向量的方向垂直于这两个向量，遵从右手定则1，

其模值等于以 x 和 y 为邻边的平行四边形的面积，如图2.1所示。

x× y = (∥x∥ ∥y∥ sin θ)n (2.13)
1所谓右手定则是指：如图2.1所示，右手手掌张开，四指并拢，大拇指垂直于四指方向；然后，右手四

指弯曲，与第一个向量旋转到第二个向量的方向一致，那么大拇指指向的方向即为叉乘结果向量的方向。
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式中，n 为与结果向量同向的单位向量，θ ≜ ⟨x, y⟩ 为从向量 x 到 y 的转动角度。从上
述定义易知，向量叉乘不满足交换律，交换向量顺序有

x× y = −y× x (2.14)

 

图 2.1 向量的叉乘

如果 x× y = 0，且 x 和 y 均为非零向量，则 x 和 y 共线。因此，有 x× x = 0。若
已知向量 x 和 y 的坐标，其叉乘计算公式如下：

xp × yp =


x1

x2

x3

×


y1

y2

y3

 =


x2y3 − x3y2

x3y1 − x1y3

x1y2 − x2y1



=


0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0




y1

y2

y3

 ≜ (xp×) yp

=


0 y3 −y2

−y3 0 y1

y2 −y1 0




x1

x2

x3

 ≜ − (yp×) xp

= −yp × xp

(2.15)

式中，(xp×) 称作向量坐标 xp 的反对称矩阵，将在本章2.1.3.4小节进一步讨论。

(xp×) =


0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0

 (2.16)

向量的叉乘也可以用行列式的形式表示为

xp × yp =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.17)

式中，i、j 和 k 分别是投影坐标系2p 的 x、y 和 z 轴的单位向量。
2本书一律采用右手坐标系。
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对于任意三维向量 a、b 和 c，及标量 r 和 s，向量的叉乘运算还满足以下定律：

(ra)× (sb) = (rs)a× b

a× (b + c) = a× b + a× c

(b + c)× a = b× a + c× a

(2.18)

下面举例说明向量叉乘在惯性导航算法中的一个典型应用。如图2.2所示，假设某
刚体以角速度 ω 绕 ℓ 轴旋转，在 ℓ 轴上任取一点 O 作为位置向量 r 的起点，则根据
物理学上线速度与角速度间的关系可知，刚体上任一点 M 的线速度向量 v、位置向量
r 和角速度向量 ω 满足叉乘关系：

v = ω × r (2.19)

 

图 2.2 向量叉乘示例

三重积

三重积是 3个三维向量的复合相乘，在实际运算中非常有用，可分为标量三重积和
向量三重积。

（1）标量三重积：对于任意三维向量 a、b 和 c，标量三重积定义为 a · (b× c)，其
结果为标量，从几何角度理解为 3 个向量张成的平行六面体的体积，如图2.3所示。容
易验证：

(a× b) · c = (b× c) · a = (c× a) · b (2.20)

 

图 2.3 向量的标量三重积
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（2）向量三重积，又称三矢积，是 3 个向量的连续复合叉乘，其结果为向量。对于
任意三维向量 a、b 和 c，有

a× (b× c) = (a · c) b− (a · b) c (2.21)

(a× b)× c = a× (b× c)− b× (a× c) = b (a · c)− a (b · c) (2.22)

a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b) = 0 (2.23)

向量的投影变换

任意三维向量 v 在坐标系 p 和 R 之间的坐标变换记作

vR = CR
p vp (2.24)

式中，CR
p 是 3×3的坐标变换矩阵，是一个正交矩阵，详见本章2.1.3.4小节和第6章6.2.2小

节。投影变换后向量的反对称矩阵满足(
vR×

)
=
[(

CR
p vp)×] = CR

p (vp×)
(
CR

p
)⊤ (2.25)

对于任意三维向量 a 和 b，及投影坐标系 p 和 R，有

aR × bR = CR
p (ap × bp) = CR

p (ap×) bp (2.26)

2.1.3.3 矩阵的基本运算

矩阵加法

相同大小的矩阵可以相加，结果矩阵 C 满足

C = A + B, cij = aij + bij (2.27)

矩阵乘法

m × n 的矩阵只能与 n × p 的矩阵相乘，即左矩阵的列数必须等于右矩阵的行数。
乘积矩阵 C 满足：

C = AB, cij =
n∑

k=1

aik × bkj (2.28)

将矩阵 A 和 B 分别写为行向量和列向量的形式，可以简便地定义矩阵乘法：

AB =


a1
a2
...

am


[
b1 b2 · · · bp

]
=


a1 · b1 a1 · b2 · · · a1 · bp

a2 · b1 a2 · b2 · · · a2 · bp
... ... . . . ...

am · b1 am · b2 · · · am · bp

 (2.29)
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式中，ak(k = 1, 2, · · · ,m) 表示矩阵 A 各行元素组成的行向量；bi(i = 1, 2, · · · , p) 表示
矩阵 B 各列元素组成的列向量。矩阵乘法不满足交换律，即

AB ̸= BA (2.30)

对矩阵的乘积转置，满足：

(AB)⊤ = B⊤A⊤ (2.31)

矩阵的逆

如果两个方阵的乘积是单位阵，则称它们互为逆矩阵。

AA−1 = A−1A = In (2.32)

若方阵 A 可逆，则其行列式不等于零，即

|A| ̸= 0 (2.33)

2.1.3.4 特殊的矩阵

对角矩阵（diagonal matrix）

对角矩阵是只在主对角线上含有非零元素、其他元素均为零的方阵。本书用 diag(v)
表示对角元素由向量 v 的元素确定的对角方阵。对角矩阵常用于放大某个向量，例如
diag(v)x 表示将向量 x 中的每个元素 xi 放大 vi 倍。这在表示惯性传感器的比例因子误

差造成的测量误差时非常方便。如果对角阵对角元素都是非零值，则对角阵的逆矩阵计

算非常简单

[diag (v)]−1 = diag
([

1/v1, · · · 1/vn

]⊤)
(2.34)

正交矩阵（orthogonal matrix）

如果矩阵的行向量和列向量分别都是标准正交的，则称该矩阵是正交矩阵。即

A⊤A = AA⊤ = I (2.35)

这意味着

A−1 = A⊤ (2.36)

根据上述定义易知，正交矩阵的行向量和列向量都是单位向量，即模长都等于 1。
容易证明正交矩阵的行列式为 ±1，但本书只取行列式为 1 的情形。第6章6.2.2.2小节介
绍的姿态矩阵（又称方向余弦矩阵）都是行列式为 1 的三维正交矩阵3，在惯性导航算

法中占据重要地位。

3行列式为 −1 的三维正交矩阵对应瑕变换，即一次旋转加一次反射[3]。
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反对称矩阵（skew symmetric matrix）

反对称矩阵是专门针对三维向量而定义的，与向量互为唯一映射，见式 (2.16)，因
此一个向量的反对称矩阵可以看作是该向量的另一种表达形式，在惯导算法中会被频

繁使用。容易证明，反对称矩阵的转置等于矩阵反号，即

(vp×)⊤ = − (vp×) (2.37)

反对称矩阵 (vp×) 的幂方满足

(vp×)n =

(−1)(n−1)/2 ∥v∥n−1 (vp×) , n = 1, 3, 5, · · ·

(−1)(n−2)/2 ∥v∥n−2 (vp×)2 , n = 2, 4, 6, · · ·
(2.38)

反对称矩阵的矩阵指数函数 e(v×) 的求解公式为

e(vp×) = I3 +
sin ∥v∥
∥v∥ (vp×) + 1− cos ∥v∥

∥v∥2
(vp×)2 (2.39)

对于任意三维向量 a、b 和 c，有

[(ap × bp)×] = (ap×) (bp×)− (bp×) (ap×) (2.40)

ap × (bp × cp) = (ap×) [(bp×) cp] = [(ap×) (bp×)] cp = (ap×) (bp×) cp (2.41)

2.1.4 向量和矩阵的微积分

导航解算关心的向量/矩阵的微积分运算包括：关于时间的导数、关于标量的导数、
关于向量的导数以及标量关于向量的导数等。

2.1.4.1 向量关于时间的导数

若向量 a(t) 是时间的函数，则 a(t) 对时间求导定义为

da
dt = lim

∆t→0

a(t +∆t)− a(t)
∆t (2.42)

因为向量既有大小又有方向，当它们中的任何一个发生变化时，向量也会随之改

变。因此，向量的时间导数等于大小和方向变化的总和。上述导数的一般表达式为[4]

da
dt = (

da
dt )constant direction + ω × a (2.43)

式中，ω 是向量 a 绕旋转轴 C − C 的转动角速度。ω × a 的方向为与向量 a 箭头轨迹
的切线方向，其大小为 ∥a∥ ∥ω∥ θ，其中 θ 是 a 与 ω 的夹角，如图2.4所示。
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图 2.4 向量的方向变化

对于任意时变向量 a、b（时间 t 的函数）、常向量 k、任意标量 α 和可导标量函数

f，向量函数的时间导数满足以下定律（相关证明见[5, p.756]）：

d
dtk = 0 (2.44a)

d
dt
[
α(t)a(t)

]
= α̇(t)a(t) + α(t)ȧ(t) (2.44b)

d
dt
[
f(t)a(t)

]
= ḟ(t)a(t) + f(t)ȧ(t) (2.44c)

d
dt
[
a(t)± b(t)

]
= ȧ(t)± ḃ(t) (2.44d)

d
dt
[
a(t) · b(t)

]
= ȧ(t) · b(t) + a(t) · ḃ(t) (2.44e)

d
dt
[
a(t)× b(t)

]
= ȧ(t)× b(t) + a(t)× ḃ(t) (2.44f)

d
dt
[
a(f(t))

]
= ḟ(t)ȧ(f(t)) (2.44g)

惯性导航解算中，用三维向量来表示位置和速度，在惯性导航算法中涉及三维向

量关于时间的导数（例如第6章6.3节速度微分方程的推导），且在速度和姿态积分运算
中涉及时变向量的积分。这些环节都应该注意这些向量既有大小又有方向的变化（如

第6章6.2.4.4小节中等效旋转矢量微分方程的求解和第6章6.3.3小节的速度积分运算），
而方向的变化往往是算法设计的关键环节。

2.1.4.2 向量/矩阵关于标量的导数

向量（或矩阵）关于一个标量的导数（例如时间 t）仍然是一个相同维度的向量（或
矩阵），其每个元素等于该位置原始值关于该标量的导数
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dx
dt =



dx1

dt
dx2

dt
...

dxn

dt


(2.45)

2.1.4.3 标量关于向量的导数

标量关于向量的导数，等于标量依次对向量各元素求偏导数，即

∂a
∂x⊤ =

[
∂a
∂x1

∂a
∂x2

· · · ∂a
∂xn

]
(2.46)

若标量 a 恰好被定义为向量点积形式：

a = y · x = (yp)⊤ xp = y1x1 + y2x2 + · · ·+ ynxn (2.47)

则根据以上定义，其关于向量 x 的导数为

∂a
∂x⊤ =

[
y1 y2 · · · yn

]
= y⊤ (2.48)

2.1.4.4 向量关于另一个向量的导数

向量 y 关于另一个向量 x 的导数被定义为一个矩阵，其每一行等于向量 y 对应次
序元素关于向量 x 的导数：

∂y
∂x⊤ =



∂y1

∂x⊤

∂y2

∂x⊤

...
∂yn

∂x⊤


=



∂y1

∂x1

∂y1

∂x2

· · · ∂y1

∂xm
∂y2

∂x1

∂y2

∂x2

· · · ∂y2

∂xm
... ... . . . ...
∂yn

∂x1

∂yn

∂x2

· · · ∂yn

∂xm


(2.49)

若向量 y 恰好被定义为向量 x 左乘矩阵的形式：

y = Ax =


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

 (2.50)
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则根据以上定义，其关于向量 x 的导数为：

∂y
∂x⊤ =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

am1 am2 · · · amn

 = A (2.51)

2.1.4.5 向量/矩阵对标量的积分

向量（或矩阵）对标量的积分仍然是相同维度的向量（或矩阵），其每个元素等于

向量（或矩阵）该位置原始元素对该标量的积分值：

∫ t1

t0
A (t) dt =



∫ t1

t0
a11 (t) dt

∫ t1

t0
a12 (t) dt · · ·

∫ t1

t0
a1n (t) dt∫ t1

t0
a12 (t) dt

∫ t1

t0
a22 (t) dt · · ·

∫ t1

t0
a2n (t) dt

... ... . . . ...∫ t1

t0
am1 (t) dt

∫ t1

t0
am2 (t) dt · · ·

∫ t1

t0
amn (t) dt


(2.52)

2.1.5 线性化方法

惯性导航参数的微分方程一般是非线性的，而采用卡尔曼滤波进行组合导航数据

处理时，通常需要线性的误差方程。在此，有必要介绍非线性方程进行线性化的一般方

法。

考虑目标导航状态 x（向量）的非线性微分方程为

ẋ = f (x, t) (2.53)

式中，t 表示时间；ẋ 表示 x 对时间的导数。假设已知标称状态 x0 满足该方程，在其基

础上进行扰动分析，也即定义一个相对于标称状态的误差偏移量 δx，此时可以将实时
状态写为

x = x0 + δx (2.54)

将其代入原始微分方程 (2.53)，得

ẋ0 + δẋ = f (x0 + δx, t) (2.55)

在标称状态处对其进行一阶泰勒展开，得

f (x0 + δx, t) = f (x0, t) +
∂f (x, t)
∂x⊤

∣∣∣∣
x=x0

δx + HOT (2.56)
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其中，HOT 表示高阶项，忽略高阶项，式(2.56)近似为

ẋ0 + δẋ ≈ f (x0, t) +
∂f (x, t)
∂x⊤

∣∣∣∣
x=x0

δx (2.57)

另外，标称状态 x0 显然也满足原始微分方程 (2.53)：

ẋ0 = f (x0, t) (2.58)

将式 (2.57) 和式 (2.58) 相减，得

δẋ =
∂f (x, t)
∂x⊤

∣∣∣∣
x=x0

δx (2.59)

以上内容即为第7章7.2节所谓的扰动分析方法。这个公式中只保留了泰勒级数的一
阶项，获得了扰动误差与其微分的近似线性关系，在后续卡尔曼滤波公式推导时可用于

获取状态转移矩阵。在时间步长足够短时，可以忽略误差状态变化的高阶项，再次进行

一阶泰勒展开，将连续时间误差方程进行离散化：

δx (t +∆t) ≈ δx (t) + δẋ (t)∆t =
(

I + ∂f

∂x⊤∆t
)
δx (t) (2.60)

将括号中的系数矩阵定义为状态转移矩阵，记为

δx (t +∆t) = Φt+∆tδx (t) (2.61)

其中

Φt+∆t =

(
I + ∂f

∂x⊤∆t
)

(2.62)

将其中偏导数矩阵记为 F 阵，又可写为：

F =
∂f

∂x⊤ (2.63)

Φt+∆t = I + F∆t (2.64)

更严谨的推导表明：线性时不变系统的状态转移矩阵微分是一个矩阵指数函数，上

式结果只是该指数函数展开的一阶截断：

Φt+∆t = eF∆t = I + F∆t + F2∆t2
2!

+ F3∆t3
3!

+ · · · (2.65)

2.2 坐标系

描述物体的运动需要先定义参考坐标系，惯性导航过程涉及多个坐标系，包括惯性

坐标系、地心地固坐标系、导航坐标系、传感器坐标系、载体坐标系等。本书采用三维

笛卡尔右手坐标系，即坐标系的 3 个坐标轴相互正交，且遵循右手法则，即 x 轴正方
向与 y 轴正方向上的单位向量叉乘的结果指向 z 轴正方向。本节所用地球椭球概念将
在2.3节介绍。
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2.2.1 地心惯性坐标系
惯性坐标系是牛顿力学成立的没有加速度或旋转的理想坐标系。定义一个绝对的

惯性坐标系是很困难的，且对于惯性导航来说也是没有必要的。为此，通常采用近似的

地心惯性坐标系（earth-centered inertial frame，ECI），简称 i 系，定义如图2.5所示。
• 原点位于地球的质心；
• z 轴大致沿地球自转轴方向，从地心指向协议北极点；
• x 轴在赤道平面内，从地心指向春分点；
• y 轴在赤道平面内与 x、z 轴构成右手坐标系。

 

图 2.5 地心惯性坐标系（ECI 系或 i 系）

注意，地心惯性坐标系不随地球旋转。对于空间定位导航应用来说，例如 GNSS卫
星定轨，明确指定 i 系的 x 轴和 y 轴的指向非常重要。而对于惯性导航来说，重要的
是 i 系的原点位于地心且坐标轴不随地球一起旋转，x 和 y 轴的具体指向则没有那么重
要。在惯性导航中，惯性传感器测量值的参考系是惯性坐标系。严格来讲，地心惯性坐

标系并不是真正的惯性坐标系，因为地心在围绕太阳公转的轨道上具有加速度，且地球

自转轴在缓慢移动，同时整个银河系也在旋转。然而，对于以地球为参考的惯性导航来

说，ECI 是惯性坐标系的一个足够精确的近似。

2.2.2 地心地固坐标系
地心地固坐标系（earth-centered earth-fixed frame，ECEF），又称地球坐标系，简

称 e 系，是固联在地球上，并随地球自转而转动的旋转坐标系，如图2.6所示。
• 原点位于地球的质心；
• z 轴大致沿地球自转轴方向，从地心指向协议北极点；
• x 轴位于赤道平面，从地心指向赤道与本初子午线（见本章2.3.2.1小节）的交点；
• y 轴位于赤道平面，与 x、z 轴构成右手坐标系。
由于 e系与地球固联，对于描述地球附近空间物体相对于地球或地面的位置、速度

和加速度等参数非常方便。e 系与 i 系的原点相同，z 轴重合，但其 x 轴和 y 轴存在空
间指向差异，该差异是由地球自转造成的。
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图 2.6 地心地固坐标系（ECEF 或 e 系）

2.2.3 导航坐标系

导航坐标系（navigation frame），简称 n系。n系的原点位于导航载体上，并与载体
一起运动，其轴系的定义有多种选择4，本书选用“北-东-地（N-E-D）”形式，如图2.7所
示。定义如下：

• 原点为导航对象上的某一参考点，如导航系统测量中心或载体质心；
• z 轴，即地向轴（D）沿着参考椭球（定义见本章2.3.1节）的法线方向向下，由
原点大致指向地心；

• x轴，即北向轴（N），位于垂直于 z轴的椭球切平面内，沿子午线方向指向北极；
• y 轴，即东向轴（E），位于垂直于 z 轴的椭球切平面内，指向东方向，与 x、z
轴构成右手坐标系。

 

图 2.7 导航坐标系

4常用的选择还包括“东-北-天（E-N-U）”形式，这些选择都是完全等价的。
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注意，除了在地球南北极和赤道外，n 系的 z 轴不通过参考椭球中心（即地心）。n
系的 z轴也不是与当地铅垂线严格平行，二者之间的差异称作垂线偏差。同样，将 n系
称作当地水平坐标系也是一种足够精确的近似，因为其 x 轴和 y 轴并不是位于真正的
水平面上。然而，一般情况下这一差异足够小，在惯性导航应用中可忽略其影响，只有

针对高精度纯惯导应用或高海拔导航时才需要做适当的补偿，详见2.3.4.2节的讨论。
n 系对于描述姿态非常方便，常作为载体姿态的参考基准，因为导航通常关心载体

相对于北向、东向和地向的朝向关系，n 系的轴向总是与当地水平方向对齐。n 系通常
不用于表示载体位置的坐标，因为地心位置向量（见2.3.2节）在此坐标系下几乎仅投影
在 z 轴。但是 n 系用作位置误差向量和载体速度向量的投影坐标系则又非常直观方便。

然而，n 系在地球两极地区存在奇异性，因为北极和南极没有明确的东向和北向定
义。因此，在 n系下实现的惯性导航算法不适合在地球两极地区附近使用，应该使用其
他坐标系进行导航解算，如 e 系，或对 n 系做一定调整变为游移方位坐标系（wander
azimuth frame，详见[1, p.21]）。

在惯性导航解算中使用 n 系需要注意以下问题：当 n 系的原点随着载体运动而发
生改变后，其坐标轴相对于 e系或 i系来说在空间中的指向也发生了改变，如图2.8所示。
这是因为地球表面是曲面，载体沿着椭球面不管朝哪个方向运动，其轨迹都是一段弧

线。n 系坐标轴在空间中的上述角度变化对时间求导的结果称作位移角速度（transport
rate 或 craft rate），记作 ωen，因为该角速度是由载体运动产生的位移所导致的。关于

位移角速度的详细解释和推导见第3章3.5.3.1小节。

 

图 2.8 n 系坐标轴的朝向随原点的改变而变化

2.2.4 载体坐标系

载体是指搭载惯性导航系统和其他导航传感器的载具，如飞机和汽车等。载体坐标

系（vehicle-fixed body frame），简称 v系，是与载体固联的坐标系，并与载体一起运动，
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其轴系的定义有多种选择5，本书选用“前-右-下（F-R-D）”的形式，如图2.9所示，定
义如下：

• 原点位于载体的导航参考点，如导航系统的测量中心，通常设置与 n 系的原点
一致以简化运动方程的推导和计算；

• x 轴指向载体的前向（如沿飞机的纵轴向前），也称横滚轴；
• y 轴指向右向（如沿飞机的横轴向右），也称俯仰轴；
• z 轴与 x、y 轴垂直构成右手坐标系，指向地向，也称航向轴。

 

图 2.9 载体坐标系（v 系）

载体坐标系各轴都是有实际意义的物理轴，是载体姿态定义的参考，只有明确定义

了 v 系，描述载体的姿态才有意义，详见第6章6.2.1.2小节。

2.2.5 传感器坐标系

传感器坐标系（sensor-fixed body frame），简称 b系，原点为惯性测量单元（inertial
measurement unit, IMU，见第3章3.4节）的测量中心，三个坐标轴分别指向加速度计和
陀螺的敏感轴正方向，如图2.10所示。在捷联惯性导航系统中，加速度计和陀螺的比力
和角速度测量值均是在 b 系下输出。在此，假设三轴加速度计分别与三轴陀螺对齐安
装，且相互垂直。除非特别说明，后续章节假定 b 系与 v 系重合6，例如将载体系简写
为 b 系。实际上，v 系和 b 系可能存在位置和角度的安装偏差，在车载组合导航解算
中，如果使用车辆运动约束，则有必要严格区分 b 系与 v 系。

2.3 地球椭球模型

对于地球附近空间的惯性导航系统，在导航解算时需要从加速度计的比力测量值

中补偿地球的重力加速度，才能得到所需的运动加速度，为此需要引入地球重力场等概

5常用的选择还包括“右-前-上（R-F-U）”形式，这些选择都是完全等价的。一般情况下，为姿态表达
和计算的方便，N-E-D 形式的 n 系通常与 F-R-D 形式的 v 系配合使用，而 E-N-U 形式的 n 系则常与
R-F-U 形式的 v 系配合使用。

6实际上不可能完全重合，但是其偏差一般可以事先标定。



2.3 地球椭球模型 25

 

图 2.10 传感器坐标系（b 系）

念，知道如何计算重力加速度。为了将惯性参考系的角速度测量值转换到地球参考系，

还需要精确定义地球自转角速度；为了描述载体相对于地球表面的位置，需要先定义一

个参考的地球表面，并定义坐标系统。这都要求首先建立一个地球的参考模型作为基

准。此外，为了将速度积分得到位置变化，还需要知道如何计算地球参考模型表面和外

部点的曲率和曲率半径。本节逐一介绍解答上述问题所需的大地测量学基础知识。

2.3.1 参考椭球

地球表面的形状是一个非常复杂的物理面，无法用数学曲面精确描述。实际上，对

于惯性导航来说也没必要这样做，因为地球体积很大，地表的凹凸不平的幅度与地球半

径相比是微不足道的。大地测量领域引入大地测量地球模型作为真实地球的一个近似，

并将其用作描述地球表面和外部重力场的基准，称之为地球参考椭球模型。参考椭球模

型的选择和定义应满足两个基本要求[6, p.91]：（1）它应该是大地水准面和地球重力场
的近似，从而允许对非线性的大地测量问题进行线性化。（2）该模型在数学上应该简单，
能够实现严格的解析计算。参考椭球模型作为基准，应适用于大地测量、导航、地理信

息和制图，也应适用于天文学和地球物理。基于上述考虑，旋转椭球被引入作为大地测

量的参考椭球模型。

2.3.1.1 旋转椭球参数

旋转椭球是通过子午圈椭圆绕其短半轴旋转生成的，呈现出关于地球南北极轴的

旋转对称性和关于赤道平面的镜像对称性，如图2.11所示。因此，椭球的大小和形状由
子午圈椭圆的两个几何参数描述：

• 椭球长半轴 a，也称赤道半径，指地心到赤道上任一点的距离，也是地心到地球
表面的最远距离。

• 椭球短半轴 b，也称极轴半径，指地心到任一南北极点的距离，也是地心到地球
表面的最近距离。
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图 2.11 旋转椭球模型示意图

除了直接用长短轴半径，地球椭球模型通常还可以由椭球长半轴 a，结合几何扁率
f 或偏心率 e 来定义。其中几何扁率 f 定义为

f = a− b
a (2.66)

扁率 f 量化了椭球在极点方向的压缩程度。当 f 趋近 0 时，椭球接近于一个完美的
球体；当 f增加时，椭球的极点压缩程度也增加。第一偏心率 e和第二偏心率 e′ 定义为

e =

√
a2 − b2

a , e′ =
√

a2 − b2

b (2.67)

上述参数满足以下关系：

b
a = 1− f =

√
1− e2 = 1√

1 + e′2
=

e
e′ (2.68)

在使用旋转椭球之前，先明确参考椭球中的几个专用概念。如图2.11所示，图中 NS
为旋转椭球的旋转轴，也就是地球参考椭球模型的极轴。包含旋转轴的平面与椭球表面

相截得到的椭圆称为子午圈（或经度圈），包含子午圈的平面称为子午面，子午圈被极
点分为两段曲线，称为子午线，也叫经线。垂直于旋转轴的平面与椭球面相截得到的圆

称为纬圈（或平行圈），其中通过椭球中心的平行圈是最大的，称为赤道。包含椭球表
面点 P 处的法线且与该点子午面垂直的平面与椭球面相截，得到的闭合圈称为卯酉圈。

2.3.1.2 常用的参考椭球模型

目前，常用的地球参考椭球模型有：1980 年国际大地测量参考系统椭球（GRS80）、
1984年世界大地测量系统椭球（WGS84），以及我国 2000国家大地坐标系椭球（CGCS2000）。
其中 CGCS2000 是我国当前最新的国家大地坐标系，其椭球模型以世界大地参考坐标
系 97（ITRF97）参考框架为基准，通过我国境内全球定位系统（global positioning sys-
tem, GPS）连续运行基准站、空间大地控制网以及天文大地网联合平差建立。上述三个
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椭球模型的基本参数及其导出参数列于表2.1中，对于惯性导航系统来说，它们之间的
差异可以忽略不计[7, p.40]。

表 2.1 常用椭球模型基本参数[8, 9, 10]

WGS 84 GRS 80 CGCS 2000
长半轴 a(m) 6378137.0 6378137.0 6378137.0
扁率 f 1/298.257223563 1/298.257222101 1/298.257222101

短半轴 b(m) 6356752.3142 6356752.3141 6356752.3141
第一偏心率 e 0.081819190842621 0.081819191042816 0.081819191042816
第二偏心率 e′ 0.082094437949696 0.082094438151917 0.082094438151917
动力形状因子

J2

1.082629821313×10−3 1.08263× 10−3 1.082629832258×10−3

地心引力常数

GM(m3/s2)
3.986004418× 1014 3.986005× 1014 3.986004418× 1014

地球自转角速

率 ωe (rad/s)
7.292115× 10−5 7.292115× 10−5 7.292115× 10−5

2.3.1.3 地球自转角速度

在惯性坐标系下，地球绕自身的地轴自转，并绕太阳公转。太阳在惯性系中不是恒

定不变的，但它的旋转影响是可以忽略不计的。地球相对于惯性空间的自转周期称为一

个恒星日，约为 23 小时 56 分钟 4 秒。地球自转的角速率不是严格恒定的，受到许多
因素的影响，但其改变量并不大，在导航领域中一般忽略其变化，将地球自转假设为一

个恒定的角速度向量 ωie，其模值 ωe 在正常椭球模型中进行定义，常见值为

ωe ≈ 7.292115× 10−5 rad/s

≈ 15.0410669◦/h

如图2.12所示，地球自转角速度向量在 i 系或 e 系中的投影为

ωi
ie = ωe

ie =


0

0

ωe

 (2.69)

在 n 系中的投影为

ωn
ie =


ωe cosφ

0

−ωe sinφ

 (2.70)
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图 2.12 地球自转角速度向量在 e 系和 n 系下的投影

2.3.2 地心位置向量

在地球附近空间的导航，常采用地心位置向量来描述载体相对地球的位置，该向量

从地心指向载体目标点（如载体质心或载体上的其他参考点），记为 reb。导航解算过程

需要坐标来表示该向量以便做数学计算。常用的地心位置向量的坐标形式有两种：笛卡
尔直角坐标和大地坐标。

2.3.2.1 直角坐标和大地坐标

直角坐标是地心位置向量在地心地固坐标系中的投影，记作

re
eb =


X
Y
Z


如果载体位于参考椭球的表面，则其笛卡尔直角坐标满足

X2

a2
+

Y2

a2
+

Z2

b2
= 1 (2.71)

大地坐标（geodetic coordinates）又称球面坐标或曲线坐标，即大地纬度、经度和
椭球高。大地坐标比直角坐标更加直观，经常用作导航系统的位置输出形式。

大地纬度（geodetic latitude），又称地理纬度，是目标点 P 处法线7与赤道平面的

夹角，如图2.11所示，用希腊字母 φ表示。如果 P点不在椭球表面上，则其纬度由经过
该点的法线与参考椭球体表面交点 S（如图2.13所示）的纬度给出。需要注意的是，大
地纬度是以参考椭球体和法线为基准定义的，地球是一个不规则球体，如果采用其他的

垂线作为基准，还有地心纬度、天文纬度和引力纬度等不同形式的纬度定义。惯性导航

计算出的纬度是大地纬度，而不是地心纬度。在本书后续章节中，若非特别说明，所述

纬度均指大地纬度。纬度取值范围为 −90◦ ∼ +90◦，以北半球为正，南半球为负。

7注意，一般情况下 P 点的法线不经过参考椭球的中心，南北极除外。
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图 2.13 大地纬度和大地高

经度（longitude），记作 λ，是目标点 P 所在的子午面与本初子午线（即经过英
国伦敦格林尼治天文台的协议零度子午线）所在子午面在赤道面上的夹角，如图2.11所
示。与纬度不同，经度是一种人为定义的量，而不是实际的物理量。经度取值范围是

−180◦ ∼ +180◦，约定本初子午线东面经度为正，西面经度为负，或者取值 0◦ ∼ 360◦。

需要注意的是，经度在地球两极存在奇异，因为在极点无法定义经度。

大地高（geodetic height），又称椭球高，记作 h，是从目标点 P 出发沿着椭球法线
方向到椭球表面的距离，如图2.13所示。当载体在椭球面以外时记为正，载体位于参考
椭球表面时大地高为零。大地高是以参考椭球和椭球法线为基准定义的，在大地测量领

域常用的高程系统还包括：以大地水准面为基准的正高和以似大地水准面为基准的正

常高。若无特别说明，后续章节所述高程均指椭球高。载体的地心位置向量的大地坐标
形式记作 p，以便与 reb 区分开来

p =


φ

λ

h

 (2.72)

2.3.2.2 大地坐标与直角坐标变换

地心位置向量的大地坐标与笛卡尔直角坐标之间可相互转换。其中，大地坐标转换

为直角坐标可采用以下计算公式：
X = (RN + h) cosφ cosλ

Y = (RN + h) cosφ sinλ

Z = [(1− e2)RN + h] sinφ

(2.73)

式中，RN 为卯酉圈半径，e 为参考椭球的第一偏心率。由直角坐标计算大地坐标相对
复杂一些，计算公式如下：
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φ = arctan Z(RN + h)√
X2 + Y2[(1− e2)RN + h]

λ = arctan Y
X

h =

√
X2 + Y2

cosφ − RN

(2.74)

上式需要使用四象限反正切函数计算经度 λ。由于卯酉圈半径 RN 是纬度的函数，

因此纬度和高程的计算需要迭代。在多数情况下，迭代算法具有很好的收敛特性，纬

度经过两次迭代即可收敛到 10−3 角秒以内。在地球两极地区，高程的计算将出现奇异，

需要对上述算法进行改进，详见[2, p.62]

2.3.3 参考椭球表面的曲率半径

惯性导航解算过程中，涉及根据载体的速度来计算对应的经度和纬度的变化（即位

置变化），因此需要曲率半径参数。参考椭球是一个旋转椭球，其表面不同位置对应的

曲率半径是不同的，并且同一位置不同方向（如朝东方向和朝北方向）上的曲率半径也

不一样。

在子午圈平面内，参考椭球面上某点 P 沿其所在的子午线方向（向北或向南）运
动，其轨迹对应的曲率半径称为子午圈半径，记作 RM，如图2.14所示。它是指与 P 点
所在的子午圈椭圆局部最佳匹配的圆的半径，该圆位于 P 点北向和地向构成的子午圈
平面内。

 

图 2.14 旋转椭球的曲率半径（根据参考文献[6, p.94]重绘）
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RM 的计算公式为

RM (φ) =
a (1− e2)(

1− e2 sin2 φ
)3/2 (2.75)

式中，φ 为纬度，a 为椭球长半轴，e 为椭球第一偏心率。可见，子午圈半径是纬度的
函数，在赤道上取得最小值，在极点处曲率半径最大。

包含 P 点（目标点）法线且与 P 点所在子午圈平面垂直的平面称为卯酉圈平面，
也称主垂向平面（prime vertical plane）。在卯酉圈平面内，参考椭球面上的点 P 沿东
西方向运动对应的曲率半径称作卯酉圈半径，又称横向曲率半径或主曲线曲率半径，记

作 RN，计算公式为

RN (φ) =
a√

1− e2 sin2 φ
(2.76)

注意，卯酉圈曲率半径不是 P 点所在纬圈的半径。RN 随纬度变化而改变，并在赤

道上取得最小值，在极点取得最大值。RN 也等于椭球表面一点到极轴的法线的长度,如
图2.14所示。
子午圈半径和卯酉圈半径分别是椭球面上 P 点沿北向和东向运动对应的曲率半径。

如果 P点沿任意方向运动，假设其大地方位角（运动方向与所在子午线北向的夹角）为
ψ，则该方向对应的曲率半径 Rψ（[6, p.95]）为

Rψ =

(
cos2 ψ

RM
+

sin2 ψ

RN

)−1

(2.77)

可见式 (2.75) 和式 (2.76) 是式 (2.77) 的特例。如2.3.1.1节所述，纬圈是圆形，其半
径（记作 p (φ)，如图2.14所示）与卯酉圈半径 RN 之间有如下转换关系：

p (φ) = RN cosφ (2.78)

将目标点从椭球表面拓展到椭球外部高度（椭球高）为 h的点 P处（如图2.13所示），
对应的子午圈半径和卯酉圈半径分别为 RM+h和 RN+h，纬度圈半径为 (RN + h) cosφ，
其中 RM 和 RN 为过 P 点的法线与椭球面的交点（如图2.13中的 S 点）处的子午圈和
卯酉圈半径。

载体在地球表面附近运动时，其速度与大地坐标的时间导数之间的关系为
φ̇ =

vN

RM + h
λ̇ =

vE

(RN + h) cosφ
ḣ = −vD

(2.79)

式中，vN、vE 和 vD 分别是载体相对于地球的速度（简称地速）向量在当前位置点

的北向、东向和地向的投影分量。通过观察图2.14很容易推导出式（2.79），本书将在
第3章3.5.3.1小节中推导。
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2.3.4 地球的正常重力场

根据牛顿万有引力定律，地球表面附近任一质点都受到地球引力作用，同时由于跟

随地球自转，还会受到离心力的作用。除此之外，物体还受到月亮和太阳等其他天体的

吸引，只不过它们与地球引力相比，小到可以忽略不计或被地球公转的离心力平衡。地

球引力与离心力的合力称为地球重力。另外一种理解方式是：将引力分解为重力和向心

力，其中向心力与离心力大小相等，方向相反。

地球万有引力导致的加速度称作引力加速度，记作 g；重力导致的加速度称作重力
加速度，用 gp 表示8，离心力导致的加速度为 −ωie× (ωie × reb)。位于参考椭球表面的

物体所受的加速度如图2.15所示，并满足以下关系：

gp = g− ωie × (ωie × reb) (2.80)

 

图 2.15 地球引力加速度、重力加速度与向心加速度

在地球附近的任意位置，离心加速度都可以根据位置精确计算，而引力加速度的计

算则复杂得多，因为不能准确知道地球的实际形状和质量分布，因此重力加速度也无法

直接准确地计算出来。为此，工程上引入与之近似的正常重力模型。正常重力可基于地
球正常椭球模型，不必涉及地球形状和质量密度即可直接计算得到。正常重力与实际地

球重力之间的差异称作重力异常，主要由地球内部的质量分布不均匀引起。

将地球附近的引力场与离心力场叠加，形成重力的等势面，并对其进行近似，使其

对应一个规则的椭球体，将这个椭球体称为正常椭球，相应的重力场称为正常重力场，

正常重力加速度定义为正常重力势的梯度。建立正常椭球通常需要 4 个参数：（1）椭
球长半轴 a；（2）与形状相关的参数，即动力形状因子 J2 或扁率 f；（3）物理尺度参数
GM, 即包括大气层在内的地球总质量乘以牛顿引力常数；（4）地球自转角速率 ωe。通

过这四个参数还可以推导出椭球的短半轴 b，因此定义正常重力椭球的同时也定义了几
8下标 p 表示铅垂方向，即 plumb 的首字母。
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何椭球。基于上述四个参数，椭球外任何地方的正常重力势或与正常势相关的任何量都

可完全明确定义[11, p.213]。常用椭球的正常重力参数已在表2.1中列出。

2.3.4.1 正常重力

正常椭球体表面上的各点处正常重力向量垂直于标准椭球面，与该点法线方向一

致。椭球面上的正常重力加速度大小由 Somigliana 公式给出[6, p.102]：

g (φ) = aγa cos2 φ+ bγb sin2 φ√
a2 cos2 φ+ b2 sin2 φ

(2.81)

式中，a，b 分别为椭球体的长半轴和短半轴，φ 为待求点的纬度，γa 和 γb 分别为赤道

和极点处的正常重力值。b、f、γa 和 γb 可以通过正常椭球的四个基本常数严格推导出

来。对于 GRS80 椭球的导出参数为

b = 6356752.31414m

γa = 9.7803267715m/s2

γb = 9.8321863685m/s2

f = 1/298.257222101

式 (2.81)是正常重力的精确公式，它只适用于椭球体表面点的正常重力计算。对于
椭球体上方椭球高为 h 处的点，可采用以下近似公式：

g (h, φ) = g (φ)
[
1− 2

a
(
1 + f + m− 2f sin2 φ

)
h +

3

a2
h2

]
(2.82)

式中，f 为椭球扁率，m 的计算公式如下：

m =
ω2

e a2b
GM (2.83)

椭球面上的正常重力加速度向量 gn
p 与参考椭球面处处垂直，在 n 系的投影分量为

gn
p =


0

0

g (h, φ)

 (2.84)

已知正常椭球的基本参数，则可以根据式 (2.81) 严格计算椭球表面任一点的正常
重力。式 (2.81) 也可以展开为以下近似的级数形式[6, p.110]：

g (φ) = γa

1 + 0.0052790414 sin2 φ+ 0.0000232718 sin4 φ

+ 0.0000001262 sin6 φ+ 0.0000000007 sin8 φ

 (2.85)

上述展开式的精度相比于式 (2.81) 的严格计算值的误差约为 10−3µm/s2，可忽略
不计。如果把 GRS80 的椭球参数代入式 (2.82) 和式 (2.83) 计算其系数，可得 GRS80
模型任意点处的正常重力计算式

g(φ, h) = g(φ)− (3.0877× 10−3 − 4.3× 10−6 sin2 φ)h + 0.72× 10−6h2 (2.86)
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式中，g(φ) 为对应的椭球表面 h=0 处的正常重力值，也即式 (2.85) 的结果，h 单位为
km，g(φ, h) 的单位为 m/s2。

在工程应用中，常使用 (2.85) 和 (2.86) 来计算正常重力，然后代入式 (2.84) 得到
正常重力加速度向量在 n 系下的投影分量。

2.3.4.2 正常重力的精度

式 (2.82) 是一个精度很高的近似公式，在高度为 20 km 处，其误差大小不超过
1.45×10−6 m/s2，对于海拔较低的点误差更小9。然而，当海拔达到一定高度（如 20 km
或更高）后，由于正常重力场的等势面并不平行，正常重力矢量与椭球体的法线不再完

全一致，在子午面内产生了一定的偏差角，称为垂线偏差。垂线偏差使得正常重力加速

度向量在 n 系北方向的投影量不再为零，其大小为

gp,N ≈ −8.08× 10−6hkm sin 2φ
(
m/s2

)
(2.87)

例如，在武汉上空一点，纬度为北纬 30.5◦，高程为 20km，该点处正常重力加速度
的北向分量约为 −1.4 × 10−4m/s2，即 14 mGal。该数值略小于导航级惯导的加速度计
零偏（见3.5.5节，表3.3）。因此，对于高精度的惯导系统来说，式 (2.84) 应修正如下：

gn
p =


gp,N

0

g (h, φ)

 (2.88)

但是高程越小，北向分量越小，在大多数情况下，将忽略这一影响，只有极高精度

的惯导或在高海拔区域进行导航时，需要注意垂线偏差引起的重力补偿，详见参考文

献[11, sec.6.6.1]。
此外，正常重力只是实际重力场的一个较为精确的近似。对于导航级及更高精度的

纯惯性导航来说，有必要更加细致地考虑重力异常等改正项。经验表明，应用高精度的

重力场模型可提升约 0.1 海里/h 的惯性导航精度[12, p.62]。

2.4 随机过程

惯性传感器的输出不可避免地包含随机误差成分，并随着导航解算的进行而逐渐

累积，使得位置、速度和姿态等导航参数不可避免地掺杂了随机性。这些误差的传播可

被视为一个由噪声和随机常数等误差推动的随机过程。因此，无法以确定性的方式来全

面描绘导航状态及其误差。在评估系统性能和设计导航算法的过程中，必须借助概率论

和统计学的手段，选取恰当的模型来刻画和预测系统动态。所选数学模型的恰当性取决

于惯性传感器随机误差特性，而非任意决定。这一切都建立在随机过程理论的基础之

上。本节介绍高斯分布、随机过程的基本概念以及常见的随机模型，并阐述它们与惯性

导航的关联性。对于概率论和随机过程的理论，读者可参考文献[13, 14]深入学习。
9注意，这里是公式 (2.82) 的近似误差，而不是正常重力与实际重力之间的差异。
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2.4.1 高斯分布

实数上最常用的分布是高斯分布（Gaussian distribution），也称正态分布（normal
distribution）。如果一维随机变量 x 满足高斯分布，则其概率密度函数（probability
density function，PDF）为

f
(
x|µ, σ2

)
=

1√
2πσ2

exp
(
−1

2

(x− µ)2

σ2

)
(2.89)

式中，µ为随机变量 x的期望，σ2 为方差（variance），σ 为标准差（standard deviation）。
µ ∈ R和 σ ∈ (0,∞)两个参数完全决定了高斯分布的概率密度函数及各项概率属性。如

果标量随机变量 x 满足高斯分布，则称之为高斯变量，记作

x ∼ N (µ, σ) (2.90)

高斯分布可以推广到 Rn 空间，一组高斯变量构成高斯随机向量，记作

x =


x1

x2

...
xn

 (2.91)

其概率密度函数为

f (x|µ,Px) =

√
1

(2π)n det (Px)
exp

(
−1

2
(x− µx)

⊤ P−1
x (x− µx)

)
(2.92)

式中，µx 为随机向量的均值，Px ∈ Rn×n 是协方差矩阵。满足高斯分布的随机向量 x记
作

x ∼ N (µx,Px) (2.93)

正态分布的随机变量经任意线性组合后仍符合正态分布，这一性质也可以扩展到

随机向量。假设有以下线性组合：

z = Ax + By + c (2.94)

其中，A 和 B 是常值矩阵，c 是常值向量，x 和 y 是随机向量，且满足：

x ∼ N (µx,Px) , y ∼ N
(
µy,Py

)
(2.95)

则有

z ∼ N
(
Aµx + Bµy + c,APxA⊤ + BPyB⊤ + APx,yB⊤ + BPy,xA⊤) (2.96)

式中，Px,y 是随机向量 x 和 y 的互协方差矩阵，且 Px,y = P⊤
y,x。

高斯分布在惯性传感器误差建模和惯导误差传播分析中非常有用，例如通常认为

惯性传感器的高频随机噪声和惯导初始化误差符合高斯分布。式 (2.96) 对于惯性导航
状态的估计和分析很实用，如果已知惯导的初始误差符合高斯分布，而误差变量（如位

置、速度和姿态误差）随时间线性变换，则只需要确定后续某个时刻的均值和协方差，

即可完全确定误差变量在该时刻的概率分布。



2.4 随机过程 36

2.4.2 随机过程

假设某个随机试验的样本空间为 Ω {ω}，T是一个参数集，如果对每一个样本 ω ∈ Ω

总有一个确定的 t 的函数 X (t, ω) 与之对应，这样对于所有的 ω ∈ Ω 就得到一族 t 的函
数，称这族 t 的函数为一个随机过程（stochastic process），记作

{X (t) , t ∈ T}或X (t)

上述定义中的实数集合 T 称为随机过程 X(t) 的参数空间（parameter space），通
常 t 是时间的集合。从上述定义可将随机过程看做随机变量概念的推广：从 ω 与实数

的对应（即随机变量）推广到与实函数的对应。因此，随机过程 X (t, ω) 是定义在 T 和
Ω 上的二元函数，为了简便，通常在书写时省去符号 Ω，将其记为 X (t)。根据上述讨
论，随机过程符号 X (t) 在不同的情况，有以下四种不同的意义：
（1） 当 t 和 ω 均为变量时，X (t) 为 t 的函数族；
（2） 当 t 为变量，ω 固定时，X (t) 为一个确定的实函数；
（3） 当 t 固定，ω 为变量时，X (t) 为一个随机变量；
（4） 当 t 固定，ω 固定时，X (t) 为一个确定的实数。

2.4.2.1 相关函数与协方差函数

对于一个随机过程 X (t)，给定时刻 tk，X (tk)是一个随机变量，随机过程的自相关

函数定义为二阶矩：

RX (t1, t2) = E [X (t1)X (t2)] (2.97)

其中，E() 表示求期望，t1 和 t2 是任意采样时刻，自相关函数表示一个随机过程在两
个时刻的相关程度。按期望的定义展开有：

RX (t1, t2) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x1x2f (x1, x2) dx1dx2 (2.98)

若 X (t) 是平稳随机过程[13, p.65]，则每个时刻的概率密度函数是相同的，自相关
函数值仅取决于两个时刻的时间差值 τ = t2 − t1，函数 RX 退化为单个变量 τ 的函数：

RX (τ) = E [X (t)X (t + τ)] (2.99)

自相关函数能够反映随机过程随时间的变化程度。两个随机过程之间的互相关函

数定义为

RXY (t1, t2) = E [X (t1)Y (t2)] (2.100)

显然，自相关函数是互相关函数的特殊情况。与式 (2.99) 类似，当 X (t) 和 Y (t)
都是平稳随机过程时，其互相关函数仅与时间差有关：

RXY (τ) = E [X (t)Y (t + τ)] (2.101)

如果交换下标顺序，则有

RYX (τ) = E [Y (t)X (t + τ)] = E [X (t)Y (t− τ)] = RXY (−τ) (2.102)
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2.4.2.2 功率谱密度

假设平稳随机过程 X (t) 的自相关函数为 Rx (τ)，当 Rx (τ) 的傅里叶变换

SX (ω) =

∫ ∞

−∞
RX (τ) e−jωτdτ (2.103)

存在时，称 SX (ω) 为 X (t) 的功率谱密度（power spectral density，PSD）函数。
PSD 是功率在频率域上的分布，PSD 对频率积分便得到功率，因此称它为功率的

“谱密度”。如果已知一个平稳随机过程的 PSD 函数，则可以简便地求出其功率的期望。
PSD 函数的单位为

协方差单位
频率单位 (Hz)

式中，Hz 即频率单位赫兹。

2.4.3 常用随机过程模型

惯性导航和组合导航系统中常用的随机过程模型包括白噪声、随机常数、随机游走

和一阶高斯马尔可夫过程。接下来依次介绍其基本概念及与惯性导航的关联性。

2.4.3.1 白噪声

白噪声（white noise）的定义是 PSD 函数为常值的随机过程，通常记作 w(t)。由
于白噪声的 PSD 函数值在整个频率区间内都为常值，这与白光包含所有可见光频率的
现象是类似的，所以取名为“白噪声”。白噪声是最基础、最纯粹的随机过程，其自相

关函数为

Rw (τ) = E [w (t)w (t + τ)] = qwδ (τ) (2.104)

式中，qw 是一个非负的常值，表示白噪声过程 w(t) 的方差强度。根据式 (2.103) 容易
求得白噪声的 PSD 函数为

Sw (ω) =

∫ ∞

−∞
qwδ (τ) e−jωτdτ = qw, ω ∈ R (2.105)

式中 δ 为狄拉克函数（也称 delta 函数），其定义在连续域，满足以下性质[15, p.439]
δ (τ) = 0, τ ̸= 0∫ ∞

−∞
δ (τ) dτ = 1

(2.106)

在离散域定义的克罗内克函数与狄拉克函数的含义相似（在数字信号处理中，两者

泛称单位冲激函数），其等价形式为[16, p.30]

δ [n] =

0, n ̸= 0

1, n = 0
(2.107)



2.4 随机过程 38

白噪声的自相关和 PSD 函数图像如图2.16所示。从时域的角度来看，白噪声的自
相关函数仅在时间延迟为零时取值不为零，对于任何非零的时间延迟，自相关函数立即

衰减至零，这一特性对于具体的信号来说表现为做直上直下的跳变，如图2.17所示。狄
拉克函数的单位是 1/s，通常用 Hz 表示，常数 qw 的单位是方差除以 Hz，与功率谱密
度的单位一致。因此，白噪声的方差强度与功率谱密度函数值大小相等，单位相同。

 

图 2.16 白噪声的自相关函数（a）和功率谱密度函数（b）

图 2.17 一个典型的白噪声序列，wk ∼ N (0, 1)

从式（2.105）容易看出，白噪声过程具有无限的带宽和无限的功率（即 PSD 曲线
下的积分面积无限大），以及无限大的方差，且变化无穷快。实际上，理想白噪声在现

实世界中并不存在，实际物理系统的噪声总是有限功率和有限带宽的，即带限白噪声

（bandlimited white noise），可参考[13]深入了解，本书也将在第4章4.2.4小节结合具体实
例进行阐述。

白噪声的形式除了连续时间白噪声之外，还有离散白噪声序列，记作 {wk}。从连
续时间白噪声到离散白噪声序列的转变可以根据平均过程来实现，其中离散随机变量
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在时间 tk 的值是连续时间白噪声过程在区间
[
tk−1, tk

]
上的平均值

wk = w (tk) =
1

∆t

∫ tk

tk−1

w (t) dt (2.108)

式中，∆t = tk − tk−1 表示离散白噪声序列的采样时间间隔。对上式两边求期望，得

E (wk) = E [w (t)] (2.109)

离散白噪声序列的方差为

σ2
w = E

[
w2

k
]

=
1

(∆t)2
∫ tk

tk−1

∫ tk

tk−1

E [w (t)w (τ)]dtdτ

=
1

(∆t)2
∫ tk

tk−1

∫ tk

tk−1

qwδ (t− τ)dtdτ

=
qw

∆t

(2.110)

根据上式易知，离散白噪声方差 σ2
w 的单位为

信号协方差单位
Hz× s =信号协方差单位 =信号单位2

如果一个白噪声的概率密度函数服从高斯分布，则称其为高斯白噪声。其中高斯指
的是每个时刻的随机变量的概率分布为正态分布，白噪声主要体现为信号在时间上的

不相关性。“高斯”和“白”考察的是信号在两个不同方面的问题。高斯白噪声的连续

时间和离散序列形式记作

w (t) ∼ N (0, qw) , wk ∼ N (0, qw/∆t) (2.111)

惯性传感器的原始测量值中总会包含某些高频随机误差成分，其频率远高于导航

所关心的载体实际动态的频率范围，在这种情况下，将其建模为白噪声是工程中的常见

做法。

2.4.3.2 随机常数

随机常数（random constant）是在所有时刻都是常数的随机过程，但这个常数本身
是一个随机变量的样本实现。随机常数的微分方程和初始条件可写作

Ẋ (t) = 0,X (t0) = X0 (2.112)

假设随机常数的均值为 0，则其自相关函数为

RX (τ) = σ2
x (2.113)
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式中，σ2
x 为该过程所有随机变量的方差。可见，随机常数过程的自相关函数为常值，该

随机过程是完全时间相关的，给定该过程某个时间的取值，则可以确定其他所有时刻的
值。

随机常数非常适合用于描述惯性传感器系统性误差中的逐次上电重复性部分。以陀

螺零偏的逐次上电重复性误差为例，陀螺输出的角速度观测值中包含一个未知的固定

零偏，其数值在上电之后保持不变，但在不同次上电之间又各不相同，表现出随机性。

2.4.3.3 随机游走

随机游走（random walk）通过以下方程和初始条件进行描述：

Ẋ(t) = w (t) , X (t0) = 0 (2.114)

或者写成白噪声积分形式

X (t) =
∫ t

0

w (τ) dτ (2.115)

式中，w(t) 是零均值的驱动白噪声。注意，式 (2.115) 不是常规意义上的积分，具体解
释可查阅参考文献[14, p.153]。随机游走的期望和自相关函数为

E [X (t)] = E

[∫ t

0

w (τ) dτ
]
=

∫ t

0

E [w (τ)] dτ = 0 (2.116)

RX (t1, t2) = E [X (t1)X (t2)]

=

∫ t2

t0

∫ t1

t0
E [w (τ1)w (τ2)]dτ1dτ2

=

∫ t2

t0

∫ t1

t0
qwδ (τ2 − τ1)dτ1dτ2

=

qw (t1 − t0) , t2 ⩾ t1 > t0
qw (t2 − t0) , t1 > t2 > t0

(2.117)

式中，qw 为白噪声 w(t) 的方差强度或 PSD，t0 为起始时刻。可以看出随机游走是一
个非平稳过程。其方差为

σ2
X = RX (t, t) = qw (t− t0) (2.118)

随机游走的方差随时间线性增长，即标准差随时间的开方线性增长，如图2.18所示。
图中画出了某个随机游走过程的 1000 个样本实现，时长为 100 s，整个图形表现为喇
叭状，表明随着时间的增长该过程在当前时刻点的方差不断变大。二维随机游走的概念

可以通过一个醉汉在街头漫步的比喻来形象地理解：醉汉每一步的行走方向和距离都

是不确定的，表现为漫无目的地四处游荡，时间越久其位置的不确定性越大。随机游走

的现象在自然界中也广泛存在，一个经典的例子是花粉颗粒掉入水面后受到周围水分

子的不断撞击，从而做出的无规则运动，即布朗运动。因此，随机游走又称作布朗运动

（Brownian motion）。
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图 2.18 某随机游走过程的图像（1000 个样本）

如果白噪声过程是高斯过程，则其积分形成的随机游走变量 X 也是高斯变量，因
为对高斯白噪声变量进行积分或求和的线性运算会保持高斯分布。随机游走过程在惯

性导航中应用非常普遍，例如加速度计输出的比力测量值包含的白噪声积分后，会导致

速度的随机游走误差；同理，陀螺角速度测量值中的白噪声积分后导致姿态的随机游

走误差。随机游走误差模型也常被用于惯性传感器的零偏不稳定性部分的建模，将在

第4章4.2.7小节具体阐述。

2.4.3.4 一阶高斯马尔可夫过程

一阶高斯马尔可夫过程（first-order Gauss-Markov process）X(t) 可用以下连续时
间微分方程描述:

Ẋ (t) = −βX (t) + w (t) (2.119)

式中，β ⩾ 0 为常值，是该过程相关时间 T 的倒数，即 β = 1/T；w(t) 为连续时间的零
均值高斯白噪声过程，又称驱动白噪声，其自相关函数和方差强度 qw 为

E [w (t1)w (t2)] = 2σ2βδ (t2 − t1) (2.120)

qw = 2σ2β (2.121)

式中，σ2 称作一阶高斯马尔可夫过程的方差。一阶高斯马尔可夫过程由 β（或其倒数，

即相关时间 T）和方差 σ2 完全决定。若其在初始时刻取值为 X (t0) = X0，则一阶高斯

马尔可夫过程在任意时刻 t 的期望为：

E [X (t)] = E (X0) e−β(t−t0) (2.122)

自相关函数为

RX (t1, t2) = σ2
(
e−β|t2−t1| − e−β|t1+t2−2t0|

)
(2.123)
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当 t0 → −∞，X(t) 的期望为（式2.122）0，自相关函数为

RX (τ) = σ2e−β|τ | (2.124)

式中 τ = t2 − t1。
因此，高斯马尔可夫过程也称作自相关函数为指数形式的随机过程，如图2.19是一

阶高斯马尔可夫过程自相关函数的图像。名称中的“高斯”指的是其驱动白噪声服从高

斯分布，而“马尔可夫”则指的是前后两个相邻时刻的相关性。其中系数 β 决定了相关

程度，β 越小表示相关时间越长，表明信号在时间上的相关性越强。在极限情况下，当

β → 0，则相关时间无穷大，驱动白噪声的方差强度趋向于零，表示随机信号趋近随机

常数。反之，β 越大表示相关时间越小，信号的时间相关程度越低，取极限 T→ 0 时，

则过程退化为白噪声。

 

图 2.19 一阶高斯马尔可夫过程的自相关函数

一阶高斯马尔可夫过程的功率谱密度函数为

SX (ω) =
2σ2β

ω2 + β2
(2.125)

离散化的一阶高斯马尔可夫过程可以写为

Xk+1 = e−∆tβXk + wk (2.126)

式中，∆t = tk+1 − tk，即为离散化序列的采样间隔，wk 为离散的驱动白噪声序列，其

方差为

E
(
w2

k
)
= σ2

(
1− e−2∆tβ) (2.127)

一阶高斯马尔可夫过程被广泛应用于科学和工程领域[13, p.78]，主要因为它能够较
好地描述大量常见的物理过程，且数学描述相对简单。惯性导航常用它对惯性传感器误

差中随时间缓慢变化的成分（有时间相关性）进行建模，如陀螺和加速度计的零偏不稳

定性。



第 3 章 惯性导航器件与系统
3.1 引言

牛顿运动定律在惯性参考系下成立。物体在空间中的运动主要表现为平移和旋转

两种形式。为了实现惯性导航，需要测量载体相对于惯性空间的线运动和角运动，这就

需要使用惯性传感器。惯性传感器通常包括测量线运动的加速度计和敏感角运动的陀

螺仪。国内学者有时将前者简称加表或加计，后者简称为陀螺。惯性传感器的测量以惯

性空间为基准，不依赖于特定的外部参照。正因如此，惯性导航系统具有普适性和无与

伦比的自主性（fully self-contained），而不局限于特定外部坐标系及其周边环境（例如
地面或建筑内部空间）。

本章介绍惯性导航器件的基本原理和发展历史，包括惯性传感器（陀螺仪和加速度

计1）及其组成的惯性测量单元（IMU）和惯性导航系统（INS）。加速度计是基于惯性检
测质量的动力学原理设计的，尽管经历了长时间的发展，但是其工作原理简单且基本保

持不变。然而，为了制造出工程上精密可靠的加速度计，通常需要采用力反馈式设计，

即闭环结构。陀螺的技术和原理非常多样化，并且仍在不断发展之中。所有的陀螺，包

括转子陀螺、光学陀螺、振动陀螺以及微机械陀螺，都是基于特定的物理现象来测量载

体相对于惯性空间的角速度或角度变化。

在一般情况下，大多数加速度计只能测量单个方向的比力，即非引力加速度，详见

本章3.2节。类似地，大多数陀螺也只能测量绕一个轴向的角速度或角度变化2。为了实

现三维空间的导航定位，通常需要将 3 只加速度计和 3 只陀螺集成安装在 3 个相互垂
直的轴上，组成 IMU。这样的惯性测量单元能够感知三维空间的角速度向量和比力向
量，从而提供完整的三维运动信息。INS 需要对 IMU 的原始数据做复杂的处理才能实
现导航功能，其中涉及对角速度进行积分得到姿态变化量，对运动加速度积分以获得速

度信息，然后再次对速度积分以得到位置信息。

所有类型 INS 的基本原理都是一样的，但工程实现上通常有两种不同方式：一是
利用陀螺维持一个空间稳定平台，与载体的转动隔离，在导航过程中稳定地指向选定的

参考坐标系轴向，加速度计被安装在该稳定平台上。在这种情况下，导航解算仅需要对

加速度计测量的加速度进行积分，算法简单。这种实现方式称作平台式惯导（gimballed
INS 或 platform INS）。二是将陀螺仪和加速度计与载体固定连接，并通过陀螺数据连
续解算载体的姿态，将加速度向量分解到选定的参考坐标系下，然后进行积分运算以实

现导航定位。这种实现方式称为捷联式惯导（strapdown INS）。目前，常见的军用和民
用 INS 主要为捷联惯导，因此本书的内容将专注于捷联式惯性导航系统。

1注意：低成本惯性传感器在手机中普遍使用后，有时磁力计（magnetometer）也被一些同行当作是
惯性传感器的一种，这是不严谨的。

2转子陀螺是个例外，它能够同时测量两个方向的角运动。

43
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在深入理解三维空间中的惯性导航解算之前，先从较为简单的一维和二维场景着

手，这将有助于建立基本概念。在这些低维度场景中，惯性导航的原理和实现方式更为

直观。本书主要关注地球表面附近空间的惯性导航应用，因此通常以地球或地球的当地

水平坐标系作为参考坐标系。然而，需要注意的是，这些坐标系并非惯性坐标系。在导

航计算中，除了考虑运动加速度和角速度外，还需考虑由于地球相对于惯性空间的旋转

所引起的向心加速度、科里奥利加速度（哥氏加速度）以及重力加速度等。因此，了解

在旋转坐标系下加速度计和陀螺仪的理论输出所包含的各分量是必要的，掌握这些理

论概念将有助于我们更深入地理解惯性测量单元的标定过程以及惯性导航算法的实现

原理。

本章采用了与其他教材略微不同的方式来介绍惯性器件的历史与发展趋势。笔者

相信，在读者掌握了加速度计和陀螺仪的基本原理之后，他们能够更加深刻地理解惯导

技术是如何逐步演进的。本章最后还分类介绍了惯性技术的一些典型应用。

3.2 加速度计

加速度计是惯性导航系统的关键惯性元件之一，用于测量载体相对于惯性空间的

非引力（non-gravitational force）加速度，也称为比力（specific force）。加速度计的测
量原理相对简单，可简化为由壳体、质量块、理想弹簧和位移指示器等核心部件组成的

质量弹簧系统，如图3.1所示。在该系统中，质量块被约束着只能沿敏感轴方向移动。质
量块两端各连接一根弹簧，弹簧两端固定在壳体上。位移指示器用于检测并指示质量块

相对于壳体的位移变化，测量弹簧的伸缩量。

 

图 3.1 加速度计原理示意图（处于惯性坐标系中）

如图3.1（a）所示，假设上述加速度计装置处于理想惯性参考系（不存在引力作用）
内，处于静止或匀速直线运动状态，此时弹簧没有应力，位移指示器显示零值。如果沿

加速度计敏感轴方向施加一个向右的外力 F（接触力或物理力），使壳体以恒定的加速
度向右加速，如图3.1（b）所示。这个力通过弹簧传递到质量块，左侧弹簧压缩，右侧
弹簧被拉伸并将力施加在检测质量块上，直至其加速度与壳体加速度相等，系统重新达

到平衡状态。最终质量块相对于壳体向左偏移，其位移大小 f 与装置的加速度成正比。
这个位移量可以通过位移指示器测量得到，从而测量出装置的加速度。
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现在，假设该装置处于一个受引力场影响的非惯性参考系内, 引力加速度的方向向
下，大小为 g。将整个装置逆时针旋转 90°使其敏感轴与引力方向平行。如图3.2（a）所
示，由于引力的作用，质量块会压缩下侧弹簧和拉伸上侧弹簧，直至非对称弹簧的作用

力等于引力，质量块将处于平衡状态，位移指示器输出等于引力加速度 g。若移除支撑，
装置将在引力的作用下做自由落体运动，其运动加速度等于引力加速度，但系统平衡后

指示器处于零位，即加速度计的输出为 0。这一示例可能让初学者颇感困惑：在引力场
的作用下，装置静止时运动加速度为零，而加速度计输出为 g；自由落体时装置的运动
加速度为 g，但加速度计的输出却为 0。

 

图 3.2 处于引力场中的加速度计

下面通过对质量块做受力分析来进一步解释。如图3.2所示，规定向上为正方向（当
然也可以选择向下为正方向，读者可以做相似的分析）。质量块受到两个外部作用力：

非对称的弹簧力和万有引力。根据牛顿第二定律，有

ma = Fs + mg (3.1)

式中，a 是整个装置在外力作用下相对于惯性空间的运动加速度向量，g 是万有引力加
速度向量（注意不是重力加速度，解释见本章3.5.3.2小节），Fs 是弹簧系统对质量块施

加的弹力向量，m 是质量块的质量。由式（3.1）可得

f = Fs

m = a− g (3.2)

式中3，f 是作用在单位质量上的弹簧力，也即加速度计的实际输出。f 也称为比力4，式

(3.2) 即加速度计测量方程5。

3注意，式（3.2）的 a，f 和 g 均为向量，而不是标量。
4值得指出的是 f 的英文名称和中文翻译都不甚确切，因为 f 显然不是一种力，而是加速度。
5加速度计测量方程是惯性导航中非常重要的一个公式，即使读者记不住本书的任何其他公式，这个

公式也应该记住。
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总之，从原理上表明加速度计不能直接感知引力场的存在，加速度计测量的不是运

动加速度，而是运动加速度与引力加速度之差，这是一个比较特殊的加速度。可直观但

不太严谨的解释如下：因为加速度计的输出是加速度计位移指示器的读数，而位移指示

器的读数只能反映弹簧的形变。只有当某个作用力必须通过弹簧系统才能作用在质量

块时，加速度计才能测量该力。而万有引力直接作用在质量块上，不需要经过弹簧或其

他媒介，因此加速度计受到引力作用时，质量块与壳体之间不会发生相对运动，导致加

速度计的指针读数无法反映出引力造成的加速度。因此，所有加速度计测量的只是比

力，而不是全加速度（或绝对运动加速度）。为了获取导航定位所需的运动加速度 a，系
统还必须补偿引力加速度。很显然，要将加速度计的测量与惯性加速度联系起来，对引

力场的了解是必不可少的。

加速度计测量的比力是一种加速度，其标准单位是 m/s2，也常用重力加速度 g 来
表示。然而，由于实际重力值会随着所处位置的变化而改变，g 并不是一个严谨的单
位。实际应用中，常用一个更精细的单位：Gal（伽利略，以科学家伽利略命名）或毫
伽（mGal）。

1 Gal = 1 cm/s2

1 mGal = 10−3 Gal = 10−5 m/s2 ≈ 1 µg

1 µg = 10−6 g

3.2.1 加速度计的力反馈设计

如图3.1所示的加速度计装置采用了典型的开环式设计。然而，按此设计制造的加
速度计在响应能力和测量精度方面的性能并不理想。原因如下：为了提高加速度计的

精度，一方面需用“理想弹簧”，要求弹簧至少在加速度计的有效测量范围内弹性系数

稳定且没有非线性误差。另一方面应考虑增加质量块的质量并使用弹性系数低的弹簧

（软弹簧）：较大的质量块意味着更大的惯性，相同的运动加速度会导致弹簧更大的变

形，这有助于提高位移指示器的灵敏度和精度；使用较软的弹簧也可以在相同的加速度

下产生更大的弹簧变形量，便于位移指示器测量。但是，由大质量块和软弹簧组成的系

统固有振荡周期长；在外力扰动下系统需要较长时间才能达到平衡状态，表现为弹簧力

需要较长时间才能使质量块“跟上”壳体的加速运动。如果加速度在外力作用下发生变

化，再次跟踪和测量加速度同样需要较长时间。在实际情况中，载体的运动加速度可能

频繁变化，开环加速度计难以实时有效地测量载体瞬时的加速度。

上述问题的本质是开环加速度计的带宽过窄，对外界输入的响应不够快，也即响应

频率过低。为解决该问题，高精度的加速度计普遍采用了闭环结构设计，也称为力反馈

式设计，其原理如图3.3所示。力反馈式加速度计通过驱动装置对质量块主动施加反向
力，使其保持在力平衡位置附近（即零位），不因外力而显著偏移。具体实现如下：首

先，检测质量块的位移，并用放大器放大该信号，确保即使微小位移也能被检测。接下

来，该位移信号经过闭环控制器生成调控量输出至静电驱动器（或其他施力装置），后

者通过调节电极的电压向质量块施加静电力。在外力作用下，质量块倾向于偏离平衡位
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置；闭环控制器感知该趋势并即时施加反向力，使质量块维持或恢复至平衡位置。力反

馈式加速度计的指针几乎不偏离平衡位置，其位移不直接反映感知的比力。与开环加速

度计通过指针偏移测量加速度不同，力反馈式加速度计中驱动装置施加的力与待测的

比力成正比，其读数由此给出。

 

图 3.3 力反馈加速度计原理示意图

力反馈式加速度计在保障测量精度的同时，显著提升了动态响应性能，有效克服了

开环式加速度计的缺陷。首先，无论外力如何变化，弹簧始终工作在微小变形的状态下，

非线性误差难以显现，可视为理想弹簧，完全满足胡克定律。其次，得益于电子反馈回

路的快速响应，质量块能迅速恢复平衡，相较于开环系统，避免了质量弹簧系统机械振

荡导致的测量延迟，实现了对瞬时加速度的快速跟踪。此设计相当于使用了一个理想化

的“很硬的电弹簧”，非常精密且响应速度极快。

当然，闭环式系统或传感器相较于开环设计更为复杂，它们是机电一体化的高度集

成系统。力反馈回路的参数须精心设计，以避免系统出现振荡或超调等问题。尽管这增

加了系统的复杂性，但换来了传感器卓越的性能。这种改进方式是非常典型的，其思想

也很值得借鉴并应用到自己的研究工作中。

3.2.2 加速度计的类型

在当前的捷联惯性导航系统中普遍采用的加速度计设计主要有振梁式和摆式两种。

振梁式加速度计的结构设计如图3.4所示。在此设计中，一对石英晶体梁被固定在壳体
上，并沿着敏感轴方向排列，共同支撑一个检测质量块。两个晶体梁各自以其特定的谐

振频率振动。当敏感轴方向不存在加速度时，两梁将以相同的频率振动；相反，当敏感

轴方向存在加速度时，质量块的惯性效应会导致一个梁受到压缩，而另一个梁受到拉

伸。受压梁的谐振频率降低，而受拉梁的谐振频率升高，且频率差与加速度成正比。基

于这一原理，振梁式加速度计巧妙地将加速度的测量转化为对振梁谐振频率的提取。为
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图 3.4 振梁式加速度计结构示意图（根据参考文献[2, p.142]重绘）

了提升性能，通常通过对称布置振动梁，以减小或消除非线性和振梁谐振频率迁移等误

差。尽管振梁式加速度计属于开环系统设计，但检测质量块实际上是由振动梁所固定约

束的，因此其敏感轴相对于壳体的位置不会发生变动[17, 6.4.1小节]。
摆式加速度计的工作原理与之前提到的质量弹簧系统大致相同，但在具体实现上

存在一些差异。除了摆式加速度计之外，还存在表面声波加速度计、微硅加速度计、光

纤加速度计以及光学加速度计等多种类型，感兴趣的读者可查阅参考文献[17, 18, 19]。

3.3 陀螺仪

我们对陀螺既熟悉又陌生。陀螺作为一种喜闻乐见的儿童玩具，早已家喻户晓。然

而，陀螺作为导航传感器，及其在导航制导等军事应用中所扮演的重要角色，往往仅为

少数专业人士所熟知。当玩具陀螺在被抽动或手动旋转后能保持直立平衡，这便是陀螺

仪最原始的形式。惯性导航所使用的陀螺仪已不限于上述形态，其定义扩展为一种用于

测量载体相对于惯性参考系的角速率或角度变化的传感器。值得特别强调的是，陀螺测

量角速度的参考系是惯性坐标系，无须依赖外部参照。初学者容易将某些角度或角速度

传感器误认作陀螺。例如，精密机床上常用的光电编码器能够准确测量机械臂相对于机

床的旋转角度，但它不能称作陀螺，因为其测量的参照系是机床或基座这一具体的部

件。

下面介绍几种常见陀螺的基本原理，包括机械陀螺、光学陀螺和微机械陀螺。机械

陀螺主要包括转子陀螺和振动陀螺，光学陀螺包括光纤陀螺和激光陀螺。

3.3.1 转子陀螺

凡是能绕定点高速旋转的质量体，都可以称为转子陀螺。转子陀螺具有两个基本特

性，即定轴性和进动性。定轴性是指在没有外力矩作用的情况下，装载陀螺仪的载体不

管如何运动，陀螺的自转轴可相对惯性空间保持方向不变，这就在惯性空间中建立了一
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个基准方向6。有了这一基准，即可通过测量载体相对于基准方向的转动来测量载体相

对于惯性空间的角运动。陀螺的进动性在此不详述，按照自转轴能够进动的自由度可分

为单自由度陀螺和双自由度陀螺。下面通过举例来解释利用转子陀螺测量角度变化或

角速度的基本原理。

图3.5展示了单轴和双轴转子陀螺的示意图。单轴转子陀螺在高速旋转后，其自转
轴在惯性空间中保持稳定。如图3.5（a）所示，即使基座随载体绕框架轴旋转，转轴也
不会随之移动。通过角度传感器测量框架相对于基座的角度变化，可以得到基座沿着框

架轴转动的角度。因此，单轴转子陀螺设计只能感知一个方向的角速度或角度变化。为

了感知两个自由度，需要在单轴转子陀螺的基础上增加一个外框。假设转子自转轴垂直

于地面，高速旋转后自转轴会一直保持这一方向。如果基座绕内框轴转动，外框也会随

之摇摆，内框与外框之间存在相对转动，安装在内框转轴上的角度传感器可以读取该角

度变化。而如果基座绕外框轴转动，此时安装在外框轴上的角度传感器可以读取沿该自

由度转动的角度，从而实现两个自由度上的相对姿态测量。

基座

框架

内角度传感器

自转轴

框架轴

转子

基座

内框轴

角度传感器
外角度传感器

内框架

转子

自转轴

外框架

外框轴

(a)单自由度陀螺 (b)双自由度陀螺

基座

框架

内角度传感器

自转轴

框架轴

转子

基座

内框轴

角度传感器
外角度传感器

内框架

转子

自转轴

外框架

外框轴

(a)单自由度陀螺 (b)双自由度陀螺

图 3.5 转子陀螺的测角原理示意图

然而，在三维空间中，姿态存在 3 个自由度。当整个基座绕着转子的自转轴方向旋
转时，该装置是无法感知到的。换言之，当基座沿着与陀螺转子自转轴相同的方向旋转

时，转子陀螺是无法感知的。要感知第三个自由度的姿态角，需要增加另一个转子，并

且其转轴方向不能与前一个转子的转轴方向平行，最好是正交放置，例如在图中增加一

个水平放置的转子陀螺。一个转子陀螺最多能感知两个方向，而两个转子可以感知 4个
方向，则其中一个方向会存在冗余。需要注意的是，除了转子陀螺可以感知两个旋转轴

以外，其他类型的陀螺大多是单轴感知的，要实现 3 个自由度的感知至少需要 3 个陀
螺。除了转子陀螺，机械陀螺还包括振动陀螺和已经较少使用的动力调谐陀螺等类型。

6基准是测量的基础。以一个类似的例子来说明，一个静止悬挂的单摆的摆线指示了铅垂方向，可用作
当地水平面的测量基准。要检测一个平面是否与当地水平面平行，只需测量该平面与摆线的夹角，判断
是否为 90◦。垂线只是在地球表面有效的一个方向基准。转子陀螺的空间定轴性在惯性空间中建立了一
个方向基准，这样只要测量装载了转子陀螺的载体相对转子转轴的角度或角速度即可得到载体相对于惯
性空间的转动情况，实现在宇宙中普适有效的导航定位。
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3.3.2 振动陀螺

振动陀螺（vibratory gyroscope），也称为哥氏振动陀螺仪（Coriolis vibration gyro-
scope，CVG），其起源可以追溯到 19 世纪中期。傅科发现，单摆振动时，其振动平面
保持不变，不受支撑转动的影响。这一原理后来被用于测定角速度。振动陀螺的核心部

分是受迫作简谐振动的元件，即振子，如图3.6所示。振动元件处于激振状态，例如在 x
轴方向产生振荡线速度。当陀螺壳体绕与振动平面垂直的方向旋转时，振动元件受到哥

氏力作用，在振动的正交方向（y 轴）上产生交变的哥氏加速度，其大小与旋转速率成
正比。哥氏加速度改变了振动元件的运动，如果能够检测出这种变化，就可以得出输入

转动角速度的数值。因此，振动元件、激振机构和检测哥氏加速度的装置构成了振动陀

螺的敏感元件。

 

图 3.6 振动陀螺示意图

振动陀螺按振动元件结构型式可分为：振梁式、音叉式、振动薄壳式和振动板式。

在实际应用中，振动元件的运动被约束在受迫振动的方向上，只有绕输出轴的壳体转

动才会导致输出轴上产生振摆运动。大多数振动陀螺的精度较低，成本也相对较低，例

如 MEMS 陀螺几乎都是振动陀螺。一个例外是半球谐振陀螺（hemispherical resonator
gyroscope, HRG），可以达到航空导航的精度级别[2]。

3.3.3 光学陀螺

光学陀螺在陀螺仪家族中可谓独树一帜，为惯性传感器的技术发展带来了一次颠

覆式的革命。光学陀螺基于光学上的萨格纳克效应（Sagnac effect）感知载体相对于惯
性空间的转动，该物理效应早在 20 世纪初（1913 年）的光学研究中就已被发现。然而，
受限于光源和光路等工艺问题，光学陀螺直到 20 世纪 70 年代才得以问世。

通过一个例子来解释萨格纳克效应，进而理解光学陀螺的基本工作原理。考虑一个

理想的环形干涉仪，如图3.7所示，光束被引导在环路中传播，经过分束器分成两束沿
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相反方向传播的光（图中红色和蓝色只区分光的方向，不表示频率）。当环形干涉仪相

对惯性空间无旋转时，两束光的传播路径长度相等，将同时到达接收器，如图3.7（b）
所示。然而，如果光传播的平面光路绕垂直于平面的轴相对于惯性空间旋转，角速度为

ω，图3.7（c）中红色光束和蓝色光束到达接收器的光程不再相等，红色光束的光程变
短，而蓝色光束的光程变长。当然，如果转动角速度的方向相反，则情况相反。因此，

沿光束传播的相同方向转动闭合光路，导致光程增加；沿光束传播的相反方向转动闭合

光路，导致光程减小。这就是光学中的萨格纳克效应。通过测量这组反向传播的光束的

光程差，可以测量闭合光路相对于惯性空间的转动角速度。可以证明，两条光束的光程

差与环路的转动角速度成正比：

∆L =
4Aω

c (3.3)

式中，∆L 为光程差，A 是光纤回路围成的面积，ω 为与光纤回路平面垂直方向上的转
动角速率，c 为光速。

 

图 3.7 萨格纳克效应（Sagnac effect）示意图

此处不要从宏观物体的角度去理解萨格纳克效应，否则容易产生误解。例如，如果

将环路理解为环形轨道，将光束理解为有质量的弹珠。弹珠相对轨道同时同速向两个相

反方向发射，但由于弹珠发射时整个环路在旋转，导致其中一个弹珠的绝对速度更大，

另一个的绝对速度更小，轨道持续以一个固定的角速度旋转，两颗弹珠仍然会同时到达

终点。此时没有萨格纳克效应。然而，狭义相对论指出光相对于惯性空间的传播速度 c
是恒定不变的常数，尽管正反传播的两束光是从旋转的光源中发射，但它们相对惯性空

间的运动速度仍为 c，不会因为光源存在初始速度而发生改变。
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根据上述原理，可以设计光学陀螺，包括光纤陀螺和激光陀螺等，如图3.8所示。它
们的工作原理都基于干涉仪产生的光程差，差异则主要体现在光路类型、光束的产生方

式以及如何测量光程差等方面。

图 3.8 激光陀螺[20]

3.3.4 MEMS 陀螺

20 世纪 80 年代末至 90 年代初，由于 GPS 的发展和惯导民用市场的开拓，市场
对低精度、低成本、高可靠性的陀螺仪需求日益增长，由此催生了结构简化的振动陀

螺[7]。与此同时，微电子加工技术的成熟为大规模开发微机电集成仪表奠定了基础。利
用微机械结构和集成电路工艺实现一体化微机电系统制造的技术，通常称为微机电系

统（micro-electro-mechanical system, MEMS）技术。MEMS 不是传统机械的简单和直
接微型化，它远远超出了传统机械的范畴和概念。MEMS 传感器的出现，使得传感器
技术出现了一次新的飞跃，其在仪器仪表产业中的重要性，可与 20 世纪五六十年代集
成电路的问世及其对电子产业的革命性影响相媲美。

MEMS 陀螺仪是利用 MEMS 技术制作的陀螺仪，如图3.9所示[21, 22]。它的制作
是通过采用半导体生产中成熟的沉积、蚀刻和掺杂等工艺，将陀螺的机械结构和电子线

路集成在微小的硅片上来完成的，最终形成了一种集成电路芯片大小的微型陀螺仪，尺

寸可在毫米到微米量级范围内变化，被誉为指尖上的陀螺仪。

MEMS 陀螺仪主要是振动陀螺，通过检测振子的哥氏加速度来测量载体的角速度。
与机械转子式陀螺仪或光学陀螺仪相比，MEMS 陀螺仪的主要特征有：体积小、功耗
低；成本低廉，适合大批量生产；动态范围大，可靠性高，可用于恶劣运动环境；启动时

间短，适合快速响应场景；精度偏低，适合短时应用或与其他导航定位系统组合应用。

3.4 惯性测量单元

如3.3.1节所述，一般情况下，单个陀螺和加速度计仅能感知一个特定方向上的角速
度和比力。因此，在三维导航系统中，需要将三轴陀螺和三轴加速度计集成在一起7，才

能形成一个完整的感知单元，称为惯性测量单元（Inertial Measurement Unit，IMU）。
7IMU 通常将 3 个加速度计和 3 个陀螺分别安装在 3 个相互正交的轴向上。
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图 3.9 经典的 MEMS 陀螺（Analog Devices Inc.，ADI）

严格来说，只有三轴陀螺和三轴加速度计组合而成的装置，若不包含其他辅助元件，还

不能称为 IMU，而应称为惯性传感器组（Inertial Sensor Assembly，ISA）。
IMU与 ISA的主要区别在于，IMU还需要对 ISA的输出进行量纲转换，对已知的

误差项进行补偿，以确保数据的精度，并按照特定接口协议输出。首先，IMU处理器需
要对惯性传感器的直接输出，例如电压差、电流或者脉冲信号，转换为比力和角速率。

其次，惯性传感器的常值误差通常在实验室进行标定，并将标定结果存放在 IMU 内部
的存储器中。实际工作时，IMU 处理器会根据这些标定结果对传感器的原始输出进行
实时的误差补偿。

在实际应用中，通常只使用 IMU 这一术语，而 ISA 则较少提及，一般只在惯性传
感器生产商内部才做如此区分。IMU 配上惯性导航算法，以及一些外围支持，如供电、
外壳、通信接口等，便构成了完整的惯性导航系统（INS），该系统能够输出导航用户需
要的位置、速度、姿态角等导航参数。因此，在文档的编写和审阅过程中，应当严格区

分 IMU 与 INS 这两个概念，避免将二者混淆使用，见表3.1。
INS 的导航计算要求 IMU 以离散化数字格式提供原始测量信号，这会不可避免地

造成信息损失。实际的 IMU，尤其是高精度的 IMU，往往并不直接输出载体相对惯性
空间的比力和角速度测量值，而是在采样间隔内对比力和角速度进行积分，以“增量”

表 3.1 ISA、IMU 和 INS 的区别

Inertial Sensor Assembly
（ISA)

• 三轴陀螺 + 三轴加速度计
• 输出原始传感器数据

Inertial Measurement Unit
(IMU)

• ISA+ 误差标定补偿（零偏和比例因子误差等）
和数据转换

• 输出误差补偿后的传感器数据
Inertial Navigation System

(INS)
• IMU+ 惯性导航算法（惯导机械编排）
• 输出位置、速度、姿态角等导航信息
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形式输出原始观测：

∆θk =

∫ tk

tk−1

ωb
ib(t)dt, ∆vk =

∫ tk

tk−1

fb(t)dt (3.4)

式中，tk−1 和 tk 分别是采样时刻，下标 k 表示 tk 时刻；ωib 为载体相对于惯性系（i
系）的转动角速度向量，f 为比力向量，右上标 b 表示载体坐标系。∆θ 和 ∆v 就是常
说的 IMU 增量输出，其中 ∆θ 为角增量，∆v 为速度增量。然而，此处容易引起误解，
其中 ∆v 并不是导航关心的速度变化量，而只是比力的积分，两者并不是一回事。关于
这一点，将在第6章6.2.4.1小节进一步讨论。
中高精度 IMU 采用增量格式输出原始数据，有其技术合理性，也有其历史原因。

在惯性导航技术发展的黄金时期（20 世纪 50-70 年代），计算机技术相对落后。当时，
适用于飞机和导弹上的移动式计算机在数字采样和计算能力方面均受到极大限制，无

法支撑高频率的数字化采样和复杂的惯性导航解算。在计算能力有限的情况下，必须将

数据率降至较低水平。然而，低频的角速度和比力测量值在惯导解算过程中将导致明显

的信息损失。由于 INS解算是一个积分过程，以姿态求解为例，理论上需要计算出角速
率曲线下方的面积，如果仅已知离散点的角速度，在数值积分运算时，只能计算出对应

的梯形面积，由此带来的精度损失为曲线所围面积与梯形面积之差，如图3.10所示。如
果每次采样都损失一部分，那么长时间的离散化和数字化的积分过程造成的精度损失

将接近甚至大于陀螺和加速度计器件本身误差的影响，这显然是不合理的。

 

图 3.10 离散的角增量采样示意图（以陀螺为例）

上述问题的有效解决方案即采用增量输出：高精度 IMU 在采样的前端直接完成积
分过程，通过模拟电路的专门设计直接把曲线下面的面积得出来，对其进行数字采样，

直接输出角增量8。采用增量输出，积分面积不再因为离散化采样而有损失，从某种角

度来看可以不需要遵循采样定理了，因此对采样率的要求可显著降低。

8闭环光学陀螺输出的脉冲序列的频率反映其角速度，因此陀螺输出的采样区间内的脉冲计数值正好
就反映了角度增量。
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注意，增量输出虽然有效解决了采样区间内 IMU 信号幅度变化对惯导解算精度的
影响，但却未考虑三轴角速度向量和三轴比力向量在采样区间内的方向变化的影响。该

损失需要在惯导解算中通过一定的运动模型假设进行补偿，于是就形成了惯导算法中

姿态更新的圆锥误差补偿项和速度更新中的划桨效应补偿项等，详见第6章6.2、6.3节。

3.5 惯性导航系统

在前文的惯性传感器探讨中，已经初步理解了构建惯性导航系统所需的基本测量

值。为深入探讨，假设已获得了 IMU 测量数据，并重点探讨如何对这些测量值进行处
理以达成导航目标。考虑到三维空间中的惯性导航和数据处理的复杂性和抽象性，首先

从一维和二维场景出发，通过具体的示例揭示惯性导航的基本原理和解算方法，使读者

能够直观地理解，而不必立即深入到涉及三维导航的复杂数学计算中。最后，将通过实

例来阐述载体在地球表面几种典型运动情况下惯性测量单元的理论输出。这将为后续学

习惯性导航算法奠定基础，因为三维空间中的复杂运动实际上是上述简单运动的组合，

需要深入理解如何从陀螺仪和加速度计的测量值中提取导航真正关心的角速度和运动

加速度，以实现地球附近的导航定位。

3.5.1 惯性坐标系下的一维惯性导航

首先，考虑一个简单的一维导航示例，如图3.11所示。假设需要对惯性空间（不受
引力场作用的影响）中直线轨道上的火车进行实时导航定位，即确定其在轨道上的一维

位置坐标 p (t)。为此，在火车上安装了一只加速度计来测量火车的前向运动加速度 a。
在已知火车的初始速度 v0 和初始位置 p0 的情况下，通过对加速度计测量值进行时间

积分，可以实时确定火车的速度 v (t)：

v(t) = v0 +

∫ t

0

a (τ)dτ (3.5)

 

图 3.11 惯性坐标系下一维 INS 导航示意图

通过对瞬时加速度进行二次积分，可以实时得到火车相对于已知起始点的位置：

p(t) = p0 +

∫ t

0

v (τ)dτ (3.6)
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上述案例使用一个加速度计和能够进行积分运算的计算机，即构建出了简单的一

维导航系统。细心的读者可能已经注意到，面向这样的一维导航场景中，用一个速度

计（里程计）或测速雷达测量轨道车相对于轨道的运动速度来设计导航系统似乎更简

单，只需要一次积分即可获得位置。确实如此！但是需要注意的是，速度计需要指定特

定的参照物，例如安装在车轮上的旋转里程计是以轨道为参照物，测速雷达是以周边地

物环境为参照物，如此设计的导航系统也只能局限于在指定的外部参照物存在且能可

靠感知的情况下才能使用，而换一个场景或参照物，则无法导航定位。而加速度计是自

主测量相对于惯性坐标系的加速度，不需要任何外部参照，这样设计的系统在任何场景

下都能使用，不受特定外部参考物的局限。

3.5.2 惯性坐标系下的二维平面惯性导航

二维平面导航的目标是确定载体相对于参考坐标系在平面内的位置和速度。以火

车沿直线铁轨运动为例，现在关注的不仅是火车距离起始点的距离，还包括火车在参考

坐标系 OEN 下的坐标，如图3.12所示。这种情况下，只要获取火车沿铁轨方向的瞬时
加速度及轨道相对于坐标系的固定方位角，就能确定火车的瞬时位置坐标 (pE, pN)。具

体的计算流程如下：首先，将测得的加速度分解为东向分量 aE 和北向分量 aN，然后对

这些分解后的加速度信号进行积分，以获得火车在坐标轴上的速度和位置变化。

 

图 3.12 惯性坐标系下二维平面的直线轨道导航示意图

pE (t) = pE,0 + vE,0t +
∫ t

0

∫ τ

0

aE (u) dudτ

pN (t) = pN,0 + vN,0t +
∫ t

0

∫ τ

0

aN (u) dudτ
(3.7)

式中，pE (t) 和 pN (t) 分别表示 t 时刻轨道车位置的东向和北向坐标，pE,0 和 pN,0 为初

始位置坐标，vE,0 和 vN,0 为东向和北向初始速度。
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接下来，考虑更为一般的情况：轨道有拐弯，即轨道车的方位角实时发生变化。适

用于这一场景的 INS 通常需要在载体上安装两个加速度计以感知两个方向上的加速度，
具体实现有两种经典方式。第一种方式：通过系统设计使得载体上安装的加速度计，不

论载体如何改变航向，始终指向图中参考坐标系的东向和北向，如图3.13所示。此时，
导航解算过程只需对这两个方向上的运动加速度进行积分，便可获得东向和北向的速

度及位移变化。

 

图 3.13 惯性坐标系下二维平台式 INS 示意图

上述导航解算很简单，但是系统实现中还涉及一个实际问题：如何让两只加速度计

能够始终指向东向和北向，而不受载体航向变化的影响？一种可行的方案是将加速度计

安装在与载体转动隔离的稳定平台上。该稳定平台使用陀螺仪测量载体的角度变化，并

将其反馈至闭环控制系统，以确保无论载体如何运动，稳定平台始终保持在所要求的方

向上。这种将加速度计安装在陀螺控制的空间稳定平台上的惯性导航系统被称为平台

式惯性导航系统（gimballed INS）。
然而，实现和维护上述高精度的空间稳定平台的成本和技术复杂性都很高。因此，

还有另一种方法可以实现这种二维平面导航系统，即将两个加速度计和一个陀螺直接固

定在载体上。在这种配置下，加速度计不再固定地指示东向和北向，而是随载体转弯而

发生变化，如图3.14所示。由于陀螺能够通过角速度积分运算持续测量载体的方位角变
化，结合这些方位角数据，可以计算出载体的瞬时方位角。然后，将加速度向量做投影变

换，可以计算出载体在东向和北向上的加速度，从而做二次积分得到位置的变化量。这

种将惯性传感器与载体固连安装的导航系统称为捷联式惯性导航系统（strapdown INS
或 platform INS）。

pE (t) = pE,0 + vE,0t +
∫∫

(ax sinψ − ay cosψ)dtdt

pN (t) = pN,0 + vN,0t +
∫∫

(ax cosψ + ay sinψ)dtdt
(3.8)
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式中，ax、ay 分别为 x、y 轴加速度计测量值，ψ 为瞬时方位角（又称航向角）。上式可
以写成如下的矩阵形式：[

pE (t)
pN (t)

]
=

[
pE,0

pN,0

]
+

[
vE,0t
vN,0t

]
+

∫∫ [sinψ − cosψ
cosψ sinψ

]
︸ ︷︷ ︸

坐标变换矩阵

[
ax

ay

]
dtdt (3.9)

式中的坐标变换矩阵又称姿态矩阵，可将加速度向量坐标从载体坐标系变换至选定的

参考坐标系（OEN）下。面向三维空间导航的姿态矩阵将在第6章6.2.2小节详细阐述。

 

图 3.14 惯性坐标系下二维捷联式 INS 示意图

3.5.3 地球表面运动状态下的 IMU 输出

接下来，对前面的案例进行拓展，以帮助读者理解近地面三维空间的惯性导航系统

的基本工作原理：参考坐标系需要从不受引力场影响、没有加速度、没有转动的惯性坐

标系调整为旋转坐标系（如 e 系或 n 系），空间维度从一维或二维拓展到三维。近地面
三维空间 INS 的基本原理难以形象直观地阐释，可以通过其解算流程来理解。图3.15是
以 n 系为参考系时捷联惯导的解算过程，可以看出相比前面介绍的一维和二维 INS 案
例，其复杂度显著增加，主要来源于以下几个方面：

• 地球自转的影响：一方面，地球自转使得陀螺观测值中包含地心地固坐标系相对
惯性坐标系的转动角速度 ωie，即地球自转角速度向量。另一方面，使得加速度

计受到虚拟离心力的影响，额外“感知”9对应的向心加速度为 −ωie×(ωie × reb)；

同时，当载体相对地面运动时，加速度计还将“感知”到哥氏加速度 −2ωie× veb

。其中 reb 是载体的位置向量，由地心指向载体位置；veb 是载体相对于地球的

速度。

9此处“感知”带引号，表示实际上加速度计无法感知到这些虚拟的力，需要从加速度计比力测量值中
补偿这些虚拟力对应的加速度才能得到导航所需要的“载体相对于导航参考坐标系的运动加速度”。
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• 地球引力的影响：地球附近的导航，载体受到地球引力场的影响，由于加速度计
无法感知引力的作用，因此必须补偿引力加速度 g。

• 地表曲率的影响：地球是椭球形，地表不是平面。当载体沿着地面向北或向东运
动时，在惯性坐标系下观察，该载体实际在做圆周运动；当选择 n 系为参考系
时，此时陀螺观测值中还会引入位移角速度 ωen ；此外，加速度计将“感知”到

对应于这一角速度的对地向心加速度 −ωen × veb。

 

图 3.15 导航系（n 系）下的捷联惯性导航解算流程

上述角速度和加速度的补偿项，称作“有害角速度”和“有害加速度”，可通过力

学分析将它们严格推导出来。接下来直观解释这些项的物理含义。虽然很难用简单的示

意图形象地描述三维惯性导航的计算过程，但可以通过分析三维空间中与运载体固联

的 IMU 的理论输出，从而理解哪些测量值是导航所需的，以及哪些量需要补偿。在这
个分析过程中，也是从一些特定的简单三维运动来分析，然后再到更一般的三维线运动

和角运动。这些分析非常重要，将有助于读者理解 IMU 误差标定和惯性导航算法。因
为 IMU 的误差标定需要用 IMU 的实际输出减去理论值，因此 IMU 的理论输出就变得
非常重要。同样的，对于惯性导航来说，当选择不同的坐标系作为参考时，加速度计和

陀螺测量的并不直接是导航所关心的运动加速度和角速度，我们需要知道如何从 IMU
的测量值中提取这些信息。为此，需要理解和掌握 IMU 的理论输出。

3.5.3.1 陀螺观测

（1）静止 IMU 的陀螺输出
如图3.16所示，尽管静置于地面的 IMU相对于地球或地面没有线运动和角运动，但

它会随着地球自转10而相对惯性空间发生转动。因此，其陀螺感知的角速度并不为零，

而是地球自转的角速度 ωie，该向量由地心指向北极。可以用角速度向量的分解来解释，

10此处忽略了地球公转和太阳系的旋转，因为这些角速度对地球附近的惯性导航来说，其影响一般可
忽略不计。
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陀螺感知的角速度向量可分解为

ωib = ωie + ωeb

式中，ωib 为载体（b 系）相对于惯性坐标系的转动角速度向量，是陀螺感知的理论角
速度；ωeb 为载体（b 系）相对于地球（e 系）的转动角速度向量。

 

图 3.16 静止在地面的 IMU 陀螺输出示意图

当 IMU 静止放置在地面时，相对于地球没有角运动，ωeb = 0 ，此时有

ωib = ωie

在地球附近，无论 IMU 是否在运动，陀螺都会感知到地球自转的角速度向量。关
于这一点，初学者往往容易产生误解，忘记了地球自转角速度的存在。如果 IMU 轴线
（b 系）与当地水平坐标系（n 系，即北-东-地）对齐，则此时陀螺测量的角速度向量为

ωb
ib = ωn

ib = ωn
ie =


ωe cosφ

0

−ωe sinφ

 (3.10)

式中，ωe 为地球自转角速度大小，数值为 7.292115147 ×10−5 rad/s；φ为当地纬度。如
图3.16所示，假设 b系与 n系对齐，当 IMU静置于赤道时，根据式 (3.10)易知陀螺的理
论输出为 [ωe 0 0]⊤。同理，当 IMU 静止在北极点，陀螺的理论输出为 [0 0 −ωe]

⊤。
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（2）载体发生位移时的陀螺输出
如果搭载 IMU 的载体不再静止，而是相对地面有位移，且假设每时每刻 b 系都与

当地的 n 系保持对齐。由于地球表面是曲面，载体无论是向东运动产生东向位移还是
向北运动产生北向位移，实际上都是在做某种圆周运动，都会产生转动角速度，被称为

位移角速度（transport rate），见第2章2.2.3小节。
如图3.17所示，如果载体沿地面向北移动，从地心地固坐标系（e 系）观察，载体

实际上沿着所在子午圈在做圆周转动，对应的角速度向量（ωφ）的方向为垂直于所在

子午圈向西，大小为纬度对时间的导数，即

|ωφ| = φ̇ (3.11)

 

图 3.17 位移角速度的分解示意图

根据图3.18，易得

φ̇ = lim
∆t→0

∆φ

∆t = lim
∆t→0

∆s
(RM + h)∆t

=
1

RM + h lim
∆t→0

∆s
∆t

=
1

RM + h
ds
dt

=
vN

RM + h

(3.12)

式中，vN 为载体速度的北向分量，RM 为载体所在位置的子午圈曲率半径，h为椭球高。
ωφ 在 n 系下的投影坐标为

ωn
φ =


0

−φ̇
0

 =


0
−vN

RM + h
0

 (3.13)
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图 3.18 载体沿北向移动对应的位移角速度

同理，如果载体沿着地面向东移动，从地球坐标系下观测载体实际是沿着纬圈在做

圆周转动，对应的角速度向量（用符号 ωλ）的方向与地球自转轴方向一致，与纬圈垂

直，大小等于经度对时间的导数，即 λ̇。根据图3.19，易得

λ̇ = lim
∆t→0

∆λ

∆t = lim
∆t→0

∆s
(RN + h) cosφ∆t

=
1

(RN + h) cosφ lim
∆t→0

∆s
∆t

=
1

(RN + h) cosφ
ds
dt

=
vE

(RN + h) cosφ

(3.14)

式中，vE 为载体速度的东向分量，RN 为载体所在位置的卯酉圈半径，φ 为纬度，h 为
椭球高。

 

图 3.19 载体沿东向移动对应的位移角速度
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类比地球自转角速度向量在 n 系的投影，易得 ωλ 在 n 系下的投影坐标为

ωn
λ =


λ̇ cosφ

0

−λ̇ sinφ

 =


vE

RN + h
0

−vE tanφ
RN + h

 (3.15)

此外，载体垂向移动不会造成载体相对地球的转动，因而不会引入相应的角速度。

载体在地球表面的位移都可以分解为北向、东向和垂向移动，前面两者会带来额外的 n
系相对于 e 系的角速度。那么陀螺感知到的 b 系相对于惯性系的角速度向量也应包含
两个角速度向量的合成，因此由于载体相对地球有位移而产生的角速度用符号 ωen 来

表示，即位移角速度。

ωen = ωφ + ωλ (3.16)

将式(3.13)和式(3.15)代入式(3.16)，可得 n 系下的位移角速度

ωn
en =

[
vE

RN + h
−vN

RM + h −vE tanφ
RN + h

]⊤
(3.17)

位移角速度，也可以理解为当地水平坐标系（n 系）三个坐标轴的指向在近地面不
同的位置上是不一样的，载体在近地面空间的位移造成了 n 系相对于 e 系的转动。

（3）自由运动状态下的陀螺输出
载体的实际运动比上述特殊动作要复杂得多，陀螺感知的角运动不仅有地球自转

角速度向量 ωie 和位移角速度 ωen（以 n 系为参考系时），同时载体还可以做姿态机动，
即 b 系相对于当地水平坐标系（n 系）有角运动，对应的角速度记为 ωnb，例如飞机改

变航向、俯仰角和横滚角等。因此，近地面自由运动状态下陀螺感知的角速度向量包含

以下部分：

ωib = ωie + ωen + ωnb (3.18)

式中，角速度向量 ωie 和 ωen 在已知载体位置和速度的情况下，可以计算其在 n 系下
的投影坐标；ωnb 是载体相对 n 系的角运动对应的角速度向量，当 INS 选择 n 系为参
考坐标系时，ωnb 是惯导姿态解算所需要的角速度向量。可以看出，当惯性导航解算选

择的参考系为旋转坐标系而不是惯性坐标系时，陀螺无法直接测量载体相对于旋转坐

标系的转动角速度，姿态解算时需要补偿旋转坐标系带来的“有害角速度”（见图3.15），
例如地球自转角速度向量 ωie 和位移角速度 ωen。

ωnb = ωib − ωie − ωen (3.19)

具体的补偿方法和惯导姿态计算将在第6章的姿态更新算法中详细介绍。
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3.5.3.2 加速度计观测

（1）静置在地面的 IMU
静止放置在地面上的 IMU 相对地球的运动速度和加速度为零，但是相对于惯性空

间的绝对运动加速度并不为零，因为 IMU 随着地球绕其自转轴旋转，受到地球自转产
生的离心力的影响，对应的向心加速度11为 aib = ωie × (ωie × reb) ，如图3.20所示。根
据惯导加速度计测量方程有：

f = aib − g = ωie × (ωie × reb)− g

 

图 3.20 万有引力加速度和重力加速度示意图

回顾大地测量学基础的地球重力加速度的定义[6]，可知上式中的等号右边是地球重
力加速度12gp的反号，即 −gp。因此，此时三轴加速度计输出组成的比力向量为 f = −gp。

假设 b 系与 n 系对齐，则三轴加速度计输出的向量为：

fb = fn = −gn
p =


0

0

−g


式中，标量 g 为当地重力加速度值。即 IMU 静止在地面上时，z 轴加速度计敏感轴朝
下，比力输出分量为 −g。

11可以类比圆盘实验，假设圆盘按恒定角速率 ω 旋转，距离转轴中心距离为 r 的点，其速度和向心加
速度分别为 v = ωr，a = ωv = ω2r，这是一维运动的公式，而对于三维空间中的运动，加速度则对应于
向量的叉乘运算。

12注意区分重力加速度和万有引力加速度。
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（2）做自由落体运动的 IMU
做自由落体运动的 IMU 相对于惯性空间的加速度向量由以下两个分量合成：一是

随地球自转产生的向心加速度，二是相对于地球的重力加速度。因此，根据加速度计测

量方程，此时的比力向量为

fib = aib − g

= [ωie × (ωie × reb) + gp]− g

= 0

（3）一般情况
前面讨论的是两种特殊情况下的加速度计输出，实际的载体运动更加复杂。载体相

对于地球可以任意地加减速，也即相对于地球的运动加速度，其大小和方向都可能随意

变化，这部分是导航所关心的加速度分量。此外，由于地心地固坐标系（e 系）相对于
惯性空间旋转，如果载体相对于地球有线运动，即速度不为零，将产生额外的哥氏加速

度 −2ωie × veb。如果选择 n 系为参考，则由于位移角速度 ωen 的存在，还将引入对地

向心加速度 ωen × veb，详见第6章6.3.2.3小节。
惯性导航所需要的加速度是载体相对于地球的运动加速度，为了得到这一加速度，

需要从加速度计的比力测量值中补偿重力加速度和哥氏加速度，因此哥氏加速度和重

力加速度被称作“有害加速度”。以 n 系下的惯性导航解算为例，导航所需的运动加速
度 aeb 计算方程如下：

aeb = fib + gp − 2ωie × veb − ωen × veb (3.20)

哥氏加速度的计算将在第6章的惯导速度算法部分详细介绍。

3.5.4 惯性导航系统的类型

在第3章3.5.2小节解释二维平面上的 INS 工作原理时已经涉及了平台式惯导和捷联
式惯导的概念，主要是为了解决载体姿态变化的问题而形成了这两种不同的系统结构

和工作模式，如图3.21所示。平台式惯导通过一套框架机构（gimbal assembly）形成一
个空间指向稳定的机械平台，并将惯性传感器安装在上面，其中的三轴陀螺作为传感器

与框架机构一同保持该平台的轴向始终与选定的参考坐标系对齐，三轴加速度计在该

平台坐标系上测量载体运动的加速度参数，经过简单积分后获得载体速度和位置。捷联

式惯性导航系统，又简称捷联惯导，则直接将惯性传感器固定安装在载体上，利用计算

机建立一个虚拟平台（也称数学平台或计算平台），通过坐标变换的方式将惯性传感器

测量信号从载体坐标系转换到虚拟平台坐标系，并向外部输出参考坐标系下的载体运

动参数，从而实现惯性导航功能。

平台式惯导和捷联式惯导的导航功能和基本工作原理完全相同，其解算过程及误

差特性也基本一致。主要区别在于载体运动参数由载体坐标系到参考坐标系的转换方

式，平台式惯导由框架机构的硬件来物理实现，而捷联式惯导则由计算机的软件来虚拟
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图 3.21 平台式惯导与捷联式惯导系统示意图（根据参考文献[23]重绘）

实现。今天平台式惯导已经不常见，一般只在追求极致导航精度的应用场景中使用。但

是类似的空间稳定平台在生活中则并不罕见，例如无人机上用于拍照所用的云台就是

一个空间稳定平台。不管无人机如何摆动，相机能够一直稳定地指向固定的方向进行拍

照，只不过这种云台没有达到平台式惯导框架机构的精度罢了。

捷联式惯导由于没有平台式惯导那种复杂、精密的框架机构和配套的机电控制系

统，因而相比平台式惯导有下列优点（详见表3.2）：系统的体积、重量、功耗和成本显
著降低；便于安装、维护和更换。但是由于捷联系统直接安装在载体上，其惯性传感器

需要直接承受载体的角运动和加速度，因此其量程、带宽和比例因子、线性度等动态指

标要求均比平台式惯导要高。基于以上优势，捷联惯导已被广泛应用于除超高精度领域

以外的绝大多数导航定位领域[24, p.31]。

表 3.2 平台式惯导与捷联式惯导主要特点对比

平台式 捷联式

体积 相对较大 小

重量 重 轻

成本 高 低

精度性能 可达极限精度 一般最高到导航级

自标定能力 有 无

环境适应性 对冲击和振动敏感 抗冲击和振动
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3.5.5 惯性导航系统的特点和精度等级

惯性导航系统完全依靠自身的运动感知能力，在给定初始状态的情况下，只利用自

身惯性传感器的原始观测即可自主地推算载体的位置、速度和姿态等参数，完成导航任

务。惯性导航具备以下独特优点：

• 完全自主：惯导无需向外发射或接收信号，隐蔽性好，不受外界环境的影响。作
为对比，GNSS 必须接收卫星信号才能实现定位，容易被外界干扰，定位具有脆
弱性。

• 可靠性高：设备故障率低，能够长时间连续工作。
• 导航信息丰富：能够提供位置、速度、姿态、角速度、加速度等多种导航参数。
• 动态性能好：采样率高（典型可到 200Hz 及以上），频带宽，动态跟踪和响应能
力强。

然而，惯性导航解算是一个时间积分过程，INS 作为三维航位推算系统，与所有的
DR 系统一样，具有以下与生俱来的缺点：

• 导航精度随时间和距离发散，这是 INS 的主要缺点。
• 必须由外界提供初始位置和速度等初始化信息，否则无法启动。

惯性导航系统通常按照惯性传感器误差参数和 INS 自主推算的位置漂移误差来划
分其精度等级，见表3.3。由于陀螺零偏是影响 INS 长时间定位精度的最主要传感器误
差，所以按照陀螺的精度等级，一般将 INS 分为如下四个等级：战略级、导航级、战术
级和消费级。这些等级名称都带有很明显的军事背景，其应用范围也是与武器和军事装

备紧密相关的，这是因为惯性导航技术最早是为军事应用而研发的。

表 3.3 惯导精度等级分类

参数
指标

精度等级类别

战略级

strategic-grade
导航级

navigation-grade
战术级

tactical-grade
消费级

consumer-grade
定位

误差
∼30 m/h

0.5∼2 nmi/h
(40 万 ∼80 万元)

10∼20 nmi/h
(5 万 ∼20 万元)

–
(约 10 元)

陀螺

零偏
0.0001◦/h

0.015◦/h
(约为地球自转角
速度的 1/1000)

0.1∼10◦/h –

加速度

计零偏
1 mGal 50∼100 mGal 100∼1000 mGal –

应用

领域

洲际弹道导

弹、潜艇

航空、航海；

高精度测绘

短时应用（战

术武器）；常与

GNSS 组合使用

手机等消费

电子产品
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战略级（strategic-grade）惯导，主要用于潜艇、洲际弹道导弹等战略武器的导航与
制导。其典型的导航精度为：独立工作 1 小时，平面位置误差不大于 30m；或者工作
24 小时不超过 1.8km [2, p.119]；陀螺零偏小于 0.0001◦/h，加速度计零偏小于 1mGal。
该等级的 INS 设备体积庞大、价值连城，大多数读者都无缘接触。

导航级（navigation-grade）惯导，又称航空级惯导，一般要求独立工作 1 小时水
平定位误差不超过 1∼2 海里13。其陀螺零偏约为地球自转角速度大小的千分之一，即

0.015◦/h，加速度零偏为 50∼100mGal。该等级的惯导常用于民用航空、全球范围的军
用航空器以及高精度的测绘设备，如移动测图等。导航级 INS 是目前民用领域所能接
触到的最高等级惯导系统，其价格约为 40∼80 万元，但是随着我国惯导器件和系统制
造水平的快速提升，其成本和价格也在不断降低。

战术级 (tactical-grade) 惯导，一般仅能单独工作几分钟，主要用于导航时间较短
的战术武器。但是如果和其他定位系统组合，比如 GNSS，就可以实现长时间的高精度
导航定位。战术级 INS 的陀螺一般覆盖了从 0.1◦/h 至 10◦/h 的相当宽的精度范围。典
型的战术级 INS 价格为 5 万 ∼20 万元。

消费级（consumer-grade）惯导，是更低精度等级的可大规模量产的惯性导航系统，
一般是采用 MEMS 工艺制造的 IMU 模块或芯片。MEMS IMU 的精度、工艺等发展得
很快，目前没有统一的界定范围。这种批量生产的 IMU 大多未经标定，因此陀螺和加
速度计的常值误差往往非常大，需要在应用场景中现场标定或在线标定。今天典型的消

费级 MEMS IMU 芯片的价格仅在 10 元左右（约 1 美元）。
值得强调的是，表3.3的分类等级及其名称在业内尚未形成共识，即便按照陀螺零偏

误差进行划分，上述四个等级也没有完全覆盖现有陀螺的精度范围。对于 IMU 或 INS
来说，也并没有高精度、中等精度或低精度的统一界定。某个应用领域中所谓的中等精

度惯导，在另一个领域看来可能是高精度或低精度。

3.6 惯性导航技术简史

惯性导航技术涵盖了惯性器件、导航算法和系统设计等方面，其中惯性器件是基

础。简要回顾惯性器件的历史，有助于理解惯性导航系统的基本原理和工作机制，并加

深对当前技术挑战以及未来发展趋势的认识。惯性技术的历史主要是一部陀螺仪的发

展史，因为陀螺仪的指向功能及其精度对惯性导航起着决定性的作用。本节按陀螺的出

现，各种陀螺的原理创立、制造技术的出现和发展成熟的顺序来简要回顾惯性技术的发

展历史。

传统的惯性器件以经典力学为理论基础。1687 年，牛顿提出了三大力学定律及万
有引力定律，为惯性技术提供了理论支撑。18 世纪五六十年代，欧拉深入研究转子陀
螺的动力学和稳定性后，提出了陀螺运动的基本方程，从而确立了机械转子陀螺仪的力

学基础。1852 年，物理学家傅科通过经典的“傅科摆”实验首次揭示了陀螺效应，即
13海里（符号：n mile，简写为 nmi）是一种国际度量单位。1nmi ≈ 1852m。
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单摆的摆动平面在空间中保持恒定，不会因平台旋转而改变。基于这一发现，傅科设计

并构建了第一台试验陀螺仪，并将其命名为 Gyroscope（陀螺）14 。1908 年，安舒茨
（Anschutz）成功研制出世界上首台摆式陀螺罗经，它能为导航提供方向基准。1910 年，
舒勒设计了一种带有垂直安装系统的仪器，能够确立精确的垂直基准。他将其周期调整

为 84.4 分钟，这一创新被称为“舒勒调谐”。通过舒勒调谐，人们开发出了对载体加速
度不敏感的定向仪，特别适用于航海导航。20 世纪初，Sperry 发明了一种可靠的陀螺
仪，并将其应用于鱼雷技术。上述理论的提出和技术上的进步奠定了整个惯性技术发展

的基础。

从 20世纪 40年代现代火箭技术发展的初期开始，惯性技术的研究从惯性仪表扩展
到惯性导航系统的研制和应用。20 世纪上半叶，提出了惯性导航系统的基本概念，博伊
科 (Boykow) 发现，利用加速度计和陀螺仪可构建一个完整的惯性导航系统。但那时惯
性传感器的品质还不足以生产和演示这样一种系统。第二次世界大战期间，德国制造的

V-2 火箭采用了陀螺仪和加速度计组成的惯性制导系统，开创了惯性导航系统应用的
先河，但由于当时工程技术水平的制约，陀螺和加速度计的设计和制造相对粗糙，器件
误差大，制导精度很低。到 20世纪 50年代，美国麻省理工学院德雷伯实验室（Charles
Stark Draper laboratory）采用液浮支承，成功研制了单自由度液浮转子陀螺，有效降
低了支承引起的摩擦力矩，使陀螺精度达到了导航级惯导的要求，并获得成功应用。与

此同时，力反馈原理应用到加速度计的检测质量块上，从而产生了一种精确的加速度敏

感仪表。这一时期，由于冷战的压力，世界各国对惯性导航技术的研究异常活跃，争先

恐后地研制新型惯性敏感器并改进其精度。在 1949 年的出版物中首次提出了捷联惯性
导航的概念；在技术实现方面，为减少转子陀螺仪的转子支承的摩擦与干扰，挠性、液
浮、气浮、磁悬浮和静电等支承悬浮技术被逐步采用；1960 年激光技术的出现为光学
陀螺，包括激光陀螺（RLG）和光纤陀螺（FOG）的实现和发展提供了技术支撑。

随着科学技术的不断进步，除了基于牛顿运动定律的机械陀螺之外，人们逐渐发现

了更多可用于测量相对于惯性空间的旋转的物理规律和现象。其中，基于萨格纳克效应

的光学陀螺便是一个典型的例子。光学陀螺以其独特的技术原理和优越的性能在陀螺

技术家族中独树一帜。

1913 年，法国物理学家萨格纳克（M. Sagnac）通过实验演示了即使在没有机械运
动部件的光学系统中也能检测相对于惯性空间的旋转。然而，这种初步的验证远未达到

作为实用旋转速率传感器的标准，其灵敏度极为有限。到了 1925 年，迈克尔逊（A.A.
Michelson）和盖尔（Gale）利用一个近 2千米周长的大型环形干涉仪，成功提高了灵敏
度并测量了地球的自转速度。然而，由于观测装置难以小型化，萨格纳克效应在很长一

段时间内仍然是作为一种物理现象来研究。1962年，罗森塔尔（Rosenthal）提出使用环
形激光腔体，通过在闭合的谐振路径中多次循环反向传播的波，这相比原始的萨格纳克

干涉仪中的单次传播成倍地提升了旋转检测的灵敏度。这一创新在 1963 年首次由马塞
14傅科以希腊词汇“gyro”（旋转）和“skopein”（观察）结合创造了“gyroscope”这一术语，用以描
述这种仪器能够在高速旋转中由于惯性作用使其旋转轴始终指向固定方向。
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克（Macek）和戴维斯（Davis）完成实验验证。20世纪 80年代初环形激光陀螺（RLG）
正式商用，至今已经发展至成熟阶段，成为惯性导航领域中的主要陀螺类型之一。光纤

陀螺的出现比激光陀螺稍晚一些。1967 年，Pircher 和 Hepner 提出使用多圈光纤环通
过多次循环来增强萨格纳克效应，并在 1976年由 Vali和 Shorthill进行了实验验证。光
纤陀螺（FOG）由于其全固态特性所带来的独特优势，以及较低的技术门槛，一经问世
就吸引了大量的关注，并得到了迅猛的发展。与 RLG 相比，FOG 的体积更小，功耗更
低，价格低廉且便于批量生产。

微惯性器件的技术研究始于 20 世纪 90 年代初，其出现标志着惯性技术的一次重
要革新。微惯性器件利用 MEMS 技术，由硅、石英和金属等材料通过微机械加工工艺
制造陀螺和加速度计。与传统器件相比，微惯性器件成本显著降低，同时其体积、重量

和功耗也大为减小，并具有大规模生产、高可靠性、可将感知结构与电路单片集成等多

种优势。随着应用规模的扩大，微惯性器件百花齐放，其性能也在持续提升。MEMS惯
性器件在中低端需求领域有着非常广阔的应用前景[25]。

在冷战时期，惯性导航系统经历了从初期笨重、昂贵、高功耗的系统逐渐转变为轻

巧、便宜、低功耗的现代化进程。这种迅速的技术演进主要得益于冷战期间以美国和苏

联为代表的东西方阵营在武器系统方面的巨量资源投入和由此带来的飞速发展。这样

的技术进步令人瞩目，仅仅在几十年的时间里，这样一个涉及机械、电子和光学高度整

合的复杂高精度系统就能够实现迅猛的发展，其进展速度可与同期计算机技术的发展相

媲美。正因如此，惯性技术可以作为人类科技发展的结晶供大家观摩，读者朋友们（尤
其是青年学生）可以把它作为快速攻克复杂问题的一个范本，举一反三，将其中很多巧
妙的研究思路和极致的技术方法借鉴到自己今后的科研工作中。

3.7 惯性导航技术的典型应用

惯性导航技术既古老又年轻。一方面，它的理论源头可追溯至牛顿时代，首次严格

意义上的工程应用则始于“二战”期间。另一方面，这门技术的持续创新与发展，使其

始终保持在科技发展的前沿。惯性技术是人类智慧的结晶，展现了工程技术的极致成
就。

惯性技术从最初笨重、昂贵的实验室原型系统，经过几十年的持续创新，至今已发

展至芯片级尺寸和“白菜价”，被越来越多的消费电子产品采用。惯性导航技术的神秘

面纱也被逐渐揭开，变得日益为人所熟知。其应用广泛，无所不在，从航空航天、军事

国防到消费电子、自动驾驶等领域都有其身影。如今，几乎无法穷尽其广泛的应用场景，

而其未来的应用领域和潜力则仍取决于我们的想象力。未来“万物互联”的世界很可能

会形成一个“有运动就有惯导”的局面。下面，从传统的武器装备和航空航天、工业生

产和日常生活等方面来简要介绍惯性导航技术的典型应用。
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3.7.1 军事应用

惯性技术在军事领域中的应用历史悠久。从“二战”时期的德国 V-2火箭开始，INS
为潜艇、导弹、飞机、坦克和无人飞行器等各类武器装备提供至关重要的导航制导能力，

提升了武器系统的作战效率与战场生存能力。面向现代信息化战争的需求，常规武器的

制导化、制导武器的小型化已成为必然趋势。制导化的常规武器不仅能显著提升其命中

精度，还能显著减少弹药消耗、避免误伤，作战效能提高数倍。随着数据网络和转换技

术的持续发展，导航、制导与控制系统正从单一的智能化平台转向更为高效的分布式系

统。在这一变革中，轻巧、结实、性价比高的 MEMS 惯性元件起到了关键作用，其小
型化设计和可扩展性使得 MEMS 惯导在军事应用中的重要性日趋凸显。

在航空航天领域，惯性导航系统为飞机和无人机等飞行器提供姿态控制、自主导航

和定位能力。在航天领域，1957 年，苏联发射的世界上第一颗人造地球卫星就是利用
基础的惯性导航技术进行导航和控制。此后，随着太空探索事业的不断发展，惯性技术

的应用领域也得到了进一步的拓展，广泛应用于运载火箭飞行，卫星和飞船姿态控制、

入轨、变轨等任务中，成为现代航天领域不可或缺的关键技术。

3.7.2 专业应用

随着惯导成本的降低，尤其是光学陀螺的出现和发展，惯性导航技术和惯性传感器

在许多专业领域得到了广泛应用，包括移动测图、地下空间自主定位定向、工程测量、

井孔勘探等。

在移动测图应用中，一般使用战术级或导航级惯导与 GNSS 组合，配上组合导航
数据后处理软件，构成一套精密定位定姿系统（POS）。该系统为移动测图系统中的摄
影测量相机或激光扫描雷达（LiDAR）提供精确的位置、姿态和其它运动参数。POS和
移动测图系统通常被固定安装在车载和机载平台上，广泛应用于地形测绘与地图数据

采集、移动激光扫描（MLS）、航空摄影与遥感等领域。
在地下空间自主定位应用中，例如长输油气管道长期运营后需要定期检测其管道内

部的病害并确定病害发生的位置，为此，在管道内部检测设备（如机器人）中安装战术

级或导航级惯导系统，结合里程计为检测设备提供推算定位信息，并沿着管道每隔 500
或 1000 米引入一个地面坐标修正点来改正惯导推算的累积误差。类似的，在城市基础
设施管理和维护中，地下管道的准确定位和测绘至关重要。由于地下管道通常被泥土覆

盖，传统 GNSS 技术在这些环境中可能受到限制或无法使用。通过设计一个测量装备，
集成了惯性传感器和里程计等，让测量设备穿管而过，并在管道入口和出口处提供位置

修正，最终通过组合导航处理得到测量设备的运动轨迹，从而推算出地下管道的三维位

置信息。

惯性导航技术近十年来也被用于精密工程测量，实现特定工程结构的亚毫米和毫

米级变形测量。例如，将导航级惯导与里程计或 GNSS、全站仪组合来实现高铁轨道几
何变形的移动测量；将导航级惯导与里程计组合，用以监测大坝内部垂向位移和测量道
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路的平整度。这些应用本质上是将惯导精确的姿态测量反演为被测结构微小的几何形

变测量。惯性导航技术在工程测量领域的应用仍在进一步拓展，惯导或组合导航技术利

用其强大的相对测量能力往往能解决一些传统测量手段不能解决或不好解决的工程测

量问题，并实现测量效率的显著提升。

在井孔勘探中，惯性导航技术是关键的定位和引导工具。这种技术通过内置的惯性

传感器测量勘探设备在空间中的加速度和角速度，从而准确地跟踪设备在井孔内的位

置和方向。由于井孔环境复杂、狭窄封闭，传统的 GNSS或其他外部定位手段往往难以
发挥作用。惯性导航技术能够独立地为勘探工程师提供实时的三维位置和方向信息，确

保井孔设备能够精确地定位定向并准确地完成预定勘探任务。这种高精度和实时导航

定位系统是井孔勘探中不可或缺的，有助于提高勘探效率，降低操作风险，并确保勘探

数据的准确性和可靠性。

3.7.3 日常应用

随着 MEMS 惯性器件日趋成熟，惯性技术在日常生活中的应用数不胜数，这里仅
列举几个典型案例。

在汽车驾驶方面，随着汽车工业的发展，尤其是面向自动驾驶和辅助驾驶需求，汽

车的电子化程度越来越高，其导航定位、辅助操控和主动安全等功能都大量用到惯性器

件。由于汽车属于大规模生产的消费品，要求惯性器件的成本低、尺寸小、可靠性高。

而微惯性器件恰恰拥有这几方面的优势，因此 MEMS 陀螺仪和加速度计已经广泛应用
于先进的汽车电子产品中。车辆导航对 MEMS 惯性器件的要求比武器装备的要求低得
多。在自动驾驶方面，惯性导航主要结合其它定位手段（如 GNSS）一起提供高精度的
定位和导航信息，使得自动驾驶系统能够精确控制车辆的加减速、转向和稳定性，确保

车辆在复杂、动态的交通环境中安全、高效地行驶。

在医疗健康方面，MEMS 惯性传感器能用于对肢体运动的监测和分析，为肢体运
动功能做评估。例如，肢体运动功能评价是脑卒中及脊髓型颈椎病康复治疗的主要依

据。肢体运动的动态监测与其他生理参数传感器相结合，还可以进行相关生理疾病的监

测和诊断。

在消费电子方面，随着 MEMS 技术的迅猛发展，MEMS 惯性技术在消费电子领域
实现了快速、广泛的应用，走进人们的日常生活，具体包括掌上电脑、手机等电子设备

的运动检测。消费电子厂商不断寻求具有新异功能的产品，把运动感知和导航定位等

功能加载到游戏机、智能移动终端、数码相机、电视远程控制、运动和健身等电子设备

中。例如游戏机中的惯性手柄操控、遥控飞机的飞行控制、相机的光学防抖、平衡车的

稳定控制，甚至将 MEMS 惯性传感器用于足球运动员的球鞋中以感知和分析其运球动
作、射门力度以及场上奔跑轨迹，并据此增强训练效果。

总之，惯性技术的应用范围已经极为广泛，且随着技术的发展，其应用领域还会不

断扩展。惯性技术的未来应用将取决于我们的创造力和想象力。



第 4 章 惯性传感器误差与标定
4.1 引言

惯性传感器是一种精密的仪器仪表，能够在长时间的积分运算后仍保持一定的导

航定位精度。然而，任何物理器件都会存在误差，包括加速度计和陀螺仪的零偏误差、

比例因子误差、交轴耦合误差、非线性误差以及随机噪声等，这些误差会在惯性导航算

法的积分过程中逐步累积。为保证导航精度，需要仔细研究惯性传感器的误差，做到分

类细致、建模准确、测试充分，而且标定和补偿更要非常精细。本章将对这些方面进行

详细介绍。

惯性传感器的误差多样且复杂，既包含高频随机噪声，又有中低频的零偏不稳定性

等多种频段和类型的随机误差。对它们进行细致分类是传感器测试标定、惯导系统误差

建模和误差传播分析的基础。本章4.2节详细介绍了陀螺和加速度计的主要误差，并在
此基础上给出了 IMU 的测量误差模型，该模型是后续组合导航系统中误差状态方程的
一部分，以实现误差的在线估计和补偿。

在实际应用中，我们希望能够识别惯性传感器测量误差这一随机信号中的误差类型

并确定其模型参数。这属于系统辨识与参数估计范畴，需要用到随机信号分析工具。本

章4.3节介绍了惯性导航领域中常用的随机过程分析和建模工具——Allan 方差。Allan
方差是一种用于分析时间序列中随机过程模型的统计方法，能够有效描述误差时间序

列在不同时间尺度上的波动特性，尤其在中长期缓变随机波动的定量描述与分析中表

现突出。这类误差对惯性导航积分解算中的漂移误差影响最大，也是惯性器件误差分析

的重点。

惯性传感器的误差名称缺乏统一标准和惯例，这对理解其性能指标造成了一定困

扰。尽管相关领域的学术团体曾尝试通过制定标准来统一惯性导航术语，但这些标准尚

未得到广泛应用和执行。为此，本书将在本章4.4节中通过实例说明如何解读典型惯导
产品手册中的各项参数，希望借此澄清一些因术语不统一而引发的困惑。本章最后介绍

了 IMU 误差标定的基本原理，包括加速度计的静态六位置法标定和陀螺的两位置法角
位置标定。首先通过静态两位置法来直观地解释其标定原理，然后扩展到六位置法标

定。掌握这一基本原理后，读者就具备了进一步学习更复杂标定方法的理论基础。

4.2 惯性传感器误差

惯性传感器误差的类型总体上可以粗略地分为静态误差和动态误差。静态误差

（static error），是当传感器的输入为零时（称作“静态”1 ）就能表现出来的误差，也

1严格来说，静态并不是指载体相对地面静止，因为该情况下陀螺和加速度计的输入并不为零。文中静
态和动态误差这一分类术语在业内也没有统一，国内学者也用静态误差特指跟比力相关的误差，而用动
态误差表示跟角速度相关的误差。

73
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称加性误差或零偏类误差。动态误差（dynamic error），是只有当传感器输入不为零时
（称作“动态”）才能表现出来的误差，也称乘性误差，因为它与惯性传感器的输入相乘

才表现为输出的角速度或比力的测量误差。

如果从误差随机特性的角度来看，惯性传感器误差又可以分为噪声类误差（random
noise）和非噪声类误差，如图4.1所示。噪声类误差表现为时间上的强随机性，相邻历
元间的相关性弱，主要包括高频随机噪声和量化噪声等。噪声类误差随机性强，无法进

行实验室标定和在线估计。非噪声类也称系统性误差（systematic error），在时间上有
相关性而不是完全随机的，往往能够对其进行实验室标定或在工作过程中（例如在组合

导航滤波器中）进行在线估计和补偿。系统性误差包括零偏误差、比例因子误差、交轴

耦合误差和非线性误差等。然而，误差的随机性和确定性之间并没有严格的界限，如果

误差的频段远高于导航系统所关心的频段则可以将其看作噪声类误差来处理；相反，若

接近或低于导航系统关心的频段，则可归类为系统性误差。

 

图 4.1 惯性传感器误差的分类

系统性误差进一步细分，都包含四个不同的成分: 常值项、随温度变化项、逐次上
电启动项和上电期间变化项[2, p.151]。常值项是传感器自生产出来就带有的常值误差部
分，是“与生俱来”的，每次开机都一样，由 IMU 内置处理器根据生产环节的内场标
定结果对其进行补偿。随温度变化项是指传感器误差参数随温度变化的部分，包括可重

复温漂和不可重复温漂，其中的可重复温漂也可以结合内场标定的温漂参数进行补偿，

这种温漂标定流程的设备成本和时间成本都不低。误差的逐次上电启动项变化表现为

每次上电都不同，但在一次上电后保持不变的误差，也称逐次上电重复性。上电期间变

化项是在一次上电工作过程中误差缓慢变化的部分。

另外还有一些与惯性传感器内部工作机理有关的深层次误差项，例如高频振动干

扰造成的额外误差，陀螺的加速度敏感性等，本书不做详细介绍。在惯性导航误差传播

分析或组合导航算法设计中，需要选用合适的随机过程对各类误差的不同成分进行建
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模，其中，噪声类误差一般用高斯白噪声或均匀分布噪声描述；其它系统性误差一般需

要考虑其时间相关性，选择随机常数、随机游走或一阶高斯马尔可夫过程进行建模。一

般情况下，逐次上电重复性误差和上电期间变化项可以在组合导航过程中进行实时在

线估计和补偿。

4.2.1 零偏误差

零偏（bias），又称零偏误差或零位偏置，是指当输入信号为零时，惯性传感器所显
示的输出量中相对稳定的部分（以区别于传感器噪声），如图4.2所示。零偏与惯性传感
器实际感知的比力和角速度无关，因而被归类为静态误差。三轴陀螺和加速度计零偏通

常表示为

bg =


bg,x

bg,y

bg,z

 , ba =


ba,x

ba,y

ba,z

 (4.1)

式中，bg,x、bg,y 和 bg,z 分别表示 x、y 和 z 轴的陀螺零偏，ba,x 、ba,y 和 ba,z 分别表示

x、y 和 z 轴加速度计零偏。

 

图 4.2 传感器“输入-输出”关系：零偏误差

对于加速度计而言，在与输入加速度或转动无关的规定工作条件下[26]，规定时段
内记录的平均读数即为零偏，单位为 m/s2、µg 或 mGal 等。对于陀螺仪，在与输入转
动或加速度无关的规定工作条件下，在相同时间段内记录的平均读数即为零偏，其单位

一般为 rad/s、deg/s 或 deg/h。在大多数情况下，零偏是惯性传感器误差的最重要成
分。零偏的成分比较复杂，既包括常值项，也包含系统变化项和随机变化项，例如常值

零偏、零偏重复性、零偏稳定性和全温零偏误差等。
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4.2.1.1 常值零偏

常值零偏（constant bias），指惯性传感器在出厂时固有的且恒定不变的零偏部分。
高精度的惯性传感器，其常值零偏通常在出厂时已精确标定并补偿到较低水平，因此在

其规格参数中通常会特别标注。然而，对于低成本的 MEMS传感器，例如价格在 10元
人民币以下的手机内置芯片级惯性传感器，由于成本限制和大规模生产的需要，难以逐

个进行精确标定和误差补偿。因此，这类 IMU 在使用过程中往往存在较大的常值零偏
（例如达到 1◦/s 量级）。尽管这一误差值在数值上较为显著，但在实际应用中，通过因
地制宜的现场标定或适当的算法处理，可以有效地消除大部分常值零偏。例如在系统启

动时利用几秒钟的静态陀螺数据求平均，能较为准确地估计陀螺的常值零偏，可作为对

陀螺常值零偏的粗略估计。值得注意的是，加速度计的常值零偏不能通过静态数据取平

均进行估算，因为对于静止的 IMU，重力加速度会在三轴加速度计上有投影，此时无
法区分是加速度计零偏还是由于 IMU 没有水平放置导致的重力加速度投影。

4.2.1.2 零偏重复性

零偏重复性（bias repeatability），全称为零偏逐次上电重复性（run-to-run bias
repeatability），是惯性传感器的经典性能指标之一，用以衡量在相同条件、不同次上电
启动时零偏的不一致程度。具体测量方法为：在相同的条件下，并在规定的时间间隔内

（确保传感器断电后充分冷却），对惯性器件进行多次上电操作，并记录每次上电稳定

后的零偏值，然后统计零偏相对其均值的离散程度，以标准差来表征零偏的重复性[26]。
对于高性能惯性传感器，由于在出厂时已经对常值误差和温漂误差等主要误差成分进

行了精确标定补偿，因此零偏逐次上电重复性这一数值相对较小的次要零偏成分变得

不可忽略。

4.2.1.3 零偏稳定性

零偏稳定性（bias instability），严格来说应称为单次上电零偏不稳定性（in-run bias
instability），该指标反映了器件在上电稳定后零偏随时间缓慢变化的特征。当输入为零
时，它用来衡量陀螺或加速度计输出值围绕其均值的波动程度。零偏不稳定性参数的测

算方法分为两种：

（1） 我国的国家军用标准（国军标）[26]定义的零偏不稳定性：通过采集几个小时的
静态数据，每 10 秒或 100 秒求一次平均值（以抑制器件白噪声的影响），然后
统计这些平均值的标准差。

（2） Allan 方差定义的零偏不稳定性：采集足够长时间的静态数据（一般大于 10 小
时，越高等级的器件所需时间越长），绘制原始数据的 Allan 方差曲线，并取曲
线谷底的数值。

国军标定义的零偏不稳定性参数对评估 INS 的实际定位定姿性能具有重要的现实
指导意义。相比之下，Allan 方差曲线的谷底数值则更多地反映了器件在极端理想条件
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下的性能极限，对于实际应用的意义相对较小。从数值上看，国军标指标通常比 Allan
方差指标大几倍，甚至高出一个量级。国内部分同行将国军标指标称为“零偏稳定性”，

而将 Allan 方差指标称为“零偏不稳定性”，以示区别。然而，笔者认为这种表述在文
字上可能会使初学者和 INS 用户感到困惑，因为“稳定性”通常与“不稳定性”相对。
为了减少这种混淆，更倾向于将它们看作“零偏不稳定性指标”的两种指标参数。

4.2.1.4 全温零偏误差

全温零偏误差（bias error over temperature），也称为零偏的温度敏感系数（或称
温漂系数），反映器件参数的温度敏感性，描述了惯性器件参数随温度的变化情况。具

体来说，它是陀螺零偏在其额定工作温度范围内相对于室温零偏值的变化量。对于传统

高精度的惯性器件，通常会对 IMU 逐个进行温漂补偿，全温零偏误差即补偿后的残余
误差。而对于低端 MEMS 芯片，由于成本和生产规模的限制，不可能对每个芯片进行
温漂标定和补偿，因此其全温零偏误差可能较大。在这种情况下，制造商通常仅提供零

偏的温度敏感系数（例如 0.01◦/s/◦C），以便用户了解其温漂特性。

4.2.2 比例因子误差

比例因子（scale factor）又称标度因数，定义为惯性传感器输出变化量与输入变化
量的比值，即惯性传感器输入输出统一单位之后，输出-输入直线的斜率，如图4.3所示。
比例因子误差（scale factor error）是指惯性传感器的实际比例因子与理想比例因子之
间的差异。比例因子误差是一种乘性误差，例如由加速度计比例因子误差导致的加速度

计输出误差，与该敏感轴方向的真实比力成正比。同样，由陀螺比例因子误差导致的陀

螺输出误差，与绕该敏感轴的真实转动角速率成正比，表示如下：

 

图 4.3 传感器“输入-输出”关系：比例因子误差
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δfx
δfy
δfz


SF

=


δsa,x 0 0

0 δsa,y 0

0 0 δsa,z




fx
fy
fz

 (4.2)


δωx

δωy

δωz


SF

=


δsg,x 0 0

0 δsg,y 0

0 0 δsg,z



ωx

ωy

ωz

 (4.3)

式中，δsa,x 、δsa,y 和 δsa,z 分别为 x、y、z 轴加速度计的比例因子误差，fx 、fy 和 fz 分
别为 x、y、z 轴加速度计的真实输入比力，δfx 、δfy 和 δfz 分别为 x、y 和 z 轴加速度
计比例因子误差造成的比力测量误差。同理，δsg,x 、δsg,y 和 δsg,z 分别为 x、y、z 轴陀
螺的比例因子误差，ωx 、ωy 和 ωz 为对应的陀螺真实输入角速度，δωx 、δωy 和 δωz 为

陀螺比例因子误差造成的角速率测量误差。

比例因子没有量纲，通常以百分比（%）或百万分之一（ppm）表示。例如，比例因
子误差为 +1 ppm 时，表示实际的比例因子将比理想的比例因子大 1.0× 10−6。比例因

子误差可以通过标定和补偿来减小，从而提高 INS 的性能。比例因子误差也是一个包
含多种成分的误差源，并不总是表现为常值，而是与零偏误差类似，可能包含非线性、

不对称性以及逐次上电不重复、随时间变化等复杂的误差成分。然而，实际应用通常并

不关注这些比例因子误差的细分成分。原因在于，某些快速变化的比例因子误差在导航

过程中可能因正负相抵而对导航精度影响较小，或是表现为类似常值误差的影响而被

合并考虑。

4.2.3 交轴耦合误差

交轴耦合误差（cross-coupling error 或 misalignment error）是由于惯性传感器的
敏感轴与 IMU 坐标系的正交坐标轴之间不对准所引起的，有时也称为非正交（non-
orthogonality）。如图4.4所示，IMU 坐标系（即 b 系）是一个严格正交的直角坐标系，
是 IMU 比力和角速度原始测量值的投影坐标系。在理想情况下，加速度计和陀螺的敏
感轴应与 b 系的 3 个轴完全对齐。然而，在 IMU 的制造过程中，由于加工精度和工艺
的限制，例如三轴陀螺或三轴加速度计的敏感轴不可能完全无误差地对齐到预设的轴

线上，从而导致加速度计和陀螺的敏感轴与 b 系坐标轴之间存在夹角。这种不对齐使
得每只加速度计都会或多或少地敏感到与其敏感轴正交方向上的比力分量，而每个陀

螺则会测量到与其敏感轴正交方向上的角速率分量。这种误差效应称为交轴耦合误差，

也会影响导航系统的性能。

如图4.4所示，以 z 轴加速度计为例，由于存在交轴耦合误差，实际的 z 轴加速度
计（请注意，这里指的是按照设计应该安装在 b 系 x 轴方向上的加速度计，实际略有
偏差）会敏感到 b 系 x 轴向上的比力，其大小为 x 轴方向上输入比力与对应交轴耦合
系数的乘积。其中，ma,zx 表示 z 轴加速度计对 b 系 x 轴比力的敏感系数（交轴耦合）。
同理，ma,xz 表示 x 轴加速度计对 b 系 z 轴比力的敏感系数（交轴耦合）。一般情况下，
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图 4.4 交轴耦合误差示意图（以 z 轴加速度计为例）

ma,zx ̸= ma,xz。因此，对于一个 IMU 里面的三轴加速度计组合来说，其交轴耦合误差系
数一般包含 6 个独立分量 ma,xy,ma,xz,ma,yx,ma,yz,ma,zx,ma,zy。交轴耦合误差是一种乘

性误差，对于名义上三轴正交的加速度计组合而言，交轴耦合误差导致的测量误差表示

为 
δfx
δfy
δfz


cross coupling

=


0 ma,xy ma,xz

ma,yx 0 ma,yz

ma,zx ma,zy 0




fx
fy
fz

 (4.4)

同理，陀螺交轴耦合误差导致的角速度测量误差表示为
δωx

δωy

δωz


cross coupling

=


0 mg,xy mg,xz

mg,yx 0 mg,yz

mg,zx mg,zy 0



ωx

ωy

ωz

 (4.5)

与比例因子误差相似，交轴耦合误差也没有量纲，通常以 ppm（百万分之一）或百
分比（%）来表示。初学者可能会认为三轴传感器的交轴耦合误差应该只有三个参数。
要正确理解这一点，需要明确那套名义上正交的 IMU 坐标系，即 b 系。在这个坐标系
中，三个轴向是严格正交的。在系统集成时，三轴传感器的实际敏感轴方向应与 b系的
三轴对齐，但实际上各轴都很难与名义轴实现严格对齐，每个实际敏感轴都会与另外两

个正交轴有偏离正交的小夹角，3× 2 = 6。

高精度惯性导航系统在出厂前会进行交轴耦合误差的标定和补偿，以减小其对导

航精度的影响。经过标定和补偿后，这些系统的残余误差通常较小，影响有限。然而，

对于一些未经标定的消费级 MEMS IMU，交轴耦合误差可能达到 2% 的水平，这在某
些应用场景中会对导航性能产生显著影响。为此，需要在线估计这些交轴耦合误差，以

便在导航算法中进行补偿，从而提高导航系统的整体性能。
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4.2.4 随机噪声

随机噪声一般指传感器误差的高频成分，在时域上表现为数值随时间的不规则变

化，即相邻采样点之间不表现出相关性，因此完全无法被标定和补偿，只能对其影响进

行分析。对于惯性传感器而言，随机噪声的成因复杂多变。例如，传感器的内部敏感结

构和电路元件的热噪声；在测量过程中，传感器受到外部震动的干扰，导致测量结果出

现随机波动；激光陀螺为了克服闭锁效应而做的机抖，在补偿了随机抖动之后的残余项

也会产生噪声[17, p.121]。在所有惯性传感器测量数据中，随机噪声普遍存在。在 IMU
的每次采样输出中，三轴陀螺仪和加速度计的随机噪声可以抽象为一个随机噪声向量，

记作

wg =


wg,x

wg,y

wg,z

 , wa =


wa,x

wa,y

wa,z

 (4.6)

在工程应用中，随机噪声通常被建模为零均值的高斯白噪声。白噪声是最基础、最

纯粹的随机过程，仅用功率谱密度（PSD）即可完整描述其特性，其 PSD 为常值，具
有无限的带宽，造成无限的功率（即 PSD曲线下的积分面积无限大），如图4.5所示。理
想白噪声在现实世界中并不存在，实际物理系统的噪声总是有限带宽和有限功率的，即

带限白噪声：PSD 函数值在特定的频段内保持恒定不变，超出该频段则逐渐衰减。理
想白噪声实际上是物理系统在感兴趣频段上的平直功率谱的一种理想化外推，这种模

型仅在结合有限带宽的信号处理系统时才具有实际的应用价值[27]。例如，在普通车载
导航系统中，通常关注的车辆运动的频段是 10Hz 以下。如果在该频段内，惯性传感器
的随机误差 PSD 曲线近似为常数，那么将其随机噪声视为白噪声模型是恰当的。相反，
如果被测信号的频段超出了传感器带限白噪声的频段范围，那么这种随机误差就必须

被视为有色噪声，即非白噪声。

 

图 4.5 理想白噪声和带限白噪声的功率谱密度

白噪声 PSD 的单位是
(单位信号)

2

Hz
通常使用 PSD 的平方根来表征，称为谱密度（而不是功率谱密度），这样更简洁直

观。加速度计随机噪声谱密度的常用单位是 m/s2/
√

Hz、mGal/
√

Hz、m/s/
√

h；陀螺随
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机噪声谱密度的常用单位是 rad/s/
√

Hz、deg/s/
√

Hz、deg/
√

h，这些单位之间是可以相
互转换的，以陀螺随机噪声的单位为例：

1 ◦/s/
√

Hz =
1◦

s
√

Hz
=

1◦

s
√

1
s

=
1◦√

s

=
1◦√
1

3600
h
= 60 ◦/

√
h

陀螺和加速度计的随机噪声通常也分别被称为角度随机游走（angular random walk，
ARW）和速度随机游走（velocity random walk，VRW）。随机游走是白噪声积分的结果，
惯性导航解算是一个时间积分过程，陀螺角速率输出中的噪声经积分后，表现为姿态角

的随机游走误差（即 ARW）；加速度计输出的比力测量噪声积分后，则会产生速度的
随机游走误差，如图4.6所示。初学者可能会对这两个概念感到困惑，需要明确的是，这
里的噪声和随机游走实际上是对同一误差源在不同层面（即原始信号和导航解算结果）

的不同称呼。在惯性传感器的技术手册中，陀螺和加速度计的白噪声参数常用 ARW 和
VRW 来表示，其数值等同于对应的连续时间白噪声的谱密度。ARW 和 VRW 用于表

征陀螺和加速度计的噪声具有一定的便利性。例如，一个 ARW 为 0.1◦/
√

h 的陀螺，在
姿态积分解算 4 小时后，其噪声导致的姿态角误差的标准差 δθ 为

δθ =
√

qt = ARW×
√

T = 0.1◦/
√

h×
√
4h = 0.2◦

 

图 4.6 随机噪声积分解算前后的关系（以陀螺为例）

白噪声可有连续时间白噪声和离散白噪声序列两种形式。离散白噪声序列用均方

根（RMS）或方差和带宽（bandwidth，BW）两个参数描述，它们与连续时间白噪声过
程的 PSD 可通过下式进行转换：

RMS2 = PSD× BW (4.7)

随机噪声无法被标定补偿，但是通常可通过取平均来降低其幅值，抑制其干扰。当

然这是当被测量为常值时才适用，这种取平均相当于一种平均值低通滤波。对于离散白

噪声序列，对于 w1 到 wn 的样本取均值 a，则 a 的标准差 σa 与白噪声序列的标准差

σw 之间存在如下关系

σ2
a =

σ2
w
n (4.8)
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同理，对于连续时间白噪声在时间段 T 内取平均，得到

w̄(t) = 1

T

∫ T

0

w(t)dt = 1

Tβ(T) (4.9)

E
{

w̄2(T)
}
= E

{[
β(T)

T

]2}
=

1

T2
E
{
β2(T)

}
=

1

T2
q · T =

q
T (4.10)

可见，平均后的白噪声序列的方差强度与平均时长成反比。例如在 IMU 的标定或
静态初始对准中，一般都会对 IMU 的一段静态观测数据取平均，以降低随机噪声对标
定和对准结果的影响。

4.2.5 量化误差/量化噪声

量化是将传感器感知的物理世界的连续模拟信号转换为离散数字信号的过程。在这

一过程中，连续信号被划分为一系列有限的整数离散值，其中相邻整数之间的间隔（即

最低有效位，LSB）对应的物理量被称为量化因子或当量。当模拟信号的值位于两个量
化值所表示的整数之间时，数字系统会将该值四舍五入（或截断取整）至最近的量化值，

从而产生量化误差。在原始数据曲线中，这种误差表现为台阶状的截断，如图4.7所示。
量化误差是一切量化操作所固有的，只要进行数字量化编码采样，传感器输出的理想值

与实际量化值之间就会存在这种细微的差异。量化误差反映了传感器输出的数字量的

最小分辨率。

 

图 4.7 量化误差

如第3章3.4节所述，高精度 IMU 通常采用增量形式输出以最大限度地降低离散采
样对惯导解算结果的影响。以陀螺的角增量输出为例，假设在某一时刻，实际的角增量

为 ∆θk，陀螺的量化输出为 ∆θr。当以脉冲为单位进行计算时，由于角增量是以脉冲形

式输出的，积分足够一个当量的角增量后才输出一个脉冲，因此 ∆θr 为整数，而量化误

差 δθ = ∆θr −∆θk 则是在区间 (−1, 0 ] 内均匀分布的随机序列。当将脉冲转换为角度

单位后，δθ 为在 (−1/LSB, 0 ] 内均匀分布的随机序列。因此，这种角增量量化误差可
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能导致的最大角度误差为 1/LSB（即姿态误差），而且在底层硬件层面形成角增量的过
程中具有“多退少补”的机制，即本次采样未达到一个脉冲当量的余量会带到下一次采

样，从而避免了持续累积的姿态漂移。

然而，需要注意的是，当把这种角增量输出转换为角速度进行观察时，需要将角增

量除以采样时间间隔或乘以数据采样率，这会导致角速度的量化误差为 1/LSB/∆t。这
个误差幅度往往较大。例如，对于一个高精度 IMU，其角增量输出的脉冲当量为 1 角
秒，数据率为 200Hz，则其角增量量化误差造成的姿态角误差不会超过 1 角秒，这个量
级通常可以忽略不计，而转化为角速率后的量化误差为：

1角秒/0.005s = 200角秒/s = 0.055deg/s = 200deg/h

这会导致绘制的角速度曲线出现显著的量化台阶，尤其是在静态时段表现更明显，

看起来可能相当“匪夷所思”！与高精度 IMU 的传感器误差水平（0.01-1.0◦/h）相比，
这种量化误差似乎显得完全无法接受。然而，请大家深入理解这一现象的根本原因，并

认识到这种角增量的量化误差实际上并不会对最终的陀螺姿态解算产生显著影响（最

大误差仅为 1 角秒）。
类似的情况也出现在加速度计的速度增量输出中，而且可能表现得更为明显。总的

来说，惯性传感器的量化误差在单个量化当量内呈均匀分布，可以在惯性导航解算的积

分过程中被滤除，因此不具有累积效应，对惯性导航系统的精度影响可以忽略不计（这

也是合理的当量值的基本要求）。因此，在 IMU 器件的设计开发过程中，量化误差（即
脉冲当量的取值）是一个需要考虑的因素，应确保其影响足够小；但在惯导系统设计和

精度评估过程中，一般不必考虑量化误差的影响。

4.2.6 其他误差

除了上述常规的误差项，惯性传感器在使用过程中还存在一些深层次的误差源，包

括陀螺的 g 敏感性（g-sensitivity）、加速度计的尺寸效应等。这些深层次的误差源通常
只在特定的应用场景下对惯性导航结果产生不可忽略的影响，需要在惯性导航系统的

设计、制造和使用过程中加以重视，通过硬件改进、软件补偿和环境控制等手段来减小

这些误差对导航精度的影响。这些内容超出了本书的范围，不做详细介绍。

此外，惯性传感器还可能受到工作环境的影响。例如，当 MEMS IMU 靠近高频振
动源安装时，高频振动可能激发传感器内部结构的某些固有频率，发生谐振，导致测量

数据出现额外误差甚至异常。针对这类误差，需要改善 IMU 的安装环境，使其远离振
动源或者合理增加隔振设施。机械应力也会影响惯性传感器的性能，导致输出信号漂移

或波动。例如，IMU安装在电路板上时，如果电路板受到挤压或拉伸，产生的应力可能
对 IMU 的导航性能产生影响。因此，在使用 MEMS IMU 时应特别注意这些因素。
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4.2.7 IMU 测量误差模型

IMU 的测量模型可写成如下形式：

f̃ = f + ba + Saf + Naf + wa (4.11)

ω̃ib = ωib + bg + Sgωib + Ngωib + wg (4.12)

式中，上标“∼”表示加速度计或陀螺的测量值向量，f 和 ωib 分别为实际的比力向量

和角速度向量，ba 和 bg 分别为加速度计和陀螺的零偏向量，wa 和 wg 分别为加速度计

和陀螺的随机噪声向量，Sa 和 Sg 分别为加速度计和陀螺的比例因子误差向量形成的对

角阵，Na 和 Ng 分别为加速度计和陀螺的交轴耦合误差矩阵。因此，三轴加速度计误

差模型写作

δfb = f̃b − fb = ba + (Sa + Na) fb + wa (4.13)
δfx
δfy
δfz

 =


ba,x

ba,y

ba,z

+


δsa,x ma,xy ma,xz

ma,yx δsa,y ma,yz

ma,zx ma,zy δsa,z




fx
fy
fz

+


wa,x

wa,y

wa,z

 (4.14)

三轴陀螺的误差模型为

δωb
ib = ω̃b

ib − ωb
ib = bg + (Sg + Ng)ω

b
ib + wg (4.15)

δωx

δωy

δωz

 =


bg,x

bg,y

bg,z

+


δsg,x mg,xy mg,xz

mg,yx δsg,y mg,yz

mg,zx mg,zy δsg,z



ωx

ωy

ωz

+


wg,x

wg,y

wg,z

 (4.16)

在后面做组合导航算法设计时，一般将常值零偏建模为随机常数，将短时变化的零

偏部分统一建模为一阶高斯马尔可夫过程或随机游走，随机噪声建模为高斯白噪声，对

于比例因子和交轴耦合常建模为随机常数或一阶高斯马尔可夫过程。如果在组合导航

解算过程中，零偏、比例因子误差和交轴耦合误差都可以估计出来，那么可以将上述误

差参数估值（用上标ˆ表示）补偿至原始的比力和角速度观测值中，得到补偿后的原始

观测为

f̂ =
(

I3 + Ŝa + N̂a

)−1 (̃
f− b̂a

)
(4.17)

ω̂ib =
(

I3 + Ŝg + N̂g

)−1 (
ω̃ib − b̂g

)
(4.18)

式中，f̂ 和 ω̂ 为补偿后的比力和角速度观测向量。

需要注意的是，在上述模型中，没有列出惯性传感器的深层次误差，包括陀螺的 g
敏感性误差和比例因子的非对称性误差。上述模型是一个相对比较通用的惯性传感器

误差模型，而针对一些特殊场景的惯导和应用，可能需要根据实际情况增广深层次的传

感器误差。
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4.3 惯性传感器误差的 Allan 方差分析

惯性传感器误差构成相对复杂，包含了高频随机噪声和中低频的零偏不稳定性等

多种不同频段和不同类型的随机误差，需要对其进行精细的细分建模和参数估计，以便

做最大限度的误差标定补偿并定量评估其残留部分对惯性导航精度的影响。Allan 方差
作为一种时频分析方法（本质上是频域方法），能够有效描述误差时间序列在不同时间

尺度上的波动特性，即不稳定性。特别是在中长期缓变随机波动的定量描述与分析中具

有很强的表现力，这类误差对惯导积分解算后的漂移误差影响最大，正是惯性器件误差

分析所关注的。对不同时间尺度上的 Allan 方差值构成的曲线进行特征分析，可以辨识
其中包含的随机误差模型的类型和相应的模型参数。这类似于用功率谱密度（PSD）来
描述信号在不同频率尺度上的功率分布，并用 PSD曲线进行系统模型辨识和参数估计。

4.3.1 Allan 方差

在统计学领域描述随机变量的两个经典参数是均值和方差，前者反映误差的总体

偏移，后者则刻画了误差的波动程度。早期在定量表征原子钟的频率稳定度时采用的就

是经典方差方法。然而，美国学者 David W. Allan 在研究铯原子钟频标的频率稳定度
时发现，经典方差会随着测量时间的延长而趋于发散。为克服这一局限，Allan 提出了
一种新的评估方法，即后来广为人知的 Allan 方差，亦翻译为阿伦方程或艾伦方差。高
精度时钟与惯性器件都要做某种形式的积分来获得最终结果，为此都关注传感器的稳

定度参数，将 Allan 方差引入惯性器件的评估也就顺理成章了。在惯性仪器测试与数据
分析领域，惯性传感器的输出数据中通常包含多种随机误差。Allan 方差能够有效地识
别和量化这些原始数据中的不同随机误差成分，包括白噪声、闪烁噪声和随机游走等，

这些噪声类型与频率标准中的噪声特性相似。1995 年，电气与电子工程师协会（IEEE）
在其单轴激光陀螺的测试标准中引入了 Allan 方差分析方法。时至今日，Allan 方差已
经演变成一种独立且通用的时间序列分析工具，在众多领域中广泛应用。

4.3.1.1 Allan 方差的计算

假设待分析的时间序列包含的数据点总数为 N，记为 yi(i=1,2,3,⋯,N)，数据的采
样周期（采样的间隔）为 τ0。以下是 Allan 方差的计算过程：
（1） 分块：根据感兴趣的时间尺度，按长度为 τ = (n− 1) τ0, n < N/2（τ 也称作

时间簇、分块长度或窗口长度）的窗口，将整个序列划分为若干个互不重叠

的数据块，每个块包含 n 个数据点，如图4.8所示。
（2） 计算每个分块的均值，记为 ȳk，即

ȳk =
1

n

k+n−1∑
i=k

yi, k = 1, 2, · · · ,Nc (4.19)

（3） 对相邻块的均值求差，即

∆ȳk = ȳk+1 − ȳk, k = 1, 2, · · · ,Nc − 1 (4.20)
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图 4.8 Allan 方差数据分块过程

（4） 统计相邻块均值之差的均方值，得到对应于分块长度 τ 的 Allan 方差，记
为 σ2(τ)，即

σ2(τ) =
1

2(Nc − 1)

Nc−1∑
k=1

(∆ȳk)
2 (4.21)

（5） 改变分块长度 τ，重复步骤（1）∼ 步骤（4）的计算过程，直至遍历完所有
预定的分块长度，得到对应于不同长度 τ 的一系列 Allan 方差值。

（6） 绘制 Allan 方差曲线：将分块长度 τ 作为横坐标，与之对应的 Allan 方差
的平方根 σ(τ) 作为纵坐标，绘制 Allan 方差曲线。通常，Allan 方差曲线习
惯于在双对数坐标系下绘制，即以 log10 (τ) 为横轴，以 log10 (σ (τ)) 为纵轴，

以增强其表现力。例如，可以使用 MATLAB 中的 loglog 函数来实现这一绘
图过程。

（7） 分析 Allan 方差曲线：通过观察 Allan 方差曲线的形状特征，识别原始时间
序列中的不同误差类型，并提取其模型参数。

类似于传统方差的概念，从严格意义上讲，σ2 (τ) 被称为 Allan 方差，而其平方根
σ (τ) 应该称作 Allan 标准差。然而，在实际应用中，人们往往习惯性地将 σ (τ) 直接

称为 Allan 方差。今后，除非特别指明，当提到 Allan 方差时，若无特殊说明，亦指代
Allan 标准差。式 (4.21) 相比于 Nc− 1 个块平均差值的均方值多了系数 1/2，其目的是
与经典方差分析相兼容。

在步骤（4）中，分块长度的选择至关重要，它应能够覆盖足够的时间尺度，以便准
确分析不同时间尺度和类型的误差，如白噪声、闪烁噪声和随机游走噪声。分块长度的

确定可采用多种策略，其中一种最常见的方法是按 2 的幂次递增选取。首先，选取一个
较小的分块长度作为起点，例如 2 倍采样周期。接着，选择一个较大的分块长度以分析
时间序列中的长期趋势，这个长度同样设置为 2 的幂次。在最小和最大分块长度之间，
按 2 的幂次递增，形成一系列分块长度。例如，若最小分块长度为 2，最大为 512，则
一般设置为以下序列：2、4、8、16、32、64、128、256、512。

步骤（1）的分块过程中，通常将原始序列划分为不重叠的数据块。然而，在实际应
用中，也允许数据块之间存在重叠，这样得到的结果被称为重叠 Allan方差（overlapping
Allan variance）。Allan 方差被提出以来，经历了多次推广和优化，衍生出了多种变体，
包括改进型 Allan 方差、重叠 Allan 方差以及 total Allan variance 等，以适应不同的
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误差分析和测量需求。在惯性传感器误差分析领域，通常采用经典 Allan 方差或重叠
Allan 方差就足以满足需求[28]。

4.3.1.2 Allan 方差的直观理解

前文提及，经典方差虽然能揭示序列的整体波动情况，但是无法细致描绘不同时间

尺度上的误差波动。相比之下，Allan 方差则对不同时间尺度的误差成分均有较强的表
现力，这是因为 Allan方差计算过程中能够针对特定时间尺度上的误差波动进行精确的
提取。例如，当我们仅关注某一特定时间尺度上的误差波动时，比该时间尺度更细微的

短期变化（如短时间的快速跳动）以及更宏观的长期变化（如数倍于该时间尺度的长时

间缓慢漂移）便不再是关注点，我们期望这些无关波动能够在误差指标中被排除。Allan
方差正是通过以下方式实现这一目标的：首先，通过设定分块长度来体现关注的时间尺

度。接着，利用块平均的操作消除短于分块长度的快速变化成分（即细节波动）。然后，

通过相邻块之间求差去除长于两个时间块长度的缓慢变化成分（即宏观波动）。最后，

对得到的若干差值序列进行均方值的统计（这是处理随机样本数据的标准步骤），由此

得到的统计结果便反映了介于 1 倍到 2 倍分块长度之间这一特定时间尺度范围内的误
差波动情况。

因此，Allan 方差计算本质就是使信号通过一个带通滤波器，再做某种时间的统计
平均。其中，块平均的过程相当于让信号通过一个低通滤波器，而相邻块之间的求差操

作则相当于一个高通滤波器。如果对误差序列在各个时间尺度上的成分都感兴趣，则可

以通过改变分块长度，从短到长进行“扫描”，从而获得一系列 Allan方差值。接着，可
以绘制一个“Allan 方差与分块长度”的关系曲线，这样就能够全面地揭示被分析误差
序列的特性了。

4.3.1.3 Allan 方差的精度

实际应用中，Allan 方差总是基于有限长度样本数据计算得到的，因而与经典方差
估计一样，Allan 方差也可以看作一种估计或统计量。对于给定的时间序列，Allan 方
差计算时分块长度越小，可供分析的数据块数量便越多，计算得出的 Allan 方差便越精
确。相反，若分块长度越大，独立的数据块数量则越少，Allan 方差估计值的误差也越
大。研究表明，分块长度 τ 所对应的 Allan 方差估计值 σ̂(τ) 的不确定度，可以通过百

分比形式进行量化，其定义如下：

δ (τ) =
σ̂(τ,m)− σ (τ)

σ (τ)
(4.22)

式中，σ(τ) 表示对应时长为 τ 的 Allan 方差理论值（即无任何计算误差的理想情况），
σ̂(τ,m) 表示基于 m 个独立数据分块计算的 Allan 方差。当 m → ∞ 时，σ̂(τ,m) 将趋
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近于 Allan 方差的理论值 σ(τ)。上述 Allan 方差估计误差可以近似简化为以下形式：

δ (τ) =
1√

2

(
N
n − 1

) (4.23)

式中，在公式中，N 表示待分析序列中的数据总数，n 是长度为 τ 的窗口内包含的数据

点数。N 与 n 的比值表示可以形成的独立数据分块的数量。
假设有一个包含 10000 个数据点的时间序列，如果窗口长度包含的样本点数为

2000，那么独立窗口的数量将只有 5 个（即 N
n = 10000

2000
= 5），在这种情况下，Allan 方

差的估计误差可能达到 35%。相反，如果窗口长度包含的数据点数为 50，那么可以形
成的独立窗口数量将增加到 200 个，此时 Allan 方差的计算误差则为 5%。

从这里可以看出，Allan 方差曲线 τ ∼ σ (τ) 的最右侧部分的不确定度较大，导致

分析结果的可信度降低。为了保证 Allan 方差分析的可靠性，通常建议重点关注曲线的
左侧区域（即较短 τ 值的部分），并确保有足够长度的静态数据来获得统计上显著和可

靠的结果。

4.3.2 误差类型及其 Allan 方差模型

Allan 方差和功率谱密度是分析随机过程特性的两种重要方法，二者之间存在确定
的转换关系。将功率谱密度转换为 Allan 方差的过程是直接且明确的。然而，从 Allan
方差反求功率谱密度的过程则不是唯一的，因为 Allan方差在处理过程中丢失了一些频
域信息。Allan 方差与信号的双边功率谱密度之间的转换关系为

σ2 (τ) = 4

∫ ∞

0

SΩ (f) sin4 (πfτ)
(πfτ)2

df (4.24)

式中，SΩ 为功率谱密度函数，f 为频率。
表4.1以陀螺分析为例，详细列出了陀螺原始数据中普遍存在的五种随机误差类型，

并给出了它们的 Allan 方差模型及其与功率谱密度函数之间的对应关系。当应用 Allan
方差来分析加速度计数据时，采用的分析方法大致相同，涉及的误差类型主要包括加速

度计的量化噪声、零偏不稳定性、加速度（或比力）随机游走以及比力测量中的速率斜

坡误差。

除了表中提到的五种主要误差类型之外，常见的误差还包括指数相关噪声（即马尔

可夫噪声）和正弦误差等。感兴趣的读者可以通过查阅文献[29, 30, 27], 来获取这些噪
声源的详细资料。通过分析不同噪声源的 Allan 方差模型，可以观察到它们在 Allan 方
差的双对数曲线中呈现出不同的图形特征。例如，对于陀螺的角度随机游走误差，如果

对 Allan 方差模型的两边同时取对数并进行整理，可得：

log10 σ (τ) = log10 N− 1

2
log10 τ
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表 4.1 常见随机误差的功率谱与 Allan 方差模型

误差类型
功率谱

SΩ(f)

Allan 方差
σ2(τ)

参数及常用单位 备注

量化噪声 τ0Q2

(2πf)2
3Q2

τ 2
量化噪声系数

Q, ◦
τ0 为量化采样周期

角度

随机游走
N2 N2

τ
角度随机游走系数

N, ◦/
√

h

N =
√q =

√
Tsσwk

其中 q 为角速率白噪声过程
的 PSD，σwk 为对应离散白

噪声序列的标准差，TS 为

采样周期

零偏

不稳定性

B2

2πf ≈ 4B2

9
零偏不稳定性系数

B，◦/h
–

角速率

随机游走

K2

(2πf)2
K2τ

3
角速率随机游走

系数 K, ◦/
√

h3

K =
√q =

√
Tsσwk

其中 q 为角加速度白噪声
过程的 PSD，σwk 为对应离

散白噪声序列的标准差，

Ts 为采样周期

速率斜坡 – R2τ 2

2

角速率斜坡系数

R，◦/h2

速率斜坡属于确定性误差，

而不是随机误差

可以看出，角速度随机游走误差在 τ ∼ σ (τ) 的双对数图中表现为斜率为 −1
2
的直

线。相应地，角速率随机游走则表现为斜率为 1
2
的直线。实际系统输出的信号通常是由

多种不同的误差类型组合而成的，因此其 Allan 方差曲线往往不是单一斜率的直线，而
是由多种独立的图形叠加而成的。对于由多种噪声源叠加而成的信号，其理想的 Allan
方差双对数曲线可以看作是由多段具有不同斜率的直线或不同形状的曲线首尾相连而

成的，如图4.9所示。
通过分析 Allan方差曲线不同区段的斜率和形状，可以识别原始数据中包含的随机

误差类型，并计算相应的模型参数。例如，如果在 Allan 方差曲线的左侧区段出现斜率
为 −1

2
的直线，这表明原始数据中存在白噪声。对于白噪声的模型参数，可以通过以下

方法计算得到：在斜率为 −1
2
的直线上选取任意一点（通常建议选择靠近左侧的点，因

为此时 Allan 方差的计算误差较小），设该点的坐标为 (τi, σi)，则角速度随机游走系数

N可以通过公式系数 N = σi
√
τi 计算得到。之后，将 N的值转换为常用的单位。其他误

差模型的识别和参数计算也可以采用类似的方法，具体步骤可以参考文献[29, 30, 27]。
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图 4.9 各类随机误差的 Allan 方差曲线[30]

值得指出的是，即使在 Allan 方差曲线中没有观察到斜率为 −1
2
的直线，这也不意

味着原始数据中不存在白噪声成分。这可能是因为白噪声被量化噪声或其他高频噪声

所掩盖。因此，在分析 Allan 方差曲线时，需要综合考虑所有可能的噪声源，并注意曲
线的细节，以便准确识别和评估数据中的误差类型。

实践经验表明，即使系统包含了上述各类噪声，但在 Allan 方差曲线中也无法观察
到如图4.9所示的全部曲线形状，通常只能看到部分特征。而且对于某个具体惯性器件
的测试数据，其 Allan方差曲线可能不会展现出图4.9中的典型形式和完整曲线特征，而
可能仅表现出其中的几段。这是因为某些类型的噪声可能不存在，或者虽然存在，但由

于幅度较小而被其他更强的噪声类型所掩盖。

例如，在某些光纤陀螺中，量化噪声的幅度较大，导致在 Allan 方差曲线的高频部
分，斜率为 −1 的直线可能会完全遮挡住代表陀螺白噪声（即角度随机游走，ARW）的
斜率为 −1

2
的直线，使得在 Allan 方差曲线中无法观察到白噪声的特征。相反，对于某

些低精度的 MEMS惯性导航系统，其陀螺的角速率白噪声幅度远大于量化噪声的幅度，
在这种情况下，很可能在 Allan 方差曲线中无法观察到代表量化噪声的斜率为 −1 的直
线段。

这些情况表明，在分析 Allan 方差曲线时，必须考虑到不同噪声源的可能性和它们
相对的强度，并考虑传感器类型、精度等级和测试条件等多种因素的影响。此外，在用

Allan 方差对惯性传感器做随机误差分析时，还应注意以下问题：
（1） 注重曲线观察，避免强行拟合：详细分析之前，务必先仔细观察 Allan 方差

曲线，并通过直观判断来识别曲线所展示的误差种类，一般只能观察到少数

几种随机误差。经验表明，利用最小二乘回归法强行拟合图4.9中的各种误差
是不必要且不合理的，这种做法过于理想化。对于那些在曲线中不易察觉的

随机误差，即便是勉强通过拟合得出，也可能会失真甚至误判。
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（2） 考虑不同种类误差之间的相互影响：Allan 方差曲线是多种不同类型不同强
度随机误差叠加的产物。实际的 Allan 曲线往往不会如理论模型那般理想和
纯粹，其曲线形态和直线斜率可能与图4.9和表4.1中的理论值存在差异。例
如，当白噪声受到轻微量化噪声的影响时，Allan 方差曲线在高频段的直线
斜率并不会严格等于 −1

2
，而是在 [−1,−1

2
] 区间中靠近 −1

2
。因此，在数据分

析时，不应过分追求这种理论上的纯粹性。

（3） Allan 方差曲线无法反映随机常数误差：原因在于其计算过程中，数据块间
的差分操作导致常值误差被消除。因此，利用 Allan 方差分析无法对陀螺仪
和加速度计的固定零偏及零偏逐次上电重复性进行评估。同理，地球自转引

起的恒定角速度分量也不会对陀螺静态数据的 Allan 方差分析造成影响，故
在计算 Allan 方差之前，无需从陀螺数据中扣除地球自转角速度的影响。

（4） 正确解读 Allan 方差指示的零偏不稳定性：Allan 方差所指示的零偏不稳定
性通常对应于 Allan方差曲线的“谷底”部分。在数值上，这一指标通常显著
小于国内业界普遍采用的国军标的 10 秒平滑指标，有时甚至存在数量级的
差异，详细对比见本章4.2.1.1小节。以 Sensonor公司的 STIM300为例，其技
术手册中标注的陀螺零偏不稳定性为 0.5◦/h。部分初学者可能会因此误判其
为高精度战术级 IMU，并在初始对准中使用静态粗对准进行寻北。然而，该
数值其实代表的是陀螺 Allan 曲线的“谷底”的数值，远小于我国国军标中
的零偏稳定性参数，并且没有反映零偏的逐次上电重复性误差。因此，虽然

STIM300 是一款性能相对优秀的 MEMS IMU，但是它还不能算作高精度战
术级 IMU，也没有静态自寻北的能力，因为其陀螺的逐次上电重复性误差可
能高达几十 ◦/h。

（5） 关于随机误差模型参数的计算：Allan 方差的相关研究文献[29, 30]均提供了
具体的计算方法。以陀螺角度随机游走参数 N 的计算为例，文献通常指出，
在 Allan 方差曲线中，在横轴取值为 1 时，相应的纵轴数值代表游走系数 N。
需注意的是，这里的横轴数值 1 并非代表 1 秒或 1 小时，而是一个归一化的
单位。在实际应用中，建议在随机误差对应的 −1

2
斜率直线段上任意选取一

个点，读取其横纵坐标，依据 Allan 方差模型计算出模型参数后转换为常用
单位。当然，通过单一点的坐标来计算模型参数可能会存在一定的误差，因

此，也可以对 Allan 方差曲线的这段进行直线拟合，再从拟合得到的直线模
型中准确提取模型参数。

（6） Allan方差分析结果的检核：用 Allan方差分析惯性传感器误差后，需要对识
别出的模型参数进行准确性验证。经验表明，Allan 方差分析得到的角度随
机游走（ARW）和速度随机游走（VRW）参数与 IMU 制造商提供的标称指
标基本一致，因此，这些参数可作为检验 Allan 方差分析结果准确性的依据。

（7） 原始数据序列的时长要求：Allan 方差分析对原始数据序列的长度有严格要
求，需显著超过所关注的随机误差的相关时间尺度。在 Allan 方差曲线的右
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侧，数据点的估计误差往往较大，因而在进行分析时，必须确保 Allan 方差
的计算误差控制在一个合理的水平。依照推荐的经验标准，该计算误差应控

制在 13% 以内[31, p.197]。
（8） 原始数据采集环境的要求：惯导的原始数据必须在静止条件下采集。如果测

试平台不稳定，会干扰 Allan 方差的分析结果，因为 Allan 方差无法区分实
际的运动信号和随机误差。在通常情况下，惯性传感器的精度越高，对静止

条件的要求也越严格。例如，不应在高楼层环境中进行静止数据采集，而应

在地面上的隔振稳定平台上进行，因为高楼可能发生小幅度的摆动。在数据

采集过程中，应保持测试温度相对恒定，以减少温度变化对测试结果的干扰。

经验表明，低成本的 MEMS IMU 芯片的零偏可能存在一个明显的温升过程，
因此建议使用温度平衡后的数据进行 Allan 方差分析。

（9） 依据 IEEE 952-1997标准对陀螺随机误差进行分析时（具体模型见表4.1），建
议使用角速率形式的陀螺原始观测值进行 Allan 方差计算。对于中高精度的
陀螺，其角增量观测数据可以通过除以采样时间间隔来转换为角速率观测值。

（10） Allan 方差在分析表4.1中所列的 5 种主要随机误差方面非常方便。尽管许多
文献指出 Allan 方差同样适用于分析一阶高斯马尔可夫过程和周期信号，但
除非周期信号非常显著，否则相较于功率谱分析，Allan 方差方法在处理这
些信号时并不那么得心应手。

4.3.3 Allan 方差分析举例

图4.10所示是 ADIS16465-2 MEMS IMU（美国 ADI 公司）三轴陀螺实测数据的
Allan 方差曲线，静态数据时长为 10 小时。

图 4.10 ADIS16465-2 陀螺实测 Allan 方差曲线图
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根据图4.10可给出以下分析结果：
（1） 图中三轴陀螺的 Allan 方差曲线均只有较为明显的三段：0.005∼7s 之间为斜

率为 −1
2
的直线，50 以上为斜率为 1

2
的直线，中间有一小段斜率为 0 的“谷

底”。

（2） 图中可以看出该 IMU 的三轴陀螺精度水平并非一样，其中 y 轴陀螺的噪声
更小一些（斜率为 −1

2
的直线段）。一般来说陀螺精度越高，则 Allan 方差曲

线越靠近横轴。

（3） 从图中 x轴陀螺的Allan方差曲线中读取一个点的坐标，为（0.06 s，26.8096 ◦/h），
具体可以算出陀螺的随机游走系数 N 为

N = σ
√
τ = 26.8096 (◦/h)×

√
0.06s

= 26.8096 (◦/h)×
√

0.06

3600
h

= 0.11 ◦/
√

h

与该 IMU 技术手册标称的 0.15◦/
√

h 比较接近，Allan 方差“谷底”为 2◦/h，与手册标
称的 2.5◦/h 比较接近，见本章4.4.1小节。

4.4 惯性传感器标称参数的解读

惯性传感器参数的命名缺乏统一性，这一现象是历史原因造成的，其源头可追溯至

冷战时期东西方国家在惯性技术领域的竞争与隔阂。在那个时代，东西方阵营在惯性技

术方面各自独立发展，形成了各自的技术传统和标准体系。这种技术分野直接造成了惯

性传感器参数命名的多样化。例如，同一种参数，在此处可能被称作“灵敏度”，而在

别处则可能被称为“感应系数”。尽管 IEEE 曾试图通过制定标准来统一惯导术语[32]，
但这些标准并未得到广泛的应用和执行。

进一步地，随着 MEMS 技术的兴起，惯性传感器行业经历了深刻的变革。许多生
产 MEMS 芯片和模块的企业，其背景多为集成电路芯片制造商，因此，他们在描述惯
性器件的精度指标时，往往采用了集成电路领域的术语（尤其是模拟集成电路），而非

惯导行业的专业术语。不仅如此，随着市场竞争的加剧，各厂家为了凸显自家产品的特

点，有时会故意使用独特的参数名称，以吸引客户关注。这种商业宣传策略无意中加剧

了参数命名的混乱程度。

对于用户而言，面对这些名称各异的惯性传感器参数，往往感到困惑，难以进行有

效的比较和选择。因此，正确理解和解读惯性传感器手册中的标称参数，需要紧密结

合手册中的上下文信息，必要时还需联系厂家咨询。本节以美国模拟器件公司（Analog
Devices Inc.,ADI）的代表性 MEMS IMU 模块 ADIS16465 为例，进行传感器手册中的
参数解读，以致敬这家 MEMS 惯性器件生产先驱。
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4.4.1 正确理解厂家标称的陀螺零偏

陀螺零偏是惯性导航系统中的关键性能指标。如本章4.2.1小节所述，陀螺零偏可进
一步划分为多种类型。当制造商仅向用户提供单一零偏指标时，该指标应当代表所有零

偏误差的综合结果，或是所有零偏指标中的最大值。然而，精明的制造商往往倾向于引

用 Allan 方差零偏（这一点在 MEMS 厂商中尤为常见），因为该数值通常较小，听起来
更具吸引力。部分不负责任的厂商甚至未明确指出所提供的是基于 Allan方差的零偏数
据，这就可能会对用户造成误导。因此，用户在审视这些指标时需保持审慎，并深入理

解各项指标及其测定方法，特别是针对 MEMS 器件。
在评估 MEMS 器件时，笔者通常会特别关注其零偏的温度敏感系数，因为温度漂

移是 MEMS 器件内在固有的关键误差源。若器件对温度变化不敏感，其他性能指标通
常也较为稳定。此外，我们还应审视零偏的逐次上电重复性和零偏不稳定性（按照国军

标）。然而，MEMS 器件的技术手册往往不提供这两个指标，而是仅提供 Allan 方差
零偏不稳定性。此时可以采取一种粗略的经验估算，将 Allan 方差零偏不稳定性放大
5 ∼ 10 倍，以此作为国军标零偏不稳定性的估算值。

此外，在阅读惯性传感器指标参数时，还存在一个很明显但常被忽略的陷阱，即误

差数值的具体含义（即哪种统计值），惯性传感器的很多精度指标都是多次独立测试后

的统计结果，不同统计指标的大小会有很大差异。例如标识的某种零偏可能是多次独立

测试随机误差的峰峰值（P-P）、最大值（MAX）、均方根值（RMS）或 1σ 值。假设某
一随机误差遵循零均值正态分布，则有以下这些指标：

峰峰值 (P-P) = 2×最大值 (MAX) = 6×均方根(RMS, 1σ)

因此，采用不同的统计量来表示误差指标时，其数值可能会有显著差异。事实上，

多数制造商倾向于使用 1σ 值，因为其数值相对较小。鉴于此，在分析和选择惯性器件
时，必须确保用具有相同统计意义的零偏指标进行对比，从而避免被精明的厂商误导。

最后，值得强调的一点是，我们不应仅因低成本 MEMS器件（尤其是 MEMS IMU
芯片）较大的常值零偏和全温度范围内的零偏误差就轻率地否定或拒绝它们。毕竟，

MEMS 惯性导航系统通常不会长时间独立运作，而是与 GNSS 接收机或其它绝对定位
手段结合构成组合导航系统。在这样的系统中，常值零偏、逐次上电重复性以及缓慢的

零偏变化（包括温度漂移）一般都能通过组合导航算法（例如扩展 Kalman 滤波）有效
地进行在线估计和补偿。在这种情况下，真正需要关注的是零偏不稳定性的中短期变化

成分（例如，10 秒至 100 秒时间尺度上的波动）。而在这方面，MEMS 器件与传统的惯
性器件的差距并不显著，千万不要因此而错失一款物美价廉的优秀器件。

4.4.2 典型 MEMS IMU 模块产品的标称参数

美国 ADI 公司的 ADIS1646X 系列是经典的 MEMS IMU 模块产品，下面以其中
的 ADIS16465 为例来分析其陀螺和加速度计参数。
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4.4.2.1 ADIS16465 的陀螺参数

Dynamic Range，动态范围，也即量程，是指陀螺能够测量的最大和最小值的范
围。该 IMU 系列（即 ADIS16465-X）包含 3 个子型号，其陀螺仪量程有所差异，以满
足不同的应用需求，如图4.11所示。选择大量程的子型号时，其绝对误差也会相应增大，
这是因为一个传感器的相对测量能力通常是固定的。因此，在传感器选型过程中，应当

根据实际应用需求选择适当的量程。量程过小可能无法满足使用范围，而量程过大则会

在绝对误差上吃亏。为简化描述，下面仅针对 ADIS16465-1 这一子型号的指标参数进
行详细解读，其量程为 ±125deg/s。

Data Sheet ADIS16465
 

Rev. C | Page 3 of 33 

SPECIFICATIONS 
Case temperature (TC) = 25°C, VDD = 3.3 V, angular rate = 0°/sec, and dynamic range = ±2000°/sec ± 1 g, unless otherwise noted. 
Table 1. 
Parameter Test Conditions/Comments Min Typ Max Unit 
GYROSCOPES      

Dynamic Range ADIS16465-1 ±125   °/sec 
 ADIS16465-2 ±500   °/sec 
 ADIS16465-3 ±2000   °/sec 
Sensitivity ADIS16465-1, 16-bit  160  LSB/°/sec 
 ADIS16465-2, 16-bit  40  LSB/°/sec 
 ADIS16465-3, 16-bit  10  LSB/°/sec 
 ADIS16465-1, 32-bit  10,485,760  LSB/°/sec 
 ADIS16465-2, 32-bit  2,621,440  LSB/°/sec 
 ADIS16465-3, 32-bit  655,360  LSB/°/sec 

Repeatability1 −40°C ≤ TC ≤ +85°C, 1 σ  ±0.3  % 
Error over Temperature −40°C ≤ TC ≤ +85°C, 1 σ  ±0.3  % 

Misalignment Error Axis to axis, 1 σ  ±0.05  Degrees 
Nonlinearity2 ADIS16465-1, full scale (FS) = 125°/sec  0.2  % FS 
 ADIS16465-2, FS = 500°/sec  0.2  % FS 
 ADIS16465-3, FS = 2000°/sec  0.25  % FS 
Bias      

Repeatability1 −40°C ≤ TC ≤ +85°C, 1 σ  0.4  °/sec 
In-Run Bias Stability ADIS16465-1, 1 σ  2  °/hr 
 ADIS16465-2, 1 σ  2.5  °/hr 
 ADIS16465-3, 1 σ  6  °/hr 
Angular Random Walk ADIS16465-1, 1 σ  0.15  °/√hr 
 ADIS16465-2, 1 σ  0.15  °/√hr 
 ADIS16465-3, 1 σ  0.26  °/√hr 
Error over Temperature −40°C ≤ TC ≤ +85°C, 1 σ  ±0.2  °/sec 
Linear Acceleration Effect  Any direction, 1 σ  0.009  °/sec/g 
Vibration Rectification Effect Random vibration, 2 g rms, bandwidth = 50 Hz to 2 kHz  0.0005  °/sec/g2 
Output Noise ADIS16465-1, 1 σ, no filtering, x-axis  0.05  °/sec rms 
 ADIS16465-1, 1 σ, no filtering, y-axis and z-axis  0.07  °/sec rms 
 ADIS16465-2, 1 σ, no filtering, x-axis  0.05  °/sec rms 
 ADIS16465-2, 1 σ, no filtering, y-axis and z-axis  0.08  °/sec rms 
 ADIS16465-3, 1 σ, no filtering, x-axis  0.11  °/sec rms 
 ADIS16465-3, 1 σ, no filtering, y-axis and z-axis  0.16  °/sec rms 
Rate Noise Density ADIS16465-1, 10 Hz to 40 Hz, x-axis  0.002  °/sec/√Hz rms 
 ADIS16465-1, 10 Hz to 40 Hz, y-axis and z-axis  0.003  °/sec/√Hz rms 
 ADIS16465-2, 10 Hz to 40 Hz, x-axis  0.002  °/sec/√Hz rms 
 ADIS16465-2, 10 Hz to 40 Hz, y-axis and z-axis  0.003  °/sec/√Hz rms 
 ADIS16465-3, 10 Hz to 40 Hz, x-axis  0.004  °/sec/√Hz rms 
 ADIS16465-3, 10 Hz to 40 Hz, y-axis and z-axis  0.0065  °/sec/√Hz rms 

3 dB Bandwidth   550  Hz 
Sensor Resonant Frequency   66  kHz 

ACCELEROMETERS3 Each axis     
Dynamic Range  ±8   g 
Sensitivity  32-bit data format  262,144,000  LSB/g 

Repeatability1 −40°C ≤ TC ≤ +85°C, 1 σ  ±0.2  % 
Error over Temperature −40°C ≤ TC ≤ +85°C, 1 σ  ±0.1  % 

Misalignment Error Axis to axis  ±0.05  Degrees 
Nonlinearity Best fit straight line, ±2 g  0.25  % FS 
 Best fit straight line, ±8 g, x-axis  0.5  % FS 
 Best fit straight line, ±8 g, y-axis and z-axis  1.5  % FS 

图 4.11 ADI 公司 ADIS1646X 陀螺性能参数表格截图

Sensitivity，即灵敏度，此处应理解为陀螺的比例因子或标度因子的设计值（即
名义值或额定值），这与传统光学陀螺中的脉冲当量的倒数的概念相似。灵敏度向用户

指示了如何将陀螺的数字输出量转换为角速度。其单位表示为 LSB/◦/s，更严谨的写
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法应该是 LSB/(◦/s)，其中 LSB 代表传感器输出数字量的最低有效位。需要注意的是，
MEMS IMU 的输出通常为角速度和比力的形式，而不像传统高精度 IMU 那样输出角
增量和速度增量。不同量程的子型号具有不同的比例因子，从图4.11中还能看出该模块
还有低分辨率（16-bit）和高分辨率（32-bit）两种输出模式。考虑到惯导对 IMU 的精
度要求，应优先选择高分辨率模式。

Repeatability（sensitivity 的细化指标之一），翻译为重复性。初看似乎是陀螺
比例因子的逐次上电重复性，但根据表格后面的注释 1（未在图4.11中显示），它实际上
是指在 500 小时的高温测试中观察到的长期变化。尽管笔者对这种测量重复性的方法
有些疑惑，但这种严格的测试确实能够反映出该参数的长期稳定性和重复性。具体数值

为 0.3%（千分之三），并且是基于 1σ 的标准。这个数值并不算小，意味着在实际使用
过程中，可能会观察到高达 0.6%（2σ）甚至 0.9%（3σ）的比例因子误差。

Error over Temperature（sensitivity 的细化指标之一），指比例因子的全温误
差，即指比例因子在额定工作温度范围内相较于室温（25◦C）条件下的比例因子的相对
变化。该指标的具体数值为 0.3%（1σ），与重复性（repeatability）的数值相当，表明该
传感器在生产环节做了内部温度标定和补偿。

Misalignment Error，可以有多种翻译和含义，但在第二列中测试条件/备注（test
condition/comments）中提到，此处特指轴与轴（axis to axis）之间的误差。因此，该参
数应理解为陀螺仪三轴之间的非正交性误差（请注意，此处不是指陀螺敏感轴与 IMU
外壳轴线之间的角度偏差，那种偏差会更大一些）。该指标的具体数值为 0.05◦（1σ），该
误差相对较小，换算成弧度大约为 0.0009（千分之一弧度），相较于 0.3% 的比例因子
误差，几乎可以忽略不计。

Nonlinearity，非线性，此处具体指满量程直线拟合后的残差（见原始手册的表格
注释 2）。0.2%（千分之二）的精度在 MEMS IMU 中算是中规中矩。

Bias Repeatability，陀螺零偏重复性，是惯性导航和组合导航极为关注的重要器
件指标。与之前讨论的比例因子重复性定义相似，此处所指的并非陀螺零偏的逐次上

电重复性误差，而是在 500 小时高温测试中观察到的长期变化。该指标的具体数值为
0.4◦/s，换算为常用单位则为 1440◦/h，这一数值不容小觑，反映出该 IMU 模块的陀螺
零偏在长期稳定性和重复性方面表现较差。相较于价格仅十几美元的车规级 MEMS 芯
片，该指标并未展现出明显的优势。幸运的是，用于 GNSS/INS 组合导航时，这种缓
慢变化的或单次使用中保持不变的零偏误差成分可以通过组合导航算法进行在线估计

和补偿，因而对系统性能的影响相对有限。

In-Run Bias Stability，即单次上电零偏稳定性，具体数值为 2◦/h，比前面的
Bias Repeatability小了两到三个数量级。回顾本章4.2.1小节的提示，我们不禁好奇，如
此出色的指标究竟是指国军标中的零偏不稳定性，还是 Allan 方差曲线的“谷底”值？
图4.11的参数列表中并未给出详细的定义和注释，但好在厂家在产品技术手册中附上了
Allan 方差曲线，通过这一曲线，可以确认 Allan 方差的“谷底”正是这一数值，从而
判定该参数代表的是 Allan 方差所指示的零偏不稳定性。这一例子也再次提醒我们，惯



4.4 惯性传感器标称参数的解读 97

性传感器参数的含义必须结合技术手册上下文才能准确解读。

Angular Random Walk（ARW），角度随机游走，即陀螺角速率输出的白噪声
谱密度。具体数值为 0.15◦/

√
h= 0.0025◦/s/

√
Hz，这一数值非常小，几乎达到了典型战

术级陀螺的水平。

Bias Error over Temperature，陀螺的全温零偏误差，指陀螺零偏在其额定工
作温度范围内相对于室温零偏值的变化量。具体数值为 0.2◦/s，换算为常用单位则为
720◦/h，这一数值表明该型陀螺的零偏对温度较为敏感。

Bias Linear Acceleration Effect，陀螺零偏的加速度敏感性，这是陀螺性能中
的一个深层次误差因素。具体数值为 0.009◦/s/g，换算成常用单位则为 32.4◦/h/g。这意
味着当 IMU 所感受到的加速度每变化 1 倍重力时，其零偏的变化将达到 32.4◦/h。这
一误差幅度已经足够显著，在实际应用中不容忽视。

Vibration Rectification Effect，即振动整流效应，是衡量陀螺输出对振动环境
敏感度的一项指标，本质上是陀螺在振动环境下产生的非线性误差。具体是指陀螺在遭

受振动影响时，由于内部结构不对称所引起的输出信号的系统性偏差。对于那些存在剧

烈振动的应用场景，该效应不容忽视，如无人机、工程车辆等。

Output Noise，陀螺输出噪声。在参数列表中特别注明了这一指标代表的是离散
白噪声的均方根（RMS），而非连续白噪声过程的功率谱密度（PSD）。由此可以看出，
该指标与之前提到的角度随机游走（ARW）存在一定的重叠，两者之间是可以相互转
换的。考虑到这款 IMU 的带宽（bandwidth）为 550Hz，因此可以根据相应公式进行换
算：

RMS = ARW×
√

BW

= 0.15◦/
√

h×
√
550Hz

= 0.0025◦/s/
√

Hz×
√
550Hz

= 0.059◦/s

与列表中给出的 RMS 数值 0.05◦/s 一致。因此，这个噪声指标在一定程度上显得有些
冗余。

Rate Noise Density，速率噪声密度。这个指标与前面的 ARW 简直就是完全

重复了，前文给出的 ARW 值为 0.15◦/
√

h，换算后为 0.0025◦/s/
√

Hz，与此处提供的
0.002◦/s/

√
Hz 数值非常接近。不知厂家为何要两次列出同一指标，或许这个指标是专

门针对 10Hz 至 40Hz 这一关键频段，单独给出其噪声谱密度，以突出该频段内的噪声
性能。注意，该 IMU 的陀螺噪声，y 轴和 z 轴要比 x 轴略大，因此在应用中可以考虑
尽量将 x 轴配置在最重要的方向上。

3dB Bandwidth，陀螺的带宽。具体数值为 550Hz，这样的带宽对于大多数应用
场景来说都是足够的。另外，注意到在手册中提及传感器噪声的 RMS 值时，同时提供
了相应的带宽信息，这种做法是严谨的。因为如果没有带宽的上下文，单独提及噪声的

RMS 值是没有意义的。
Sensor Resonant Frequency，即传感器的谐振频率。鉴于 MEMS陀螺大多基于
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振动陀螺的原理设计制造，该参数特指陀螺内部微机械结构的谐振频率。较高的谐振频

率更为理想，因为这样内部感知结构就不那么容易受到环境中的高频振动（如汽笛、蜂

鸣器等）或尖锐冲击的干扰。这里的 66kHz 算是非常高的了。

4.4.2.2 ADIS16465 的加速度计参数

加速度计与陀螺仪在参数命名上大多相似。因此，接下来将不再逐一阐释各项参数

的具体定义，而是直接针对各参数的精度进行简要解读和评价，见图4.12。

图 4.12 ADI 公司 ADIS1646X 加速度计性能参数截图

Dynamic Range，即动态范围，亦称作量程。该加速度计的动态范围限定在 ±8g，
其满量程输出达到 16g。对于需要更宽量程的应用场景，可以考虑选用 ADIS16467，其
量程拓宽至 40g，具体规格参数，请参阅 ADIS16467 的产品手册。

Sensitivity，灵敏度。与陀螺类似，该指标是指加速度计标度因子的名义值。这里
给出的是高分辨率模式下（32-bit）的数值。

Repeatability，即标度因子重复性。具体数值为 0.2%（千分之二），精度尚可。
Error over Temperature，标度因子的全温误差，指温度变化对传感器标度因子

的影响。具体数值为 0.1%（千分之一），这一数值相对较小（相比于标度因子重复性），
表明其在不同温度条件下具有较高的测量精度和稳定性。

Misalignment Error，指加速度计三轴之间的非正交性。具体数值为 0.05◦，也即

0.001rad，相比于标度因子重复性不算很大。
Nonlinearity，即加速度计比例因子的非线性误差，反映了传感器输出与实际输入

之间非线性关系的程度。在 2g 的测量范围内，该加速度计的非线性误差为 0.25%，这
一水平可以认为是 MEMS行业内的中等水平。然而，当测量范围扩展至全程 8g时，其
非线性误差表现较差，这可能会影响测量的准确性。值得注意的是，y 轴和 z 轴的非线
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性度显著高于 x 轴，这意味着在实际应用中，应优先考虑将 x 轴配置在最为关键或量
程最大的测量方向。

Bias Repeatability，即加速度计零偏重复性，具体数值为 1.4mg，相当出色，属
于典型的战术级水平。

In-Run Bias Stability，加速度计单次上电零偏稳定性，与之前陀螺的 In-Run
bias stability 一样，也是对应 Allan 方差曲线的谷底，属于比较取巧的零偏指标，不过
3.6µg（1µg = 1.0× 10−6g）也是够小的了。

Velocity Random Walk，速度随机游走（VRW），也就是加速度计输出比力的
白噪声，具体数值为 0.012m/s/

√
h，噪声水平非常小。

0.012m/s/
√

h = 0.0002m/s/
√

s

= 0.0002m/s2/
√

Hz

= 20µg/
√

Hz

Bias Error over Temperature，加速度计的全温零偏误差，只有 1mg（1σ），算
是非常稳定，完全够战术级水平了。

Output Noise和 Noise Density：与陀螺类似，这两个噪声指标都与前面的 VRW
冗余了。

3dB Bandwidth 和 Sensor Resonant Frequency：与前面陀螺的类似，这里不
再解释。600Hz 的带宽对一般应用是足够的；不过 2.2kHz 的谐振频率有点偏低。

总体而言，ADIS1646X 的加速度计作为 MEMS 器件，其性能指标非常出色，基本
上达到了战术级水平。

以上便是这款 MEMS IMU 中精度相关参数的全部解读。需要指出的是，手册中并
未列出零偏和比例因子的常值误差。笔者推测，这可能是由于在生产过程中，该 IMU
模块已经进行了粗略的自动标定，扣除了绝大部分常值误差（例如 ◦/s 量级的常值陀螺
零偏）。一些精度更低的 MEMS IMU芯片（如手机芯片）同样未提供常值误差数据，这
通常是因为这些误差值过大，列出可能会吓到用户。

总体而言，这款 MEMS IMU 模块勉强可算作准战术级水平的器件。尽管其陀螺的
零偏重复性和温度稳定性与准战术级标准尚有不小的差距，动态指标（如比例因子、交

轴耦合、非线性）也表现平平，但加速度计的性能却十分出众。在应用于 GNSS/INS组
合导航系统时，若载体的动态性能要求不高（如普通车载或船载应用），其表现应该能

接近战术级惯性导航系统的水平（注意这里并非指该 IMU 具备静态寻北能力）。
这款 MEMS IMU 模块的参数标注方式具有一定的典型性，读者今后在查阅其他

MEMS 惯性器件产品的技术规格时，可作为参考。关键在于，需要结合技术手册中的
上下文的所有相关信息并充分利用惯性器件误差的相关知识来判断出每项指标的确切

含义。若在理解上仍有不确定性，那么最佳的做法是联系制造商或代理商以获取专业的

技术支持。
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4.5 IMU 误差标定

惯性导航解算是一个时间积分过程，即便是微小的惯性传感器误差，也可能导致有

界或无界的导航结果误差[7]。提升惯性导航的精度主要有两个途径[27]：一个是优化仪
表的设计与加工工艺，或研发新型的更高精度惯性传感器；另一个是对惯性传感器及惯

导系统进行测试和标定，通过误差补偿技术来提高仪表和系统的导航精度。通过测试和

标定技术构建系统误差模型和估计相关误差系数，并通过误差补偿措施进一步提升其

使用精度，无需改动传感器硬件，具有重要的实用价值，已成为研制和生产惯性器件及

系统过程中不可或缺的一环。

惯性传感器的测试与标定关系密切，但还是有明显的区别。打个不太恰当的比喻，

测试犹如一场严格的考试，旨在全面检验学生的知识水平；而标定则更像是一场考前答

疑，针对性地解答学生的疑问，以提高其考试成绩。在测试过程中，需要对惯性传感器

的精度（包括各种误差参数）、环境适应性、使用寿命等多种指标进行全面考察，例如，

必须涵盖系统性误差和随机误差等各项误差参数。而标定的重点则在于对系统性常值

误差进行精确估计和有效补偿。

通过测试标定和误差补偿，原本看似不合格的惯性传感器可能重新具备使用价值，

满足相应的应用要求。例如陀螺厂家生产了一批导航级陀螺，并不是每只陀螺一生产出

来其零偏都满足指标要求，其常值零偏部分可能远大于 0.01◦/h。但是只要其参数稳定，
随环境因素变化很小，那么把常值零偏标定和补偿之后就可能是一只合格的导航级陀

螺。因此，对于惯性传感器来说，其核心的要求就是指标参数要稳定，稳定的传感器就

是好传感器，至于常值误差只要仔细地标定补偿即可。因此，惯性传感器的设计指导思

想不应片面地追求降低其绝对误差，而应重点保证其参数的稳定性和重复性。对于传统

的中高精度 IMU，一般需要使用专业的测试和标定设备进行逐个或批次抽样标定。然
而，对于基于芯片工艺生产出来的 MEMS 惯导，由于是大批量生产，根本没有条件使
用昂贵的高精度转台进行逐个或逐批次标定，只能是想办法利用生产环节中的某一些

机会，做一些简单而高效的标定和补偿机制，其标定效果肯定无法跟专业设备相比。

原则上，所有系统性误差都可以被标定和补偿。例如，针对那些能够在较长时间内

保持稳定的误差项，可以通过部件级和系统级的精确标定来予以补偿，从而显著提高导

航系统的精度。然而，在标定过程中，通常考虑主要误差项。尽管次要误差项同样可通

过标定补偿措施予以修正，但其重要性相对较低。只有在主要误差项得到有效处理后，

才有必要对次要误差项进行标定。对于一些随机误差，则可考虑在导航算法中进行实时

的估计与补偿。例如，陀螺零偏的逐次上电重复性，在实验室和生产环节进行标定并无

实质性意义。这是因为现场上电情况与实验室条件存在差异，其数值每次上电都会发生

变化。但在实际应用中，上电后的零偏逐次上电重复性成分保持不变，因此可以通过在

线估计方法进行精确的补偿。又如，那些变化较为缓慢的零偏不稳定性，在上电后随时

间缓慢变化，导航算法便拥有了充足的时间和机会对其进行在线估计，待估计收敛后在

一定时间内使用该结果。同时，导航算法会持续更新以跟随这种零偏缓慢变化。关于在

线标定与估计的具体应用，将在第8章8.3节讨论。



4.5 IMU 误差标定 101

4.5.1 标定设备

标定是通过比较传感器输出和已知输入参考值（即真值）来确定一组校正系数的过

程，该系数用于补偿传感器的输出，消除其确定性误差的主要部分，使其与参考信息相

吻合。因此，标定需要传感器输入值的参考信息，也即惯性传感器的参考输入。理想的

参考信息应当精准且容易获取。对于加速度计而言，地球重力场提供了一个无处不在、

稳定可靠和足够强的加速度参考，因此，重力加速度是标定加速度计最常用参考信息。

对于陀螺而言，虽然地球自转角速度是一个客观存在且相对精确的参考信息，但其数值

小、信号弱，通常不足以覆盖陀螺的量程（例如，几个弧度每秒至几百度每秒）。因此，

实际标定陀螺时，需要利用专门制造的转台设备（如图4.13所示）来提供精确和足够覆
盖陀螺量程的角速度参考（或精确的快速转动角度），转台提供的旋转角速度或角度可

以根据需要调整大小，以适应不同陀螺的标定需求。

图 4.13 高精度三轴转台

针对陀螺的标定，转台可提供两种不同类型的参考：一种是角速率参考，即速率转

台；另一种是转动角度参考，即位置转台。这两种转台在实际工程应用中各有特点。对

于速率转台，若要求参考角速度与高精度陀螺仪的测量精度相匹配，技术实现难度较

大，且成本极高。相比而言，位置转台是一个更具性价比的选择。位置转台主要提供精

确的相对转角，得益于高精度的角度传感器和精确的角度控制技术，与高精度角速度及

其控制相比，精确角度的转动和控制相对容易实现，且成本较低。具体而言，角位置转

台可以转动一个精确的预设角度，然后通过高精度的角度传感器（如光电编码器）来测

量实际转动的角度，然后将该角度“真值”与陀螺积分解算出来的角度变化做比对，实

现陀螺误差参数的标定。这种方法允许转台的标定动作更加专注于角度这种静态参数

的精确测量和控制，而不是角速度这种动态参数的精确控制。通过这种方式，可以有效

地对陀螺仪进行标定，同时显著降低了设备成本。

无论是位置转台还是速率转台，其购置及维护成本均相对较高。在惯性仪器的测试
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与标定领域，所需的设备不仅是转台，还包括诸如水平仪、稳定平板、六面体夹具、分

度头、精密离心机、线振动台以及温度控制箱等。有关这些设备的详细信息，可参阅文

献[27]。在选择标定设备时，应当基于待标定设备的精度级别、特定性能以及标定的精
度需求，精心挑选合适的标定工具。

4.5.2 加速度计的六位置法静态标定原理

加速度计的静态六位置标定法简便、可靠，是常用的实验室标定方法，可以标定出

加速度计的零偏、比例因子和交轴耦合。标定要求加速度计的 3个轴线分别朝上和朝下
静置一段时间，记录加速度计的原始数据。

4.5.2.1 两位置法静态标定

加速度计敏感轴正方向分别朝上和朝下，如图4.14所示，静止测量并记录其读数。
考虑常值零偏和比例因子误差，根据加速度计测量方程，易得加速度计的测量模型：

f̃up = b + (1 + δs)g (4.25)

f̃down = b− (1 + δs)g (4.26)

式中2，f̃up 和 f̃down 分别表示加速度计敏感轴朝上和朝下时的实际输出，b 为加速度计
常值零偏，δs为加速度计常值比例因子误差。需要注意的是，上式中没有考虑加速度计
的随机噪声项。这是因为在实际标定过程中，通常会对加速度计在静止状态下的测量值

进行一段时间的连续记录，并取其平均值作为最终读数，以此来降低随机噪声对标定结

果的影响。

 

图 4.14 加速度计两位置法标定示意图

根据式 (4.25) 和式 (4.26) 可对加速度计的零偏和比例因子误差进行估计：
b̂ =

f̃up + f̃down

2

δŝ = f̃up − f̃down

2g − 1

(4.27)

式中，b̂ 和 δŝ 分别为加速度计零偏和比例因子误差的估值。
2对上式中重力加速度的正负号有困惑的读者，建议回顾第3章3.5.3.2小节的内容
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两位置法标定是一种简单而实用的通用技术，常用于精密机械和测绘领域，以校正

设备的常值误差。该方法通过让仪器在两个相反的位置进行测量，实现误差的正负相互

抵消。例如，在全站仪的垂直角标定中就采用了这种方法。加速度计的两位置法标定具

有很强的鲁棒性。在实际标定操作中，往往难以使加速度计完全精确地指向铅垂的上下

方向，而是会与铅垂线存在一个小的夹角 θ，如图4.15所示。因此，加速度计的测量模
型相应地调整为

f̃′up = b + (1 + δs)g cos θ (4.28)

f̃′down = b− (1 + δs)g cos θ (4.29)

因此，加速度计的零偏和比例因子的估计值为

b̂ =
f̃′up + f̃′down

2
, δŝ =

f̃′up − f̃′down

2g cos θ − 1 (4.30)

 

图 4.15 加速度计两位置法静态标定的鲁棒性示意图（考虑水平基准有偏角）

可见，加速度计零偏的标定完全不受该倾角的影响；而对于比例因子误差的标定，

θ 的影响也比较小，因为在小角度下 cos θ ≈ 1。例如，假设 θ 为 0.2◦，它对比例因子误

差估计所造成的影响仅为 1 ppm。

4.5.2.2 六位置法静态标定

通常情况下，IMU 包含相互正交的三轴加速度计。通过将每个轴的加速度计分别
朝上和朝下静止测量，则可实现三轴加速度计的标定。在每次静止状态下，同时记录三

轴加速度计的输出，而不仅仅是一个轴的输出，这样不仅可以标定出每个轴的零偏和比

例因子误差，还能够标定三轴加速度计之间的交轴耦合误差。三轴加速度计的测量模型

如下：

f̃b = fb + ba + Safb + Nafb + wa (4.31)

式中，f̃b = [̃fx f̃y f̃z]⊤ 为加速度计测量值向量，上标“∼”表示传感器的实际输出，f̃x
、̃fy、̃fz 分别为 x、y、z 轴加速度计的测量值；fb = [fx fy fz]⊤ 为加速度计感知的真实
比力向量；ba = [ba,x ba,y ba,z]

⊤ 为加速度计常值零偏向量；Sa 为加速度计的比例因子
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误差矩阵；Na 为加速度计的交轴耦合误差矩阵；wa = [wa,x wa,y wa,z]
⊤ 为加速度计的

随机噪声向量。比例因子和交轴耦合误差矩阵记作

Sa =


δsa,x 0 0

0 δsa,y 0

0 0 δsa,z

 , Na =


0 ma,xy ma,xz

ma,yx 0 ma,yz

ma,zx ma,zy 0


式中，δsa,x 、δsa,y 、δsa,z 分别为 x、y、z 轴加速度计的比例因子误差，ma,yx 表示 y 轴
加速度计对 b 系 x 轴比力的敏感系数（交轴耦合），详见第4章4.2.3小节。

在实际的标定过程中，可以通过对加速度计的一段静态数据求平均来降低随机噪声

的干扰幅度，使其影响明显小于待标定的零偏参数。在这种情况下，可以忽略式 (4.31)
中的噪声项，并改写为如下矩阵形式：

f̃x
f̃y
f̃z

 =


1 + δsa,x ma,xy ma,xz

ma,yx 1 + δsa,y ma,yz

ma,zx ma,zy 1 + δsa,z




fx
fy
fz

+


ba,x

ba,y

ba,z

 (4.32)

上式可进一步写为齐次方程形式：


f̃x
f̃y
f̃z

 =


1 + δsa,x ma,xy ma,xz ba,x

ma,yx 1 + δsa,y ma,yz ba,y

ma,zx ma,zy 1 + δsa,z ba,z




fx
fy
fz
1

 (4.33)

上式等号右边的矩阵包含了 12 个待标定的加速度计误差参数，记为 M。为求解
M，将加速度计按图4.16所示的方式，分别让 x、y、z 轴加速度计朝上和朝下静置，共
采集 6 个位置的静态数据。

 

图 4.16 加速度计标定的六位置示意图



4.5 IMU 误差标定 105

对应图4.16所示的 6 个位置，IMU 感知的真实比力向量为

f1 =


g
0

0

 , f2 =


−g
0

0

 , f3 =


0

g
0

 , f4 =


0

−g
0

 , f5 =


0

0

g

 , f6 =


0

0

−g


(4.34)

式中，比力向量的下标 1∼6 分别表示加速度计 x 轴朝上、x 轴朝下、y 轴朝上、y 轴朝
下、z 轴朝上、z 轴朝下。
按式 (4.33) 的形式写出每个位置对应的加速度计测量模型，可合并为如下分块矩

阵：

[̃
f1 f̃2 f̃3 f̃4 f̃5 f̃6

]
=


1 + δsa,x ma,xy ma,xz ba,x

ma,yx 1 + δsa,y ma,yz ba,y

ma,zx ma,zy 1 + δsa,z ba,z


[

f1 f2 f3 f4 f5 f6
1 1 1 1 1 1

]

(4.35)
上式可记作

L = MA (4.36)

其中，

L =
[̃
f1 f̃2 f̃3 f̃4 f̃5 f̃6

]
A =

[
f1 f2 f3 f4 f5 f6
1 1 1 1 1 1

]

M =


1 + δsa,x ma,xy ma,xz ba,x

ma,yx 1 + δsa,y ma,yz ba,y

ma,zx ma,zy 1 + δsa,z ba,z


可以看出，M矩阵中包含 12个待估的加速度计误差参数，六位置法观测中共有 18

个方程，存在一定的冗余观测，可用最小二乘法求解待估参数矩阵：

M̂ = LA⊤ (AA⊤)−1 (4.37)

上式即加速度计的静态六位置法标定原理。

4.5.3 陀螺的两位置法标定原理

下面介绍基于角位置转台的陀螺两位置法标定的基本原理，如图4.17所示。以 z 轴
陀螺的标定过程为例进行说明。在标定过程中，将 z 轴陀螺的敏感轴朝上安装，并与转
台的铅垂旋转轴对齐。由于可以控制转台按正向和反向转动，因此只需一次安装，无需

调整陀螺的安装方向即可完成两位置法标定。具体的标定步骤如下：

首先，控制转台从静止按设定的角速率绕陀螺敏感轴正向转动一个指定角度并停

止，记录该过程中陀螺的原始测量值。然后，控制转台以大致相同的角速率绕陀螺敏感
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轴反向转动相同角度，并记录该过程中陀螺的测量值。其中，预设的转台转动角速率值

建议尽量取实际应用陀螺的典型角速率（测试和标定方法要能反映惯导的应用类型，同

时且非常重要的是要反映传感器和系统的实际工作环境[17, p148]），例如车载环境典型
的转弯角速率为 20◦/s∼40◦/s，那么标定车载 IMU 时可以采用这一角速率范围。此外，
转动的角度建议选择 360◦ 或其整数倍，这样利用角度传感器控制转台完成一圈或多圈

的转动，并回到原始角度位置，是更容易精确操控的。

 

图 4.17 转台分别绕 z 轴正转和反转大小相等的角度 α

根据第3章3.5.3.1小节分析可知：在标定过程中，陀螺感知的角速度是转台转动角
速度和地球自转角速度垂向分量之和。根据图4.17，容易写出 z 轴陀螺的角速度测量模
型：

ω̃正 = (1 + δsg,z) (ωT + ωe,U) + bg,z + wg,z (4.38)

ω̃反 = (1 + δsg,z) (−ωT + ωe,U) + bg,z + wg,z (4.39)

式中，ω̃正、ω̃反 分别为转台正转、反转时 z 轴陀螺的角速度观测值；bg,z 和 δsg,z 分别为

z轴陀螺的零偏和比例因子误差，为待标定的参数；wg,z 为 z轴陀螺的随机噪声；ωT 为

转台的转动角速度值，该值不必保持恒定，可随时间变化；ωe,U 为地球自转角速度向量

在当地垂向（向上）的投影分量。根据式(2.70)，可知 ωe,U = ωe sinφ，其中 ωe 为地球

自转角速度值，φ 为当地纬度。

式(4.38)和式(4.39)等号两边对时间积分，容易写出转台正转和反转情况下 z 轴陀

螺的角度增量测量模型3：

α̃1 =

∫ ∆t

0

ω̃正dt = bg,z∆t + (1 + δsg,z)α + (ωe sinφ)∆t (4.40)

α̃2 =

∫ ∆t

0

ω̃反dt = bg,z∆t− (1 + δsg,z)α + (ωe sinφ)∆t (4.41)

式中，α̃1 和 α̃2 分别为转台正转和反转过程中 z 轴陀螺的角增量测量值；α 为转台的实
际转角；∆t 为覆盖转台完整转动过程时长，即陀螺积分时长。

3此处，由于陀螺随机噪声无法被标定，因此未考虑其时间积分项。
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根据式 (4.40) 和式 (4.41) 易得 z 轴陀螺的零偏和比例因子误差估计为

bg,z =
α̃1 + α̃2

2∆t − (ωe sinφ) (4.42)

δsg,z =
α̃1 − α̃2

2α
− 1 (4.43)

上述方法使用的是陀螺的积分角度变化和转台的转角，而不是角速度，因此被称作

角位置标定法。相比于角速率标定方法，角位置标定对转台要求低，更加经济实惠和方

便实用。

在实际的标定过程中，陀螺仪测量的是角速率或采样间隔内角度增量。在标定模型

中，转角的观测值可通过陀螺仪输出的角速率按时间积分或是通过角增量观测值累加

得到。正转和反转的陀螺观测数据应确保覆盖完整的转动过程，即从转动开始前直至转

动后完全停稳，并且确保正反转过程中数据采集的时间长度严格一致，如图 4.18所示。

 

图 4.18 正转和反转的数据截取（确保时长相等）

需要强调的是，在采用角位置法进行陀螺仪标定时，其精度可能会受到陀螺仪随机

噪声的影响。主要是因为无法像加速度计两位置法标定那样对陀螺的观测值进行长时

间平均来减小噪声的影响。尽管根据陀螺仪输出进行积分计算转角在本质上可以起到

一定的平均滤波作用，却往往不足以把陀螺仪噪声的幅度及其影响降至低于陀螺仪零

偏的级别。

因此，可以考虑采用在加速度计六位置法标定中收集的静态陀螺数据来估计更精

确的陀螺零偏。通过对这些陀螺静态观测数据进行长时间的平均处理，可以对每个单轴

陀螺仪执行两位置法零偏标定。此时，陀螺感知的真实输入只有地球自转角速度，此时

单轴陀螺的测量模型为

ω̄up = bg + (1 + δsg)ωe sinφ (4.44)

ω̄down = bg − (1 + δsg)ωe sinφ (4.45)

式中，ω̄up 和 ω̄down 分别为陀螺敏感轴朝上和朝下时的角速度观测的均值。因此，容易

计算出对应的陀螺零偏

bg =
ω̄up + ω̄down

2
(4.46)
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然而，根据上述模型计算得到的陀螺仪比例因子误差的精度可能相对较低。这主要

是因为比例因子误差的系数是地球自转角速度，该数值相对较小，往往无法充分激励出

比例因子误差的影响。此外，尽管可以借助与加速度计类似的静态六位置法来标定陀螺

仪的交轴耦合误差，但是因为转动过程中水平轴陀螺感知的地球自转分量是交变的，需

要精确的绝对航向才能改正其影响。因此实现陀螺仪交轴耦合的严格标定相对复杂，感

兴趣的读者可以查阅参考文献[27]。
综上所述，为了实现较高的标定精度，可以综合角位置法和静态两位置法的优点对

陀螺仪误差进行精确标定。例如，可以采用式 (4.46) 对陀螺仪的零偏进行标定，同时利
用式 (4.42) 和式 (4.43) 来估计陀螺仪的比例因子误差。这种综合方法不仅能够有效利
用不同标定手段的特性，还能在一定程度上克服各自的局限性，从而提高陀螺仪的整体

标定精度和可靠性。

4.5.4 IMU 误差补偿

误差参数标定后，可对 IMU 原始数据进行误差补偿，得到更高精度的比力和角速
率观测值。误差补偿模型(4.17)和模型(4.18)重写如下：

fc =


1 + δsa,x ma,xy ma,xz

ma,yx 1 + δsa,y ma,yz

ma,zx ma,zy 1 + δsa,z


−1 (̃

f− ba

)
(4.47)

ωc =


1 + δsg,x mg,xy mg,xz

mg,yx 1 + δsg,y mg,yz

mg,zx mg,zy 1 + δsg,z


−1

(ω̃ − bg) (4.48)

式中，fc 和 ωc 分别为误差补偿后的比力和角速度向量，f̃ 和 ω̃ 分别为误差补偿前的比

力和角速度原始测量值，其它符号定义见本章4.2.7小节。

4.5.5 系统级标定

惯性器件或 IMU的标定根据参考信息的不同，可分为分立标定法和系统级标定法。
分立标定法直接利用陀螺仪和加速度计的输出作为观测量，并通过转台等专业设备来

提供惯性传感器测量的直接参考，如高精度的角速度（相对转角）和加速度。通常，这

种方法使用最小二乘法对数据进行处理，从而计算出各种惯性器件的误差参数。前面介

绍的加速度计静态六位置法标定及陀螺的两位置标定均属于分立标定法的范畴。

系统级标定法是在 20 世纪 80 年代发展起来的一种标定技术。与分立标定方法不
同，系统级标定通常不依赖于专业设备，其参考信息主要来自于测试现场易于获取的间

接观测，而非由专业设备提供的角速度（相对转角）或加速度（比力）信息。在惯性导

航系统的工作过程中，加速度计和陀螺仪的各项误差会导致位置、速度和姿态等导航结

果的误差。因此，如果能够提供某些导航结果的参考信息，并建立惯性器件误差与导航
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结果误差之间的关系，就有可能通过导航结果的误差来反推 IMU 器件误差，从而实现
一种间接标定。例如，对于静止在地面上的惯性导航系统，其姿态应保持不变，速度为

零（或位置不变）。在这种情况下，可以将“姿态变化为零”和“速度为零”作为参考；

而由于受陀螺仪和加速度计误差的影响，惯性导航解算出的姿态会随时间出现漂移，速

度也不会保持为零；基于这种差异，可以通过合理设计实验（如将惯性测量单元 IMU
静置于多个不同的有对称性的方位）来有效估计和补偿某些陀螺仪和加速度计的常值

零偏误差。



第 5 章 惯导初始对准
5.1 引言

惯性导航解算是一个时间积分过程，通过加速度的积分可以获得速度和位置信息，

通过对角速度的积分则能够得到载体的姿态。在进行积分运算时，必须在导航开始之前

预先确定积分常数（也称积分初值）。该过程通常被称为惯性导航的初始化，或者称为

初始对准。初始化参数主要包括位置、速度和姿态，有时还需要对惯性传感器的零偏、

比例因子误差等导航状态以外的参数进行增广估计。
• 初始位置和速度：用三维向量 r0 和 v0 表示，位置通常也用大地坐标（纬度、经

度和大地高）来描述。

• 初始姿态：建立载体坐标系（b 系）和导航坐标系（n 系）之间的空间相对朝向
关系，用姿态表达式来表示，包括欧拉角、方向余弦矩阵或四元数等形式，详见

第6章6.2节。
• 惯性传感器误差（非必需）：陀螺和加速度计的零偏、比例因子误差等。这些误
差具有一定的随机变化特性，无法在出厂条件下完全标定，例如陀螺仪和加速度

计零偏随时间的漂移及逐次上电重复性误差。这种对传感器误差的初始化也称

现场标定。
惯性导航系统的初始位置和速度通常相对容易获取。例如，在 GNSS 信号可用的

情况下，无论载体处于静止还是运动状态，GNSS 接收机均能提供准确的初始位置和速
度。然而，从外部观测或其他传感器直接获取“北向”和“东向”等方向信息则较为困

难。因此，姿态的初始化是惯导初始对准的主要难点。姿态初始对准涉及水平姿态角和

航向的确定，其中航向的初始化又是姿态初始对准的主要难点。关于惯导初始对准的问

题，行业内已有众多研究，且大部分研究聚焦于航向初始化。严格来说，惯导的初始对

准应当涵盖上述所有初始条件的确定过程。但在实际应用中，人们通常将初始对准特指

为姿态初始化过程。为了描述方便，在后续章节中，将不对此概念进行严格区分。

惯导的初始对准方法，针对不同的载体（如飞机、地面车辆、舰艇等）、不同的应

用环境（如是否存在外部辅助信息）、不同的对准精度要求以及不同精度等级的惯性导

航设备，可能会有所差异。以下是对初始对准方法的一种粗略分类方式：
• 根据载体的运动状态，可分为静基座对准（静对准）和动基座对准（动对准）。
• 按对准的阶段，可分为粗对准和精对准。粗对准要求系统尽快实现一定精度的姿
态确定，为后续精对准打基础，要求速度快、精度可以低一些。精对准则在粗对

准的基础上，利用外部导航定位观测或运载体在地表静止所形成的约束条件（例

如东向陀螺输出为零和速度为零等），对粗对准确定的姿态进行精化，并借机估

计一部分传感器误差。

• 根据对准过程中对外部信息的需求，可分为自主式对准和非自主式对准。自主式
对准是指惯性导航系统仅依靠加速度计感知的重力加速度和陀螺感知的地球自

110
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转角速度向量，通过解析方法实现对准。非自主式对准则通过引入外部位置（如

GNSS 定位）、速度（如 GNSS 或里程计测速）或姿态（如 GNSS 多天线测姿或
磁罗盘结果）等辅助信息作为观测数据，采用数据融合技术，精确计算惯性导航

系统的初始姿态。

惯导初始对准的研究意义重大，内容非常丰富，不少杰出的学者和前辈甚至在这一

课题的研究中耗费了毕生心血。对于更详尽的理论和讨论可查阅参考文献[12, 33]。全面
介绍惯导初始对准的方法和理论并非本章的目的，也超出了本书的范畴。本章内容将限

定在高精度惯导的解析粗对准这一基础方法，这是一种在静基座条件下实施的自主式

对准技术。

本章将首先阐述初始对准的基本原理。通过直观易懂的方式解释水平姿态角与航

向角如何被确定出来，并解释姿态对准误差与惯性传感器误差之间的关系。通过简单的

误差分析计算示例来加深对这些概念的理解。然后，讨论初始对准所需的静止时间，因

为在许多应用场景中，快速完成惯导系统的初始对准至关重要。最后，介绍高精度惯性

导航系统的解析粗对准原理及其误差分析，解析粗对准以更加严谨和抽象的方式联合

求解姿态表达式，也体现了姿态估计方法的本质——双矢量定姿（Wahba 问题[34]）原
理。学习本章内容将涉及姿态表达和误差扰动分析等知识点，它们还将在本书的第6章
和第7章专门介绍。

5.2 惯导初始对准的一般原理和要求

首先以相对直观且易于理解的方法，阐述水平姿态角与航向角初始化的一般性原

理，将姿态对准过程划分为两个阶段：一是通过加速度计调平（accelerometer leveling）
来确定水平姿态角（横滚角和俯仰角），二是通过陀螺寻北（gyro compassing）来确定
航向角。在此基础上，分析影响初始对准精度的误差源，引导读者思考和理解初始对准

的误差分析方法。加速度计调平和陀螺寻北的概念最初源自平台式惯性导航系统，较为

直观。据此得出的结论同样适用于捷联惯导的解析粗对准。

在分析过程中，不妨假定 IMU 的坐标轴与当地的北向、东向和垂向完全对齐，即
b系与 n系重合。这种假设在分析与地理因素相关的影响时，给读者直观理解提供了极
大的便利。因此，后面会用“东向偏差”和“北向偏差”来描述特定方向的惯性传感器

误差，例如“东向陀螺零偏”、“北向加速度计误差”等。尽管假设 b 系与 n 系重合是
一种理想化、简单化的特殊情形，但是由此得出的结论很容易推广到一般情况。这是因

为东向偏差和北向偏差可由 IMU 三轴传感器误差的线性组合得到，线性组合的系数取
决于 IMU 的实际朝向，当 3 个轴的传感器选型一致时，投影到任何方向的误差水平都
与单个轴一致。
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5.2.1 初始对准的重要性

正如前文所述，惯导初始化过程至少需要确定惯导的初始位置、初始速度和初始姿

态。初始对准过程必须实现以下两个主要目标：

• 确定初始条件：在对陀螺仪和加速度计数据进行积分运算前，必须准确获取积分
初值，即系统的位置、速度和姿态初始参数。

• 保障惯导误差模型的线性化条件：大部分组合导航滤波器都基于线性模型而设
计，为此需要对非线性的运动方程进行线性化处理，使各导航参数误差之间符合

线性关系。为确保姿态一阶线性化后的残余误差在可接受范围内，初始姿态必须

足够精确，即满足小角度误差假设，详见7.2节。
通常情况下，初始姿态的精确度越高，线性化过程中的一阶近似也越精确。实验表

明，对于组合导航系统来说，只要初始姿态对准误差小于 6◦（即 0.1 rad），一般认为数
据融合滤波器中的线性假设成立。然而，在没有任何辅助信息的情况下，长时间进行惯

性导航，则精准的初始对准变得非常关键。因为初始对准误差会在后续的惯性导航解算

中随时间或距离逐步放大，进而导致显著的位置误差和姿态漂移，正所谓“失之毫厘，

谬以千里”。

5.2.2 位置和速度的初始化

惯性导航系统无法自主确定其初始位置，必须由外部信息或其它导航系统提供。这

些导航系统可以是 GNSS 接收机、其它 INS，或者地面无线电导航设备等。当然，也可
以将 INS放置在已知坐标的控制点上来获取初始位置。此外，若在前次使用 INS后，载
体的位置保持不变，则可将前次存储的结束时刻位置用作本次导航的初始位置。该策略

在车载导航领域得到广泛应用，尤其适用于地下车库等 GNSS 信号受限环境中的 INS
初始化。如果陀螺的精度足够高（角速度测量误差远小于地球自转角速度大小），惯导

也能在确定水平姿态角后依据两个水平轴上的陀螺仪输出来计算出当地纬度。然而，即

便是高精度的惯导，也无法独立确定初始经度，因为经度是人为定义的地理参考量，而

非物理实体量，详见第2章2.3.2.1小节。
同样，惯性导航系统也无法自行确定其初始速度。如果 INS 从对地静止状态开始

启动，初始速度可以简单地设为零。GNSS 接收机或多普勒雷达等则能够在动态条件下
为惯导提供准确的三维速度观测。

需要特别指出的是，当惯导的位置或速度信息由其他传感器提供时，通常需要进行

杆臂补偿。例如，GNSS 接收机提供的是 GNSS 天线相位中心的位置和速度观测，而惯
导需要的是 IMU 测量中心的位置和速度。在一般安装条件下，这两个点通常并不重合。
杆臂补偿的具体实现详见第8章8.3节。
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5.2.3 横滚和俯仰角的初始化（加速度计调平）

当 IMU 静止在地面上时，三轴加速度计的测量值反映了为克服重力加速度而产生
的比力分量。如图 5.1所示，载体俯仰角造成的 x 轴加速度计比力测量值为

fx = g sin θ (5.1)

式中，fx 为 x 轴加速度计的理论测量值，g 为当地重力加速度大小，θ 为俯仰角（可理
解为 x 轴与水平面的夹角，定义详见第6章6.2.1小节）。

 

图 5.1 水平姿态角测量示意图（以俯仰角为例）

因此，根据前向加速度计的输出可计算出载体的俯仰角:

θ = sin−1 fx
g (5.2)

当俯仰角为小角度时，上式可近似为

θ ≈ fx
g (5.3)

根据静止加速度计输出计算水平姿态角的过程称作加速度计调平。这一术语源自

于平台式惯性导航系统或惯性稳定平台，其中重力在稳定平台的东向和北向的水平分

量理论上应该为零。如果这些方向上的加速度计读数不为零，则表明平台尚未达到水平

状态。需要通过不断调整其水平姿态角直至加速度计在东向和北向输出为零，从而确认

系统已调平。实际的加速度计测量值含有误差，其测量模型表示为

f̃x = fx + δfx = g sin θ + δfx (5.4)

式中，f̃x 为水平加速度计实际测量值，δfx 为加速度计的测量误差。因此，加速度计调
平的水平姿态角计算值为

θ̂ ≈ f̃x
g =

fx + δfx
g (5.5)
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俯仰角误差 δθ 的一阶近似为

δθ ≈ δfx
g (5.6)

横滚角的初始对准误差分析与之类似。由此可以归纳，水平姿态角对准误差的通用

计算公式为

水平姿态误差 (rad) ≈ 加速度计误差水平
当地重力加速度大小

(5.7)

当倾角为小角度时，静态测量过程中水平方向的加速度计实际感知的比力基本为

零，比例因子误差影响甚微。主要影响因素是加速度计的逐次上电零偏重复性和噪声。

δfx = ba + wa (5.8)

因此，加速度计零偏对水平姿态角初始化精度的影响可用式(5.7)进行定量评估，即

δθbias =
ba

g (5.9)

式中，ba 为加速度计零偏，δθbias 为零偏导致的横滚角或俯仰角误差。

根据上式，假设加速度计的零偏为 1000mGal（相当于 1mg），由此引起的水平姿态
角初始化误差约为 1mRad（即 0.06◦）。由此可见，对于加速度计调平而言，达到5.2.1节
所提的 6◦ 的对准精度是很容易实现的。即便是低成本的消费级 IMU 芯片，也能准确
地确定水平姿态角。

加速度计测量噪声的影响，可通过对静止时段内加速度计的输出求平均来降低其

影响，导致的水平姿态角不确定度（δθnoise）为

δθnoise =
RMS (w̄a)

g =
VRW
g
√

Ta
(5.10)

式中，Ta 为静止时长，w̄a 为对 Ta 时段内白噪声的平均值，易知 w̄a 仍是随机变量，

RMS (w̄a) 为其均方根。

理论上静止时间越长，传感器噪声的影响越小，但是一般当噪声的影响明显小于加

速度计零偏影响时（工程应用中常设置为 1/2），则可不必再延长静止时间，也即

δθnoise <
1

2
δθbias (5.11)

将式(5.10)代入式(5.11)可得，加速度计调平要求的静止时长应满足：

Ta >

(
2VRW

ba

)2

(5.12)

以第4章介绍的 MEMS IMU-ADIS16465 为例，计算加速度计调平所需的静止时长，
根据产品手册知道该 IMU 的零偏重复性误差为 1.4mg，VRW 为 0.012m/s/

√
h。代入
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式(5.12)，可得

Ta > 4×

(
0.012 m/s/

√
h

1.4 mg

)2

≈ 4×

(
0.0002 m/s2/

√
Hz

1.4× 0.001× 10 m/s2

)2

= 0.8× 10−3 s

可见，该型号 IMU 加速度计调平所需的静态平均时长甚至小于 IMU 的采样间隔，
所以一般来说加速度计噪声对水平姿态角的初始化影响几乎可以忽略不计。在载体并

非完全静止，而是存在一定运动加速度扰动的情况下，同样可以根据加速度计的输出来

近似计算初始水平姿态角。当然，需要在运动干扰过程中确定水平姿态角的情况相对较

少。这种情况下，水平运动加速度（即水平前向和侧向加速度）对水平姿态初始对准的

影响为

δθ =
aH

g (5.13)

式中，aH 表示水平方向上的运动加速度。

从式(5.13)可以看出，为了达到水平姿态角初始化误差小于 6◦ 的目标，水平运动加

速度（或是在初始化时段内的平均值）应小于 1 m/s2。

5.2.4 航向初始化（陀螺寻北）

完成加速度计调平后，还需确定惯性传感器坐标系在水平面上的方位（航向），即

计算惯性传感器坐标系相对于真北向的朝向。利用陀螺静态观测确定初始航向的过程

被称作陀螺寻北，又称罗经对准（gyro compassing）。陀螺寻北需满足以下条件：
• 陀螺必须足够精确，以准确测量地球自转角速度。通常要求陀螺零偏（逐次上电
重复性误差）比地球自转角速度（约 15 ◦/h）至少小一个数量级。

• 已完成水平姿态角的计算。
• IMU 必须处于严格静止状态。

5.2.4.1 陀螺寻北

陀螺寻北的原理可用图 5.2说明。假设 x 和 y 轴陀螺已位于当地水平面内，且分别
与载体的前向和右向一致，又可称作前向陀螺和右向陀螺。所谓寻北即确定前向陀螺与

地理北向的夹角。从图中容易得到前向和右向陀螺的角速度观测是地球自转角速度的

水平分量 ωie,H（模长为 ωe cosφ）按照航向的再次投影，分别是

ωF = ωe cosφ cosψ (5.14)

ωR = −ωe cosφ sinψ (5.15)

式中，ωF 和 ωR 分别为前向和右向陀螺的理论角速度测量值，φ 为纬度，ωe 为地球自

转角速率，ψ 为待确定的初始航向。
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图 5.2 陀螺寻北原理示意图

根据式(5.14)和(5.15)可计算惯导的初始航向：

ψ = tan−1

(
−ωR

ωF

)
(5.16)

5.2.4.2 陀螺寻北误差

为简化分析，假设 b 系与 n 系重合，即 IMU 的初始航向角为零。此时，理想情况
下北向陀螺输出为地球自转角速度在水平方向的投影 ωie,H（模长为 ωe cosφ），东向陀
螺输出为零。受传感器误差影响，东向陀螺的实际输出不为零，北向陀螺输出为理想值

与误差之和 ωie,H + δωN，如图 5.3所示。图中 N′ 和 E′ 分别表示与实际陀螺输出相符的

“计算北向”和“计算东向”坐标轴，沿此“计算东向”安装的陀螺输出为零；此时计算

的航向角（即“北向”绕 n 系 z 轴转动到与 b 系前向对齐所转动的角度）即航向误差。
根据图中的几何关系容易算得初始航向误差为

δψ = − tan−1 δωE

ωe cosφ+ δωN
(5.17)

式中，δψ 为航向初始对准误差（单位 rad），δωE 和 δωN 分别为陀螺对地球自转角速度

的东向和北向分量的测量误差。

如前面所述，用于静态寻北的惯导，其陀螺的误差必须远小于地球自转角速率，即

δωE 和 δωN 对于 ωe 而言是小误差量。因此，式(5.17)可近似为

δψ ≈ − tan−1 δωE

ωe cosφ ≈
−δωE

ωe cosφ (5.18)

尽管式(5.18)是在 b 系与 n 系重合的假设下得出的，但其结论对于一般情形仍然适
用。下面将通过数学推导进一步阐释。
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图 5.3 陀螺误差对寻北精度的影响

考虑陀螺的测量误差，式(5.16)可修正为

ψ̂ = tan−1

(
−ω̃R

ω̃F

)
= tan−1

(
−ωR + δωR

ωF + δωF

)
(5.19)

式中，ψ̂ 为含有误差的航向角估计值，ψ̂ = ψ+ δψ；ω̃F 和 ω̃R 分别为前向和右向陀螺的

角速度观测值，ω̃F = ωF + δωF，ω̃R = ωR + δωR。

式(5.19)围绕各变量的真值进行泰勒展开，并保留至一阶近似，得

ψ̂ ≈ ψ +
∂ψ

∂ωF
(ω̃F − ωF) +

∂ψ

∂ωR
(ω̃R − ωR) (5.20)

整理可得

δψ ≈
∂

[
tan−1

(
−ωR

ωF

)]
∂ωF

δωF +

∂

[
tan−1

(
−ωR

ωF

)]
∂ωR

δωR

= − 1

1 +

(
ωR

ωF

)2

[
−ωR

ω2
F
δωF +

1

ωF
δωR

]
=
ωRδωF − ωFδωR

ω2
F + ω2

R

(5.21)

鉴于前向和右向陀螺的理论角速度模长等于地球自转角速率在水平方向的投影，即

ω2
F + ω2

R = ω2
e cos2 φ，将式(5.14)和式(5.15)代入式(5.21)，可得

δψ =
−ωe cosφ sinψδωF − ωe cosφ cosψδωR

ω2
e cos2 φ

= −δωF sinψ + δωR cosψ
ωe cosφ

(5.22)

结合图 5.2容易看出，式(5.22)中的 δωF sinψ 和 δωR cosψ 分别为前向陀螺误差和右
向陀螺误差在东向的投影分量。因此，二者之和为等效的东向陀螺误差，即

δωF sinψ + δωR cosψ = δωE (5.23)
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因此，上述推导表明，东向陀螺的误差总是前向和右向陀螺误差的线性组合，与

IMU 的具体朝向无关。式(5.18)的结论具有普遍适用性。假设 IMU 的各轴陀螺精度水
平一致，根据式(5.23)可知，线性组合后的东向陀螺误差与各轴陀螺误差水平相等，则
航向初始对准误差可表示为以下通用形式

航向对准误差 (rad) = 陀螺误差水平
ωe cosφ (5.24)

综合式(5.7)和式(5.24)可以看出，惯导静基座初始对准的姿态误差可表示为如下通
用公式：

姿态对准误差 (rad) = 传感器误差水平
对准所依赖的有效向量的幅度

(5.25)

在静态寻北过程中，陀螺感知的地球自转角速率数值极小，比例因子误差和交轴

耦合等陀螺动态误差项的影响可忽略不计。因此，主要误差源是陀螺零偏和噪声，即

δωE = bg + wg。其中陀螺零偏的影响为

δψbias =
bg

ωe cosφ (5.26)

式中，δψbias 为陀螺零偏导致的航向初始对准误差；bg 为陀螺零偏的逐次上电重复性。

可以看出，陀螺零偏越大，寻北精度越低。对于同一惯性导航系统，所在纬度越

高，寻北误差越大，尤其在接近南北极时，误差迅速增加，直至无法进行寻北，此时

式(5.26)的分母趋近于零。图 5.4展示了 3 个不同精度等级的惯导在静态寻北时的误差
曲线。根据式(5.26)可以快速计算高精度惯导的静态寻北精度，以纬度 30.5◦ 的武汉为

例，对于零偏为 1◦/h 的战术级惯性导航系统，其静态寻北误差约为 4.4◦；而对于零偏

为 0.01◦/h 的导航级惯性导航系统，寻北精度可达到 0.04◦。为了确保在武汉地区初始

对准姿态误差小于 6◦（如第5章5.2.1小节所要求的），陀螺零偏应不大于 1.4◦/h。

图 5.4 陀螺寻北误差随纬度变化
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与加速度计类似，陀螺的随机噪声也会影响航向初始对准精度，通过对静态观测值

的长时间平均处理，可削弱其影响，即

δψnoise =
RMS (w̄g)

ωe cosφ =
ARW

ωe cosφ
√

Ta
(5.27)

式中，δψnoise 为陀螺噪声引起的航向对准误差统计量，w̄g 表示平均处理后的白噪声，

RMS (w̄g) 表示其方差的平方根，Ta 为平均时长。

与加速度计调平不同（加速度计噪声相比于被测重力为小量），陀螺噪声幅度相比

于被测地球自转角速度是偏大的，需要通过长时间求平均来抑制其影响。图 5.5是航向
初始对准精度随静止时长的变化曲线，表明特定陀螺的寻北误差随静止时间的增加而

减小。然而，初始对准时间并非越长越好。原因：一方面，实际的导航系统希望尽快完

成对准进入导航状态，这在武器系统等对响应时间敏感的应用中尤为重要。随着静止时

间延长，单位时间内对准精度提升的收益逐渐递减，如图中蓝色曲线所示，10 分钟静
止相较于 5 分钟，多花了 5 分钟但精度提升有限；另一方面，当陀螺噪声降至一定程
度，其影响将小于零偏误差，成为陀螺寻北的次要误差源，不值得继续付出时间代价来

进一步减小噪声的影响。

图 5.5 陀螺噪声和对准时长对寻北精度的影响

因此，在实际应用中，解析粗对准的静止时长需在精度和效率两方面需求间进行权

衡。选择对准时长的经验规则通常是：当角度随机游走（陀螺角速度测量值的随机噪声）

的影响被抑制至不超过陀螺零偏影响的 1/2 时，即可结束静止状态。

δψnoise <
1

2
δψbias

据此可求得惯导所需的静止对准时长为

Ta = 2

(
ARW

bg

)2

(5.28)
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例如，对于典型的导航级惯性导航系统而言，假设其陀螺零偏为 0.01 ◦/h，ARW
为 0.002 ◦/

√
h，在实际应用中建议的解析粗对准静态时长为 4.8 min，即

Ta = 2×

(
0.002 ◦/

√
h

0.01 ◦/h

)2

= 4.8 min

当然，上述对准时长仅基于陀螺噪声的评估，实际应用中可能需要根据对准的具体

工况和载体的静止状态做适当的调整。

5.3 解析粗对准方法及误差分析

加速度计调平和陀螺寻北是平台式惯性导航系统对准的两个关键步骤，旨在将导

航平台调整至水平状态和确定初始航向。相比之下，捷联惯性导航系统没有物理平台，

而是构建一个等价的“数学平台”，这一过程称为解析粗对准。

解析粗对准利用 IMU 在静态条件下的观测数据，通过数学方法求解 IMU 与参考
坐标系之间的相对姿态关系。这种关系通常由姿态矩阵（也称为坐标变换矩阵或方向余

弦矩阵）或姿态四元数来表示。例如，如果选择导航系（n 系）作为参考坐标系，解析
对准的任务便是确定 IMU的 b系相对于 n系的空间姿态，这通常涉及计算一个姿态矩
阵 Cn

b。该矩阵能够将三维向量的坐标从 b 系变换到 n 系。姿态矩阵与姿态角之间可以
相互转换，详见附录A.1节。

5.3.1 解析粗对准原理

解析粗对准过程中，载体相对地面静止，没有线运动和角运动，且初始位置已知。

此时，重力加速度 gp 和地球自转角速度 ωie 向量在 n 系下的坐标准确已知，即

gn
p =


0

0

g

 , ωn
ie =


ωe cosφ

0

−ωe sinφ

 (5.29)

式中，g 为当地重力加速度大小，ωe 为地球自转角速度大小，φ 为初始位置的纬度。

陀螺测量载体相对于惯性空间的转动角速度，可分解为

ωb
ib = ωb

ie + ωb
eb (5.30)

考虑到解析粗对准过程中载体静止在地面上，相对于地面的转动角速度为零，即

ωeb = 0，因此可得出

ωb
ie = ωb

ib =


ωib,x

ωib,y

ωib,z

 (5.31)

式中，ωib,x，ωib,y 和 ωib,z 分别表示 x，y，z 轴陀螺的理想（不含误差）角速度测量值。
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根据第3章3.5.3.2小节，可知静止在地面上的惯导三轴加速度计的比力输出为

fb = −gb
p (5.32)

即

gb
p = −fb =


−fx
−fy
−fz

 (5.33)

式中，fx、fy 和 fz 分别表示 x，y，z 轴加速度计的理想比力测量值。
根据同一向量在不同坐标系下的坐标变换，有

gb
p = Cb

ngn
p (5.34)

ωb
ie = Cb

nω
n
ie (5.35)

式中，Cb
n 为 n 系到 b 系的向量坐标变换矩阵，也称姿态矩阵（详见第6章姿态算法），

解析粗对准的主要目标是求解该 3×3 矩阵的元素。由于载体姿态具有 3 个自由度，因
此 Cb

n 矩阵中真正独立的待求元素也只有 3 个，其他 6 个自由度都因姿态矩阵要满足
单位正交矩阵的条件而失去了。

式(5.34)和式(5.35)共同构成了 6 个方程，一般情况下可以直接求得 3 个待定的姿
态角。为了更方便地应用矩阵方法进行求解，通常会构造一个与 gp 和 ωie 均垂直的辅

助向量 v
v = gp × ωie (5.36)

式中，运算符“×”表示两个向量的叉乘，即向量积。在式(5.36)中，等号两边的向量分
别投影至 n 系和 b 系，有

vn = gn
p × ωn

ie

vb = gb
p × ωb

ie = Cb
n
(
gn

p × ωn
ie
) (5.37)

将式(5.34)、式(5.35)和式(5.37)写成分块矩阵形式，有[
gb

p ωb
ie vb

]
= Cb

n

[
gn

p ωn
ie vn

]
(5.38)

对上式等号两边的矩阵转置，有
(gb

p)
⊤

(ωb
ie)

⊤

(vb)⊤

 =


(gn

p)
⊤

(ωn
ie)

⊤

(vn)⊤

Cn
b (5.39)

注意，上述转置运算过程中应用了姿态矩阵是正交矩阵这一特性，即对于姿态矩阵

Cn
b 有 Cn

b =
(
Cb

n
)⊤

=
(
Cb

n
)−1，详见第6章6.2.2.1小节。根据上式，可求解姿态矩阵

Cn
b =


(gn

p)
⊤

(ωn
ie)

⊤

(vn)⊤


−1 

(gb
p)

⊤

(ωb
ie)

⊤

(vb)⊤

 (5.40)
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当向量 gn
p 和 ωn

ie 不共线时，上式中的逆矩阵存在，因此待求的姿态矩阵 Cn
b 可以

唯一确定。然而，在地球的两极地区 gn
p 和 ωn

ie 共线，此时解析粗对准方法失效。一般

情况下，上式中的逆矩阵可以直接求得其解析表达式：
(gn

p)
⊤

(ωn
ie)

⊤

(vn)⊤


−1

=


0 0 g

ωe cosφ 0 −ωe sinφ
0 gωe cosφ 0


−1

=


tanφ

g
1

ωe cosφ 0

0 0
1

gωe cosφ
1

g 0 0


(5.41)

式(5.40)中的 gb
p和 ωb

ie分别由三轴加速度计和三轴陀螺测量得到，将式(5.31)、式(5.33)和
式(5.41)代入(5.40)，可得

Cn
b =


tanφ

g
1

ωe cosφ 0

0 0
1

gωe cosφ
1

g 0 0



−(fb)⊤

(ωb
ib)

⊤

(ωb
ib × fb)⊤

 (5.42)

上式即为高精度惯导解析粗对准的基本原理。在已知当地纬度和重力加速度大小

的情况下，通过上式即可求解惯导的初始姿态。然而，在实际应用中，还需要考虑数值

计算稳定性和矩阵正交化处理的问题，这些内容将在下一小节中详细讨论。

5.3.1.1 解析粗对准数值特性分析

在解析粗对准过程中，由于加速度计和陀螺仪的输出受到惯性传感器误差的影响，

直接将它们代入式(5.42)求解初始姿态矩阵时需注意两点。首先，为减少传感器随机噪声
的影响，应对一段时间内的比力和角速度观测值取平均后再代入计算（如本章5.2.4.2小
节所述）。其次，受加速度计和陀螺仪误差的影响，计算得到的姿态矩阵可能不满足正

交矩阵的特性。为此可以对求解得到的姿态矩阵进行正交化处理。而更常用的方法是预

先对参与解算的所有向量进行正交化和归一化处理。

定义向量

vn
g =

gn
p∣∣gn
p
∣∣ , vn

ω =
gn

p × ωn
ie∣∣gn

p × ωn
ie
∣∣ , vn

gω =
gn

p × ωn
ie × gn

p∣∣gn
p × ωn

ie × gn
p
∣∣ (5.43)
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对应的 b 系下的比力和角速度观测向量为

ṽb
g =

g̃b
p∣∣g̃b
p
∣∣ = −f̃b∣∣∣̃fb

∣∣∣
ṽb
ω =

g̃b
p × ω̃b

ie∣∣g̃b
p × ω̃b

ie
∣∣ = −f̃b × ω̃b

ib∣∣∣̃fb × ω̃b
ib

∣∣∣
ṽb

gω =
g̃b

p × ω̃b
ie × g̃b

p∣∣g̃b
p × ω̃b

ie × g̃b
p
∣∣ = f̃b × ω̃b

ib × f̃b∣∣∣̃fb × ω̃b
ib × f̃b

∣∣∣
(5.44)

式中，上标“̃”表示对应向量的实际观测值（含误差）。

根据式(5.43)和式(5.44)，已知 vg、vω 和 vgω 在 n 系和 b 系下的投影，则姿态矩阵
可求解如下：

Ĉn
b =


(
vn

g
)⊤

(vn
ω)

⊤(
vn

gω
)⊤


−1 
(
ṽb

g
)⊤(

ṽb
ω

)⊤(
ṽb

gω
)⊤
 =

[
vn

g vn
ω vn

gω

]
(
ṽb

g
)⊤(

ṽb
ω

)⊤(
ṽb

gω
)⊤
 (5.45)

容易验证上式等号右边的两个矩阵均为单位正交矩阵，则 Ĉn
b 必然也是单位正交矩

阵。该式是解析粗对准中较为实用的算法。

接下来，讨论粗对准数值特性的另一个问题。许多初学者可能会提出这样的疑问：

与式(5.38)类似，能否将三个向量的坐标转换关系表示为如下分块矩阵形式：[
gn

p ωn
ie vn

]
= Cn

b

[
gb

p ωb
ie vb

]
(5.46)

姿态矩阵可求解如下：

Cn
b =

[
gn

p ωn
ie vn

] [
gb

p ωb
ie vb

]−1

(5.47)

理论上，式(5.47)和(5.40)是等价的。然而，通常不使用(5.47)计算初始姿态矩阵，因
为其数值特性不如式(5.40)稳定。式(5.47)求逆的矩阵

[
gb

p ωb
ie vb

]−1

由陀螺和加速度

计的实际观测值组成，包含传感器误差，可能导致逆矩阵数值特性不佳，甚至出现无法

求逆的情况。相比之下，式(5.40)的求逆矩阵元素都是理论值，不含测量误差，只要不
在地球的南北两极附近，总是可逆的，并且其数值特性相对更好。

5.3.1.2 解析粗对准直观分析

在5.2节中，首先通过加速度计调平确定了横滚和俯仰两个水平姿态角，然后通过
陀螺寻北计算姿态的第三个参数，即航向角。解析粗对准算法本质上是将上述两个过程

的三个参数进行统一求解。接下来详细解释二者的等价性。

式(5.34)可展开为 
−fx
−fy
−fz

 =


c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33




0

0

g

 (5.48)
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式中，c11，c12,⋯，c33 是方向余弦矩阵 Cb
n 的元素。根据式(5.48)可求得矩阵 Cb

n 第 3 列
的所有元素：

c13 =
−fx
g , c23 =

−fy
g , c33 =

−fz
g (5.49)

同理，式(5.35)可展开为
ωib,x

ωib,y

ωib,z

 =


c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33




ωe cosφ
0

−ωe sinφ

 (5.50)

根据式(5.49)和式(5.50)，可求得矩阵 Cb
n 第 1 列的所有元素：

c11 =
ωib,x

ωe cosφ −
fx
g tanφ

c21 =
ωib,y

ωe cosφ −
fy
g tanφ

c31 =
ωib,z

ωe cosφ −
fz
g tanφ

(5.51)

姿态矩阵 Cb
n 的其余元素可以根据矩阵的正交特性来确定[17, p.193]。显然，只要

φ ̸= ±90◦，初始姿态矩阵可由式(5.34)和式(5.35)唯一地确定，式(5.36)并未提供额外的
信息。

根据姿态角转方向余弦公式（详见附录，A式(A.1)），有

Cb
n =


cθ cψ cθ sψ −sθ

−cϕ sψ + sϕ sθ cψ cϕ cψ + sϕ sθ sψ sϕ cθ
sϕ sψ + cϕ sθ cψ −sϕ cψ + cϕ sθ sψ cϕ cθ

 (5.52)

式中，c = cos ()，s = sin ()。上式代入式(5.48)，得
−fx
−fy
−fz

 =


−g sin θ

g sinϕ cos θ
g cosϕ cos θ

 (5.53)

即
fx = g sin θ
fy = −g sinϕ cos θ

(5.54)

上式即加速度计调平的基本原理，在本章5.2.3小节中对它做了一定的简化。观察
式(5.53)，虽然可以列出 3 个方程，且待求的未知数也是 3（3 个姿态角），但无法从这
些方程中同时解出航向角。原因是上述方程组与航向角无关。从方程求解的角度来看，

这 3 个方程并非相互独立。
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同理，将式(5.52)代入式(5.50)，可得三轴陀螺测量的角速度值，即地球自转角速度
向量在三轴陀螺方向上的投影。

ωib,x

ωib,y

ωib,z

 =


ωe cosφ cos θ cosψ + ωe sinφ sin θ

ωe cosφ (− cosϕ sinψ + sinϕ sin θ cosψ)− ωe sinφ sinϕ cos θ
ωe cosφ (sinϕ sinψ + cosϕ sin θ cosψ)− ωe sinφ cosϕ cos θ

 (5.55)

以稳定平台或平台式惯性导航系统为例，在定义了当地水平面并完成了对准过程

中的调平之后，水平姿态角为零。因此，上式可以简化为
ωib,x

ωib,y

ωib,z

 =


ωe cosφ cosψ
−ωe cosφ sinψ
−ωe sinφ

 (5.56)

上式即本章5.2.4.1小节陀螺静态寻北所用的观测方程。

5.3.2 解析粗对准误差分析

解析粗对准的姿态精度在很大程度上取决于传感器的测量精度和基座的静止状态。

本章5.2节直观地分析了加速度计调平和陀螺仪寻北过程对应的姿态角误差。接下来，直
接对解析粗对准的方程进行误差分析，推导出粗对准姿态误差的解析表达式。

根据姿态误差的定义（详见第7章7.2.1小节），Ĉn
b 表示为姿态误差矩阵 E 与真实姿

态矩阵的乘积，即

Ĉn
b = ECn

b (5.57)

式中，E 代表初始对准计算的导航坐标系与真实导航坐标系之间的失准程度，即角度差
异。当姿态角误差为小角度（一般小于 6◦）时，E 可表示为（详见第7章7.2.1小节）

E = I− (ϕ×) (5.58)

式中，I 是 3×3 的单位矩阵，(ϕ×) 为反对称矩阵

(ϕ×) =


0 −ϕD ϕE

ϕD 0 −ϕN

−ϕE ϕN 0

 (5.59)

式中，ϕN、ϕE 和 ϕD 分别是关于当地水平坐标系北向、东向和垂向的失准角，等效于

平台式惯导系统仪表组的物理失准。ϕN 和 ϕE 也即前面所称的水平姿态角误差，ϕD 则

为航向角或方位误差。
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通过误差扰动分析的方法（详见第7章7.2节），代入惯性传感器误差，可得粗对准
姿态失准角与惯性传感器误差的函数关系，详细推导可参考文献[12, p.243] [35, p.155]。

ϕN =
δfE
g

ϕE =
−δfN

g

ϕD =
δωib,E

ωe cosφ +
δfE
g tanφ

(5.60)

式中，δfN 和 δfE 分别为加速度计等效的北向和东向测量误差，δωib,E 为等效东向陀螺

测量误差。可见水平姿态角的对准误差主要取决于水平方向加速度计的测量误差。对于

具备静态自寻北能力的惯导来说，一般有

δfE
g tanφ≪ δωib,E

ωe cosφ (5.61)

因此，航向对准误差与传感器误差的关系近似为

ϕD =
δωib,E

ωe cosφ (5.62)

可见航向对准误差主要取决于等效东向陀螺误差。显然，式(5.60)和式(5.62)即本
章5.2节中直观推导的加速度计调平过程水平姿态角误差和陀螺寻北过程的航向角误差
公式。

最后需要指出的是，上述解析粗对准算法体现了姿态估计的双矢量定姿原理。当需

要确定两个坐标系之间的角度关系（即姿态）时，需要找出两个相互不平行的矢量，如

果已知这两个矢量在两个坐标系中投影分量，则可使用本节的解析粗对准算法解算姿

态。

5.4 其他初始对准方法

当载体对地静止时，即便是低精度的 INS 也可通过自对准实现横滚角和俯仰角的
初始化。如果方位角精确初始化也需采用自对准实现，陀螺零偏通常应小于 1◦/h。粗
对准或陀螺寻北的主要挑战是线运动或角运动干扰。例如，对准过程中，载体可能受到

阵风或人员活动（如给飞机加注燃油、装载货物等）的干扰。若存在外部角运动干扰，

即使对陀螺测量值进行时间平均也难以完全消除其影响。更有效的方法是采用具有更

好的角晃动抗干扰能力的间接陀螺寻北方法。该方法通过陀螺测量值计算载体角运动

引起的姿态变化，并利用该姿态变化量将比力测量值转换到惯性坐标系。在惯性坐标系

下，重力向量绕地轴旋转，重力向量的方向指向地心，其变化率（时间导数）指向东西

方向。因此，重力向量及其变化率包含了水平和方位信息。理论上，只要获得两个时刻

的重力及对应比力测量值，即可求解出初始姿态。

对于动态对准过程，INS 的初始姿态信息可由其他姿态测量系统直接提供，这些
系统包括更高精度的惯导系统、双天线或多天线 GNSS 系统等。针对机载武器系统的
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INS，一种有效的对准策略是将飞机主导航系统的高精度 INS 所提供的位置、速度和姿
态信息直接传递至武器系统的 INS，此操作称为传递对准。双天线 GNSS 系统通过在
载体上部署两个 GNSS 天线，并计算它们在地理坐标系中的相对位置，构成一根基线
向量。一般情况下，GNSS 双天线只能提供两个姿态角，例如两个天线沿着车辆或飞机
的纵轴方向安装，则仅能提供航向和俯仰角信息。多天线 GNSS 系统则能够测量载体
的全部姿态信息。双天线或多天线 GNSS 系统提供的姿态测量值通常含有较大的噪声，
可通过延长基线长度或进行长时间测量的平均处理来提升精度。需注意的是，不管是传

递对准或双/多天线 GNSS 实现姿态初始化过程，都必须考虑 IMU 与这些姿态测量系
统之间的安装角度偏差，即 IMU 的轴线与姿态测量系统的坐标系轴线不对齐的情况。

在动态对准过程中，惯性导航系统（INS）的初始姿态信息可以通过外部传感器提
供的速度、位移或绝对位置信息直接或间接获取。对于大多数陆地车辆搭载的 INS，利
用 GNSS 提供的瞬时三维速度观测，可以确定载体的航向角和俯仰角。在车辆走直线
的情况下，可以假设车辆的行进方向即为载体前向 x 轴方向，通过 GNSS 测量的运动
轨迹，计算航迹角和坡度角，从而对车载 INS的航向和俯仰角进行初始化。然而，当车
辆转弯时，此方法的误差较大。更严谨的方法是让车辆行驶一段距离（该过程可包括转

弯或改变航向），在短时间内，INS 推算的轨迹与实际轨迹在形状上相似但存在相对旋
转，该旋转由待估计的初始航向角引起[12]。通过比较 INS 轨迹与真实轨迹，可以求解
出初始航向角。其中 INS 轨迹可以通过 INS 的机械编排算法计算得到，或者由 INS 与
里程计组成的航迹推算系统得出，真实轨迹可由 GNSS 或其他定位手段得到。需要注
意的是，此方法要求车辆的轨迹与航向角保持一致，即车辆在运动过程中不应发生横向

位移。另外，在 GNSS能够提供连续定位结果的场景中，也可以通过融合 INS和 GNSS
的位置数据来估计 INS 的初始航向。



第 6 章 惯性导航算法
6.1 引言

惯性导航解算是根据加速度计的比力测量值和陀螺的角速度测量值自主推算载体

位置、速度和姿态的过程，称作惯导机械编排（INS mechanization）。图6.1是 n 系下的
INS 机械编排流程图，由两条主线构成：一是速度和位置积分运算，从加速度计的比力
测量值到位置输出，贯穿了整个机械编排过程；二是姿态积分运算，即陀螺的角速度测

量值积分为载体姿态。惯性导航算法设计围绕着这两条主线展开，并实现时间上的离散

化，得到位置、速度和姿态的递推计算式。

 

图 6.1 导航系（n 系）下的惯性导航机械编排流程图

在速度和位置积分运算中，比力测量值经两次积分（对应第一条主线上的两个积分

号）后得到位置变化量。在此过程中，需要先对比力向量进行坐标变换，从加速度计测

量所在的载体系（b 系）变换到选定的导航参考坐标系（n 系），该运算需要姿态积分环
节提供坐标变换矩阵 Cn

b（一种姿态参数，详见本章6.2.2小节）。由于比力 fn 是载体相

对于惯性坐标系的非引力加速度（见第3章3.2节），并非导航所需的相对地面的运动加
速度。为此，需要在 fn 中补偿重力加速度和哥氏加速度，其中重力是地球引力和地球

自转离心力的合力（见第2章2.3.4小节），哥氏加速度由虚拟的“哥氏力”导致，是由于
导航选定的参考系相对 i 系旋转1造成的。这些待补偿的加速度称作速度积分中的“有

害加速度”，其物理含义将在6.3.2.3节详细解释。由 n 系下的速度到位置变化量则是直
接积分得到，比较简单。

1e 系和 n 系相对 i 系（加速度计的测量参照系）有旋转，且 n 系相对 e 系也有旋转。
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姿态积分运算与速度、位置积分有着显著差异。姿态对惯导初学者来说相对陌生，

它与位置和速度的运算不同，不能用三维向量这一熟悉的数学工具来表达和计算。为此，

要考虑用什么数学工具来表达和计算姿态（即姿态的参数化，attitude parameterization）。
常用的姿态参数有欧拉角、方向余弦矩阵、姿态四元数和等效旋转矢量2。首先，需要

理解为什么这些数学工具能够表示姿态，以及如何表达，这是惯导算法初学者的“拦路

虎”之一。然后，需要建立姿态表达式与陀螺角速度测量值之间的函数关系，即推导姿

态表达式的微分方程。此外，导航关心的姿态是 b 系与 n 系之间的角度关系，陀螺并
不能直接测量载体相对于 n 系的角速度 ωnb，只能测量载体相对于 i 系的角速度 ωib。

为此，需要从陀螺的角速度测量值中补偿地球自转角速度 ωie 和位移角速度 ωen，前者

是由于地球在惯性空间中转动导致的（见第2章2.3.1.3小节），后者是由于 n 系跟随载体
在地球表面这一曲面上运动从而相对于 e系转动造成的（见第2章2.2.3小节）。上述角速
度补偿项之所以出现，也是因为导航选择了一个相对于 i 系有角运动（转动）的坐标系
为参考。

惯导机械编排的 3 个积分运算本质上都是对时变的三维向量进行积分。对三维向
量的求导（速度微分方程的推导）和积分（速度和姿态更新）都须注意时变向量不仅

有模长的变化还有方向的变化（见第2章2.1.4小节）。其中，比力和角速度向量模长的
变化能够很好地被加速度计和陀螺测量出来（尤其是采用了 IMU 增量输出形式，见
第3章3.4节），然而它们方向的变化在离散化采样过程中是有损失的，无法完整地保留
相关信息。在惯导算法的实现过程中，上述积分都要做时间离散化处理得到递推的差分

方程形式（图6.1中没有体现该离散化过程）。积分离散化过程中对向量方向的变化应做
尽可能精确的补偿，这将导致惯导姿态算法中出现圆锥效应补偿项（coning term），以
及速度算法中的旋转效应补偿项（rotation term）和划桨效应补偿项（sculling term），
这些概念抽象晦涩，推导过程复杂，是惯导算法学习中的另一个“拦路虎”。

在惯导机械编排中，姿态求解是惯导算法中最底层的积分运算，其误差影响最为深

远和显著。可以说机械编排的重点在于姿态解算，甚至整个捷联惯导算法的发展历史也

是围绕着姿态的精确求解而展开的。

本章内容将围绕图6.1展开。首先，介绍四种姿态表达式及其微分方程，通过求解微
分方程实现姿态的递推计算。然后，推导速度微分方程，其中涉及对时变向量在不同坐

标系下的求导，求解速度微分方程的过程又涉及时变向量的积分运算，这是惯导算法的

另一难点。最后是位置算法，相比之下，位置微分方程的推导和求解都比较简单3 。

2欧拉角、方向余弦矩阵和四元数都能用于表示绝对姿态和姿态的变化量，而等效旋转矢量一般只用
于表示姿态的变化量。

3面向极高精度的惯导做精细的位置积分时也会出现跟速度和姿态类似的误差补偿项，本书参考文
献[19]称之为涡卷效应补偿项（scrolling term）。该补偿项的幅度一般比较小，对于中高精度惯导都可
以忽略，本书不做讨论。
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6.2 姿态算法

第3章3.5.2小节中对比了平台式惯导和捷联式惯导的区别。平台式惯导将三轴加速
度计安装在陀螺控制的空间稳定平台上，并始终与选定参考坐标系的轴线对齐，导航解

算只需对加速度计的测量值按时间积分即可得到载体的速度和位置。捷联惯导由于惯

性器件与载体固连，需要时刻计算出载体相对于参考坐标系的相对角度关系（即姿态），

从而将加速度计的比力向量投影变换到参考坐标系下再做积分运算，得到载体的速度

和位置。惯导姿态的重要作用体现在以下两个方面：一方面是作为基础的导航参数对外

输出；另一方面用于比力向量及其他三维向量的投影变换。

姿态（attitude）是载体的物理轴在空间中的朝向或指向（orientation）。姿态是相
对量，需要指定一个参考坐标系（记作 R 系4）才能准确描述。对于捷联惯导，由于惯
性传感器与载体固连，所以载体的姿态可以表达为 IMU 所在的 b 系相对于 R 系的朝
向或角度关系。对于地球附近的惯性导航应用，本书默认以 n系为姿态参考坐标系，且
不严格区分 b 系与 v 系（详见第2章2.2.5小节）。姿态该如何表达呢？我们描述一架飞
机在空中的姿态时通常会说“飞机机头北偏东 30◦，机头抬升 5◦，机翼水平”。这是用

自然语言描述姿态，比较繁琐且无法做计算。因此，需要一种数学语言来严谨地描述姿

态，称为姿态参数（attitude parameter）或姿态表达式。
当载体作角运动时，其姿态随时间变化，那么如何描述姿态的变化规律呢？在实际

应用中，又怎样实现载体姿态的递推计算？为此，姿态表达式还需一套对应的数学运算

法则，来支持姿态的计算和更新。本节在给出每一种姿态表达式的定义后，随即介绍其

运算法则，然后推导它的微分方程以建立载体姿态与陀螺输出角速度的函数关系，最后

通过求解该微分方程并作离散化得到姿态的递推公式。在求解微分方程时须严格控制

离散化带来的计算误差，以保证姿态的解算精度。

本节将先后介绍欧拉角、方向余弦矩阵、姿态四元数和等效旋转矢量四种姿态表达

式，它们之间的相互转换公式见附录A.1。为何要学习四种不同姿态参数呢？因为它们
各有优缺点，需要在实际导航应用中灵活选用，取长补短。例如，用欧拉角描述载体的

空间轴向非常直观，但它却无法用于全姿态导航解算，并且做向量的投影变换时，须转

换成对应的方向余弦矩阵或四元数；方向余弦矩阵用于向量投影变换非常方便，但是通

过求解方向余弦矩阵或四元数的微分方程来实现姿态解算时都会不可避免地遇到“不

可交换误差”的困扰，而这个问题可以借助等效旋转矢量从理论上得到近乎完美的解

决。本节末尾给出了一个综合使用多种姿态表达式的姿态更新算法示例，帮助读者从繁

重的公式推导中抽身出来，形成姿态算法的全局总览。

6.2.1 欧拉角

著名数学家欧拉（Leonhard Euler）证明：任意两个笛卡尔直角坐标系之间的相对
朝向关系可以通过三个角度来描述，对应依次进行的三次单轴旋转，称作一组欧拉角

4取 reference（参考）的首字母，且为了跟位置向量 r 区分，采用大写字母 R。
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（Euler angles），因最早由欧拉提出而得名。欧拉角的含义形象直观，易于理解，尤其是
用于描述载体相对于导航坐标系的角运动非常方便。

6.2.1.1 欧拉角组

载体坐标系 b 相对于参考系 R 的欧拉角组5定义为：对 R 系施以三次依次转动后
与 b 系对齐，或将 b 系看作动坐标系6，其开始时与 R 系对齐，经过三次转动后到达最
终的空间朝向。三次依次转动如图6.2 所示：

（1） 坐标系 R（oxRyRzR），绕其 z 轴正方向转动角度 ψ，到达第一过渡坐标系

oxψyψzψ ，R 与第一过渡坐标系具有共同的 z 轴，即 zR = zψ。
（2） 第一过渡坐标系 oxψyψzψ 绕其 yψ 轴正方向转动角度 θ，到达第二过渡坐标

系 oxθyθzθ，两个过渡坐标系具有共同的 y 轴，即 yθ = yψ。本次转动的坐标
轴 yψ 与第一次转动的旋转轴 zψ 垂直。

（3） 第二过渡坐标系 oxθyθzθ 绕其 xθ 轴正方向转动角度 ϕ，最终到达坐标系 b
（oxbybzb）。本次转动的坐标轴 xθ 与第二次转动的旋转轴 yθ 垂直。

 

图 6.2 ZYX 形式的欧拉角

上述描述比较繁琐，在约定 R 系和 b 系的定义及单轴旋转规则后，上述有用的信
息可凝练为以下简洁的数学语言：

ERb =


ϕ

θ

ψ

 (6.1)

式中，E 表示一组欧拉角，下标 R 和 b 分别表示参考系和载体系，ψ、θ 和 ϕ 为三个转

角，按转动顺序的倒序从上到下书写。

图6.2的转轴顺序记为“ZYX”，表示依次绕初始坐标系 z 轴，第一过渡坐标系 y 轴
和第二过渡坐标系的 x 轴旋转，一些文献中也记作“321”，即用 1, 2 和 3 分别表示 x、

5欧拉角组即一组欧拉角的意思，后续为描述方便，将简写为欧拉角。
6注意：这里并不是描述 b 系随时间的变化，而是将某一固定时刻 b 系与 R 系之间的相对朝向关系分

解为三次转动的叠加。
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y 和 z 轴的转动。在给定一组欧拉角表示两个坐标系间的姿态关系时，一定要同时指定
对应的转轴顺序才有意义。因为两个坐标系的相对姿态可通过多组不同的等价转动来
描述，这涉及转轴和转轴顺序的选择。针对两个右手直角坐标系，第一次转动，可以绕

三个轴中的任一轴转动，故有 3 种选择，第二次转动，则可以绕其它两个轴中的任一轴
转动，有 2 种选择，第三次转动，又可以绕另外两轴的任一个转动（只要相邻两次转动
的旋转轴不同即可），有 2 种选择。因此，可等价的欧拉角组共有 3× 2× 2 = 12 组[36]，
其转轴顺序排列组合包括：

XYZ YZX ZXY

XZY YXZ ZYX

XYX YZY ZXZ

XZX YXY ZYZ

除非特别说明，本书默认使用“ZYX(321)”形式的欧拉角，后续在不引起歧义的
情况下将不明确写出其转轴顺序。读者可使用 MATLAB 软件7自带函数练习欧拉角与

其它姿态表达式的转换，来加深对欧拉角转轴顺序重要性的理解。例如 MATLAB 自带
函数 angle2dcm 可根据欧拉角计算方向余弦矩阵（详见6.2.2节），使用语法为“dcm =
angle2dcm(yaw, pitch, roll,‘ZYX’)”，在输入欧拉角的同时必须指定对应的转轴顺序，
如下所示：

1 yaw = 0 . 7 8 5 4 ; p i t ch = 0 . 1 ; r o l l = 0 ; % 给定三个欧拉角，单位 rad
2 dcm1 = angle2dcm (yaw , pitch , r o l l , 'ZYX' ) ; % 按ZYX(321)形式定义的欧拉角
3 dcm2 = angle2dcm (yaw , pitch , r o l l , 'ZYZ ' ) ; % 按ZYZ(323)形式定义的欧拉角
4 % 比较 dcm1 与 dcm2 的差异

6.2.1.2 导航姿态角的定义

由于 b系相对 R系的欧拉角有 12种等价选择。为使用方便，航空导航领域约定8了

一套欧拉角来描述 b 系（载体）相对于 n 系（参考坐标系）的姿态，称作导航姿态角：

• 航向角：载体纵轴正方向在当地水平面上的投影与 n 系北向的夹角，取北偏东
为正（即沿载体立轴正方向旋转），一般用 ψ 表示，角度范围为 0 ∼ 360◦ 或

−180◦ ∼ +180◦。

• 俯仰角：载体纵轴正方向与其水平投影线之间的夹角，当载体“抬头”时定义为
正（即沿当前载体横轴正方向旋转），一般用 θ 表示，取值范围为 −90◦ ∼ 90◦。

• 横滚角：载体立轴正方向与载体纵轴所在铅垂面之间的夹角，当载体向右倾斜
（如飞机右机翼下压）时为正（即沿当前载体纵轴正方向旋转），用 ϕ 表示，取

值范围为 −180◦ ∼ +180◦。

7注意，需安装 MATLAB 2018 及以上的版本，并安装 Aerospace Toolbox。
8这套定义只是使用相对比较广泛，但并非行业共识。
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从上述定义可以看出，导航姿态角与载体的物理轴向紧密关联，而与 b 系的具体
轴线选择没有关系。载体坐标系在物理上具有明确的含义，是绝大多数运动和控制的参

考基准，详见第2章2.2.4小节。例如，对于地面车辆，一旦明确了车辆的纵轴、横轴和立
轴就可以描述其姿态了；而在导航解算中，可以灵活选用“右-前-上”或者“前-右-下”
等不同形式的 b 系。无论选择何种 b 系的数学定义，车体姿态都是按照上面的姿态角
约定方式定义的，与 b 系的选择无关。

可以证明，导航姿态角本质上就是针对“北-东-地”n 系与“前-右-下”b 系按照
“ZYX”转轴顺序得到的欧拉角组，即 n 系先后绕 z 轴旋转 ψ、绕过渡 y 轴转动 θ、再

绕过渡 x 轴转动 ϕ 后与 b 系对齐。这样的坐标系定义正好与本书（见第2章2.2节）一
致。在一些文献中，“姿态”特指横滚角和俯仰角这两个水平姿态角，因此它们称欧拉

角组为姿态和航向。本书“姿态”则默认包含了横滚、俯仰和航向 3 个参数。

6.2.1.3 用欧拉角表示姿态矩阵

欧拉角不能直接操作三维向量的投影变换，必须先转换为相应的坐标变换矩阵，又

称方向余弦矩阵（详见本章6.2.2节）。接下来推导从欧拉角到坐标变换矩阵的转换公式。
任意三维向量 v 在 n 系和 b 系的坐标分别记作

vn =


xn

yn

zn

 , vb =


xb

yb

zb


在初始时刻，假定坐标系 b0 与 n 系重合，第一次转动让 b0 绕其 z 轴（即 n 系的

z 轴）转动 ψ 角。此时 b0 转到 b′ 的位置，向量 v 在 b′ 与 n 系之间的投影变换关系为
xb′

yb′

zb′

 =


cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Cψ≜Cb′
n


xn

yn

zn

 (6.2)

第二次转动，b′ 系绕其 y 轴转动 θ 角。此时 b′ 转到 b′′ 的位置，向量 v 在 b′ 与 b′′

系之间的投影变换关系为
xb′′

yb′′

zb′′

 =


cos θ 0 − sin θ
0 1 0

sin θ 0 cos θ


︸ ︷︷ ︸

Cθ≜Cb′′
b′


xb′

yb′

zb′

 (6.3)

第三次转动，b′′ 系绕其 x 轴转动 ϕ 角。此时 b′′ 转到 b 的位置，向量 v 在 b′′ 与 b
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系之间的投影变换关系为
xb

yb

zb

 =


1 0 0

0 cosϕ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ


︸ ︷︷ ︸

Cϕ≜Cb
b′′


xb′′

yb′′

zb′′

 (6.4)

将式(6.2)代入式(6.3)，再代入式(6.4)，可得向量 v 从 n 系到 b 系的投影变换关系：

vb = CϕCθCψvn = Cb
b′′Cb′′

b′ Cb′

n vn (6.5)

因此，从 n 系到 b 系的向量投影变换矩阵与欧拉角的转换关系为

Cb
n(ψ → θ → ϕ︸ ︷︷ ︸)

z→y→x

= CϕCθCψ

=


cθcψ cθsψ −sθ

−cϕsψ + sϕsθcψ cϕcψ + sϕsθsψ sϕcθ
sϕsψ + cϕsθcψ −sϕcψ + cϕsθsψ cϕcθ


(6.6)

式中，c = cos ()，s = sin ()。上式明确写出了 Cb
n 对应的欧拉角和转轴顺序 ψ → θ → ϕ，

后面为了书写简洁，在不引起歧义的情况下，将其简写为 Cb
n。

式(6.6)中的 n 和 b 可替换成任意其它直角坐标系，只要是按照“ZYX”顺序定义
的欧拉角组 ψ → θ → ϕ 都可以套用上述公式9，此时矩阵的上下标也须对应修改。参考

上述推导过程，很容易得到向量从 b 系到 n 系的投影变换矩阵：

Cn
b =


cθcψ −cϕsψ + sϕsθcψ sϕsψ + cϕsθcψ
cθsψ cϕcψ + sϕsθsψ −sϕcψ + cϕsθsψ
−sθ sϕcθ cϕcθ

 (6.7)

可见，矩阵 Cn
b 与 Cb

n 互为转置关系，也互为逆矩阵，对于向量的投影变换来说则

互为逆变换，这一性质将在本章6.2.2.2小节讨论。

6.2.1.4 小角度欧拉角对应的姿态矩阵

当 3 个欧拉角都是小角度时，其三角函数取一阶近似：sin(x) ≈ x，cos(x) ≈ 1，x
表示角度（以弧度为单位）。代入式(6.7)，并忽略二阶小量10近似为

Cn
b ≈


1 −ψ θ

ψ 1 −ϕ
−θ ϕ 1

 = I3 + (Enb×) (6.8)

9当然，不是这么定义的欧拉角则不能套用，应该重新推导对应的转换公式。
10此时，两个小角度正弦值的乘积为二阶小。
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式中，(Enb×) 为欧拉角组 Enb 对应的反对称矩阵，定义见式(2.16)。类似地，式(6.6)近
似为

Cb
n ≈


1 ψ −θ
−ψ 1 ϕ

θ −ϕ 1

 = I3 − (Enb×) (6.9)

当取极限 ψ → 0、θ → 0 和 ϕ → 0 时，式(6.8)和(6.9)中的近似变为严格成立，即
“≈”改为“=”。记 R 系为参考系，b 系为动坐标系，从 t 时刻到 t +∆t 时刻, b 系从

b(t) 系转动到 b(t +∆t) 系，当 ∆t 为小量时，对应的欧拉角组与角增量相等，记作

Eb(t)b(t+∆t) = ∆θb(t)b(t+∆t) =

∫ t+∆t

t


ωRb,x

ωRb,y

ωRb,z

 dt (6.10)

式中，ωRb,x、ωRb,y 和 ωRb,z 为 b 系相对于 R 系的转动角速度向量 ωRb 在 b(t) 系下的
坐标。将式(6.8)中的 n 替换为 b(t)，b 替换为 b(t +∆t)，并取极限有

lim
∆t→0

Cb(t)
b(t+∆t) = I3 + (∆θb(t)b(t+∆t)×) (6.11)

同理，将式(6.9)中的 n 替换为 b(t)，b 替换为 b(t +∆t)，并取极限有

lim
∆t→0

Cb(t+∆t)
b(t) = I3 − (∆θb(t)b(t+∆t)×) (6.12)

式(6.11)和式(6.12)中，没有明确写出角增量 ∆θ 的投影坐标系（右上标），因为

在取极限的情况下，右上标用 b(t) 和 b(t + ∆t) 是相等的。初学者在使用式(6.11)和
式(6.12)容易出错，应在理解式(6.8)和式(6.9)的基础上通过坐标系符号替换的方式确保
使用的正确性。在本书约定的符号规则下，可按以下方式记忆：若姿态矩阵的右上标和

右下标分别与角增量的第一、第二右下标相同，则应使用式(6.11)；反之，姿态矩阵的
右上标和右下标分别与角增量的第二、第一右下标相同，则应该使用式(6.12)。

6.2.1.5 欧拉角微分方程

当载体存在角运动时，表示姿态的欧拉角也随时间而变，ϕ、θ 和 ψ 都是时间的函

数。以 n 系为参考系时，欧拉角随时间的变化规律用以下微分方程描述：
ϕ̇

θ̇

ψ̇

 =


1 sinϕ tan θ cosϕ tan θ
0 cosϕ − sinϕ

0
sinϕ
cos θ

cosϕ
cos θ



ωb

nb,x

ωb
nb,y

ωb
nb,z

 (6.13)

式中，ωb
nb,x、ω

b
nb,y 和 ωb

nb,z 是 b 系相对于 n 系的转动角速度向量在 b 系下的坐标。上
式对于其它任意两个直角坐标系也是成立的，做相应的符号替换即可。式(6.13)的推导
过程可查阅参考文献[12, p.302]或[37, p.3-57]。
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理论上，求解微分方程(6.13)可得欧拉角的表达式，实现姿态角的递推计算。然而，
式(6.13)是一组强非线性微分方程，即微分方程的系数中包含了姿态角（待求参数）的
三角函数。一般情况下，无法得到欧拉角的解析解，工程中通常用数值积分的方法求解

其近似解。另外，式(6.13)的系数矩阵分母中含有 cos θ，在 θ = ±90◦ 时方程奇异。因
此，在导航应用中很少采用求解欧拉角微分方程的方式进行姿态更新，但在某些特定航
天飞行器的姿态控制中可能会选择这一方式，感兴趣的读者可查阅参考文献[38]。

6.2.1.6 欧拉角的特性

欧拉角具有物理含义直观的优点，例如，告知飞机的三个姿态角，很容易想象出它

在空中的姿态。因此，欧拉角通常作为惯性导航系统的姿态结果输出形式。此外，根据

欧拉角计算得到的姿态矩阵（即式(6.6)）永远是单位正交矩阵，用该矩阵进行向量的坐
标变换时不存在非正交误差。

然而，欧拉角存在一个重大缺点——奇异性。以飞机的姿态描述为例，当俯仰角为

±90◦ 时，飞机的纵轴与地理垂向平行，飞机再绕其立轴（第三次转动，即 x 轴）转动
时，无法区分对应的变化是航向角还是横滚角。这种奇异性不仅出现在“ZYX”形式的
欧拉角中，选择其它任何转轴顺序都存在类似的问题[39, p.74]。因此，欧拉角法不能用
于全姿态导航11。这种奇异性现象还可从以下不同的角度描述：

• 万向锁问题（gimbal lock）：在俯仰角为 ±90◦ 时，第一次与第三次转动的旋转
轴共线（都沿 R 系的 z 轴方向），使得有效转动由 3 次减少为 2 次；对应于平
台式系统的导航平台锁定。

• 方程式的退化问题：当俯仰角 θ = ±90◦ 时，无法根据角速度测量值求解欧拉角
微分方程(6.13)，因为此时系数矩阵分母中的 cos θ = 0。

除了存在奇异性，还应注意：欧拉角组虽然有向量的形式(6.1)，但它不是向量，不
满足三维向量的基本运算规则。在惯性导航中使用欧拉角还应注意以下问题：

(1) 两组欧拉角不能做加法来表示转动的叠加或姿态合成。

假设有任意 3 个坐标系 R、b1 和 b2，已知 R 系到 b1 系、R 系到 b2 系和 b1 系到

b2 系的欧拉角组分别为

ERb1 =


ϕ1

θ1

ψ1

 , ERb2 =


ϕ2

θ2

ψ2

 , Eb1b2 =


∆ϕ

∆θ

∆ψ


在一般情况下，有12

ERb2 ̸= ERb1 + Eb1b2

11可以证明，任何只用 3个实数来表示三维姿态的方法，都会不可避免地遇到奇异性问题。本章6.2.4小
节将介绍的等效旋转矢量也是如此。

12只有在各组欧拉角都是小角度或求极限的情况下才能做加减法。而欧拉角关于时间的导数是角速度
向量，满足三维向量的基本运算法则。
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例如，在评估惯导姿态精度时，需要对比它与参考系统的姿态输出，得到待测系统

的姿态误差序列。一般情况下，尤其当两个惯导存在较大的安装偏角时，不能将两个系

统输出的欧拉角序列直接相减，这是初学者容易犯的错误。正确的做法应该使用姿态矩

阵或四元数乘法来求姿态差异：

Cb2
b1

= Cb2
n Cn

b1
(6.14)

式中，b1 和 b2 分别表示待测系统和参考系统的载体坐标系。然后，根据矩阵 Cb2
b1
反

算出对应的欧拉角（见附录A.1），即待测系统的姿态误差序列。只有当待测系统与参考
系统大致对齐，只存在小角度偏差时，用欧拉角直接相减才近似等于上面公式的计算结

果。

(2) 欧拉角组不能做数乘来表示转动的内插或外推。

在惯导与其它传感器组合时（例如惯导与视觉导航的相机组合），由于其它传感器

与惯导的采样率和采样时刻都可能不一致，在数据融合解算时涉及姿态的时间内插或

外推。例如已知 tk 到 tk+1 时刻，b系的姿态变化对应的欧拉角组为 Eb(k)b(k+1)，不能用

0.5Eb(k)b(k+1) 来表示 b 系从 tk 到 tk+0.5 时刻的姿态变化，它不能表达“转动一半”的

物理含义，除非这组欧拉角是小角度时才允许做这种近似处理。值得注意的是，本章介

绍的 4 种姿态表达式中，只有本章6.2.4.2小节的等效旋转矢量可以通过数乘来表示转
动的线性内插或外推。

6.2.2 方向余弦矩阵

方向余弦矩阵（direction cosine matrix, DCM），又称坐标变换矩阵或姿态矩阵，通
过描述两个坐标系间向量投影变换的方式来表达载体相对于参考系的姿态，相比于欧

拉角显得抽象许多。欧拉角直接描述坐标系的旋转，方向余弦矩阵则对向量在两个坐标

系下的坐标做运算。在理解方向余弦矩阵的概念时，务必区分向量与向量的坐标这两个

概念，只有明确了投影坐标系时，讨论向量的坐标（找到三个实数与之对应）才有意义，

详见第2章2.1.1小节。
完整描述三维向量的坐标变换通常需要七个参数，包括三个平移参数，一个尺度参

数和三个旋转参数。在惯性导航中，不考虑坐标系的尺度变化且将载体看做刚体不考虑

其变形，因此不需要考虑尺度参数。平移参数也不是必需的，因为完全可以先通过平移

让两个坐标系的原点对齐。方向余弦矩阵有 9个元素，包含了两个坐标系之间相对角度
关系的所有信息，但存在 6 个自由度的冗余。

6.2.2.1 方向余弦矩阵的概念

假设三维空间中有两个任意直角坐标系 R、b以及向量 v，如图6.3所示。b系 x、y、
z轴上的单位向量分别记为 i、j、k，R系 x、y、z轴上的单位向量分别记为 I、J、K13。

13(i、j、k) 和 (I、J、K) 是三维空间中的两组基底，是张成三维空间的一组线性无关的向量，有了基
底，三维空间中的任意点或向量在这组基底下就有对应的坐标。
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图 6.3 向量 v 在 R 系和 b 系下的投影

向量 v 投影至 b 系坐标轴下做向量分解：

v = v1i + v2j + v3k =
[
i, j, k

]
v1

v2

v3

 (6.15)

式中，vb = [v1 v2 v3]
⊤ 是向量 v 在 b 系下的坐标。同理，向量 v 在 R 系中的投影分

量记作：

v = v′
1I + v′

2J + v′
3K =

[
I, J, K

]
v′
1

v′
2

v′
3

 (6.16)

式中，vR = [v′
1 v′

2 v′
3]

⊤ 是向量 v 在 R 系下的坐标。式(6.15)和式(6.16)是同一向量 v
的两组不同分解。因此，有

[
I, J, K

]
v′
1

v′
2

v′
3

 =
[
i, j, k

]
v1

v2

v3

 (6.17)

式(6.17)等号两边同时左乘矩阵


I⊤

J⊤

K⊤

，可得


I⊤I I⊤J I⊤K
J⊤I J⊤J J⊤K
K⊤I K⊤J K⊤K




v′
1

v′
2

v′
3

 =


I⊤i I⊤j I⊤k
J⊤i J⊤j J⊤k
K⊤i K⊤j K⊤k




v1

v2

v3

 (6.18)
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由于单位向量 I，J、K 标准正交（见第2章2.1.3.1小节），有
I⊤I = 1 I⊤J = 0 I⊤K = 0

J⊤I = 0 J⊤J = 1 J⊤K = 0

K⊤I = 0 K⊤J = 0 K⊤K = 1

(6.19)

将式(6.19)代入式(6.18)，得
v′
1

v′
2

v′
3

 =


I⊤i I⊤j I⊤k
J⊤i J⊤j J⊤k
K⊤i K⊤j K⊤k




v1

v2

v3

 (6.20)

式(6.20)记作：
vR = CR

b vb (6.21)

式中，

CR
b =


I⊤i I⊤j I⊤k
J⊤i J⊤j J⊤k
K⊤i K⊤j K⊤k

 (6.22)

式中，I⊤i 是 R 系和 b 系 x 轴上两个单位向量的内积，其它元素的含义类似，根据向
量内积的定义(2.7)，有

I⊤i = I · i = ∥I∥ ∥i∥ cos ⟨I, i⟩ = cos ⟨I, i⟩ (6.23)

式中，⟨I, i⟩ 是向量 I 与 i 的夹角，cos ⟨I, i⟩ 为两个向量的方向余弦值。
矩阵 CR

b 的每个元素都是两个单位向量的方向余弦值，因此称之为方向余弦矩阵。
该矩阵刻画了同一向量在两个不同坐标系下的坐标变换关系，CR

b 的第 1列是 b系 x轴
上的单位向量 i 在 R 系的投影分量或坐标，第 2、3 列的物理含义与此类似。

本书采用粗体大写字母 C 表示方向余弦矩阵，并明确写出坐标变换对应的两个坐
标系，约定右下标表示原坐标系，右上标表示目标坐标系。例如，CR

b，读作“C−b−R”（其
右角标从下读到上），表示从 b 系到 R 系的坐标变换矩阵。不同书籍和文献对方向余弦
矩阵对应的坐标系写法可能不同，有的会将坐标系记成两个右上标或两个右下标的形

式。因此，请读者务必清楚并记牢本书的写法，并以坐标变换的形式来理解方向余弦矩

阵的物理含义14。

6.2.2.2 方向余弦矩阵的特性

容易证明方向余弦矩阵是行列式为 1 的正交矩阵15：

(CR
b )

−1 = (CR
b )

⊤ (6.24a)
14方向余弦矩阵也可以从坐标系旋转的角度来理解，它们是等价的反过程。
15正交矩阵只要求其行列式为 ±1，但行列式取 −1 的情况对应瑕变换，即一次旋转加一次反射，不是
惯导姿态解算或向量投影变换所需要的，故舍弃。
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CR
b (CR

b )
⊤ = (CR

b )
⊤CR

b = I3 (6.24b)

det(CR
b ) = 1 (6.24c)

方向余弦矩阵的逆或转置描述了一个相反的坐标变换关系，根据本书的符号规则，

调换方向余弦矩阵的上下角标也表示坐标变换的反过程，因此有

Cb
R = (CR

b )
⊤ (6.25)

假设有任意右手直角坐标系 a、b、d 和三维向量 v，根据坐标变换关系，有：

vb = Cb
ava (6.26a)

vd = Cd
bvb (6.26b)

vd = Cd
ava (6.26c)

将式(6.26a)代入式(6.26b)，并与式(6.26c)比较，可得：

Cd
a = Cd

bCb
a (6.27)

式(6.27)称作方向余弦矩阵的链乘运算：两次坐标变换或姿态变化的合成可通过方
向余弦矩阵乘法实现。容易证明，多次坐标变换的叠加则对多个矩阵进行链乘即可，要
求前一（左侧）DCM 的右下标与后一（右侧）DCM 的右上标相同。方向余弦矩阵的链
乘运算(6.27)常用于表示姿态的更新或分解。例如：假设 n 系和 b 系在惯性空间中的坐
标轴朝向都随时间而变化，则 tk+1 时刻的姿态矩阵 Cn(k+1)

b(k+1) 与 tk 时刻的姿态矩阵 Cn(k)
b(k)

可通过矩阵链乘关联起来：

Cn(k+1)
b(k+1) = Cn(k+1)

n(k) Cn(k)
b(k)C

b(k)
b(k+1) (6.28)

式中，Cn(k+1)
n(k) 反映 n 系的变化（以惯性空间为参照），Cb(k)

b(k+1) 反映 b 系的变化（以惯
性空间为参照）。本章6.2.5节将使用公式(6.28)。

6.2.2.3 方向余弦矩阵微分方程

载体坐标系 b 相对参考坐标系 R 做角运动时，对应的方向余弦矩阵 CR
b (t) 为时变

矩阵。b系相对于 R系的转动角速度，记作 ωRb(t)，是时变向量。载体的实际运动必定
是连续的，姿态矩阵也是关于时间的连续可导函数。根据矩阵导数的定义式(2.42)，有

ĊR
b (t) = lim

∆t→0

CR
b (t +∆t)− CR

b (t)
∆t (6.29)

式(6.29)对 b 系与 R 系未做任何限制，它们在空间（例如相对于惯性空间）中的
朝向可随时间变化，但在考察二者之间姿态的变化时，可选择其中一个为参考，看作
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不动的坐标系，而将姿态的变化量全部归算到另一坐标系16。以 R 系为参考系，则有
R(t +∆t) = R(t) = R，根据方向余弦矩阵的链乘运算式(6.27)，有

CR
b (t +∆t) ≜ CR(t+∆t)

b(t+∆t)

= CR
b(t+∆t) = CR

b(t)C
b(t)
b(t+∆t)

(6.30)

式中，Cb(t)
b(t+∆t) 表示向量从 b(t+∆t)系到 b(t)系的坐标变换矩阵，反映了 b系的变化。

b(t) 转动到 b(t + ∆t) 对应的欧拉角记作 Eb(t)b(t+∆t) = ∆θb(t)b(t+∆t)。根据式(6.10)和
式(6.11)，有

lim
∆t→0

Cb(t)
b(t+∆t) = I3 +

[
∆θb(t)b(t+∆t)×

]
(6.31)

将式(6.31)代入式(6.30)，其结果再代入式(6.29)，整理得

ĊR
b (t) = lim

∆t→0

CR
b(t)
[
∆θb(t)b(t+∆t)×

]
∆t (6.32)

根据角速度向量的定义和式(6.10)，有

ĊR
b (t) = lim

∆t→0

CR
b(t)
[
∆θb(t)b(t+∆t)×

]
∆t

= CR
b(t) lim

∆t→0

[
∆θb(t)b(t+∆t)×

]
∆t

= CR
b(t)[ω

b
Rb(t)×]

(6.33)

式(6.33)中没有明确写出角增量 ∆θb(t)b(t+∆t) 的右上标，其投影坐标系可以是 b(t)
或 b(t +∆t)，在取极限 ∆t → 0 的情况下，b(t) = b(t +∆t)。后续为书写方便，常省
略式(6.33)的时间变量 t，简写为

ĊR
b = CR

b (ω
b
Rb×) (6.34)

式(6.34)为方向余弦矩阵的微分方程，它建立了动坐标系相对于参考坐标系的方向
余弦矩阵与动坐标系运动角速度之间的函数关系，是根据载体角速度测量值实时求解

姿态的基本方程[12, p.15]，也称为姿态矩阵微分方程。根据反对称矩阵的相似变换公
式(2.25)，有 (ωb

Rb×) = Cb
R(ω

R
Rb×)CR

b，代入式(6.34)，可得方向余弦矩阵微分方程的另
一等价形式：

ĊR
b = (ωR

Rb×)CR
b (6.35)

式(6.34)和(6.35)对于任意两个直角坐标系都成立，改变坐标系时只需做相应的符号
替换即可。例如，调换方向余弦矩阵的上下角标，有

Ċb
R = Cb

R(ω
R
bR×) (6.36)

16可以类比于向量：向量是从起点（三维空间中的一个点）指向终点（三维空间中的另一个点）的有向
线段，其起点和终点都可以随时间改变；在考察向量随时间的变化时，可以不失一般性地假设起点不动，
将向量长度和方向的变化全部归因于向量终点的位置发生了变化。
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如果以 i 系、e 系和 n 系为参考系，则有

Ċi
b = Ci

b(ω
b
ib×) (6.37a)

Ċe
b = Ce

b(ω
b
eb×) (6.37b)

Ċn
b = Cn

b(ω
b
nb×) (6.37c)

从式(6.37a)可以看出，如果以 i 系为参考进行导航解算，则姿态更新所需的角速度
ωib 可以由陀螺测量得到。若以 n 系为参考坐标系，则陀螺测量的角速度并不是姿态求
解所需的角速度（如6.1节所述），还需额外补偿地球自转角速度和位移角速度：

ωb
nb = ωb

ib − ωb
in (6.38)

将式(6.38)代入式(6.34)，并考虑反对称矩阵的相似变换(2.25)，整理可得：

Ċn
b = Cn

b
[
(ωb

ib×)− (ωb
in×)

]
= Cn

b
[
(ωb

ib×)− Cb
n(ω

n
in×)Cn

b
]

= Cn
b(ω

b
ib×)− (ωn

in×)Cn
b

(6.39)

式中 ωn
in = ωn

ie + ωn
en。在第7章7.2.1小节推导惯导姿态误差微分方程过程中将使用

式(6.39)，因为它很好地区分了陀螺角速度（对应于传感器误差）和待补偿的角速度
（对应于位置和速度误差导致的角速度误差）。

6.2.2.4 微分方程的求解

接下来讨论方向余弦矩阵微分方程(6.35)的求解。为书写方便，暂时省略方向余弦
矩阵 CR

b 和角速度向量 ωb
Rb 的上下角标，并记反对称矩阵 Ω = (ω×)，则方向余弦矩阵

的微分方程式(6.34)简写为
Ċ(t) = C(t)Ω(t) (6.40)

这是一个典型的时变系数齐次微分方程，需要采用毕卡迭代法（Picard iteration）
求解，这是一种用于求解微分方程初值问题的数学方法，其基本思想是从一个初始猜测

解出发，通过迭代过程逐步逼近微分方程的实际解。

首先，对式(6.40)在时段 [0, t] 上积分，可得

C(t) = C(0) +

∫ t

0

C(τ)Ω(τ)dτ (6.41)

式中，C(0) 为积分初始时刻的姿态矩阵。式(6.41)求得的 C(t) 是姿态微分方程(6.40)的
初解，表达式中仍包含待求函数 C(t)，需要在此基础上进行迭代。
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第一次迭代：将方程(6.41)等号右边整体代入(6.41)积分号内替换被积函数 C(t)17，

得

C(t) = C(0) +

∫ t

0

[
C(0) +

∫ τ

0

C(τ1)Ω(τ1)dτ1
]
Ω(τ)dτ

= C(0) + C(0)

∫ t

0

Ω(τ)dτ +
∫ t

0

∫ τ

0

C(τ1)Ω(τ1)dτ1Ω(τ)dτ

= C(0)

[
I +

∫ t

0

Ω(τ)dτ
]
+

∫ t

0

∫ τ

0

C(τ1)Ω(τ1)dτ1Ω(τ)dτ

(6.42)

第二次迭代：将方程(6.42)等号右边整体代入式(6.41)积分号内替换被积函数 C(t)，
得

C(t) = C(0)

[
I +

∫ t

0

Ω(τ)dτ +
∫ t

0

∫ τ

0

Ω(τ1)dτ1Ω(τ)dτ
]

+

∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

C(τ2)Ω(τ2)dτ2Ω(τ1)dτ1Ω(τ)dτ
(6.43)

这样不断地进行代入，便得到以无限重积分表示的级数，称作 Peano-Baker级数18:

C(t) = C(0)

[
I +

∫ t

0

Ω(τ)dτ +
∫ t

0

∫ τ

0

Ω(τ1)dτ1Ω(τ)dτ

+

∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

Ω(τ2)dτ2Ω(τ1)dτ1Ω(τ)dτ + · · ·
] (6.44)

式(6.44)的级数是收敛的，但一般情况下得不到闭合形式的解，只有在“定轴转动”
这一特殊情形下才容易得到闭合解。“定轴转动”的物理含义稍后在6.2.2.5小节中解释，
该条件还可从矩阵乘法的角度描述如下：在“定轴转动”条件下，积分时段内任意两个

时刻的角速度形成的反对称矩阵满足乘法交换律：

Ω(τ1)Ω(τ2) = Ω(τ2)Ω(τ1) , τ1, τ2 ∈ [0, t] (6.45)

在满足“定轴转动”的条件下，式(6.44)的 Peano-Baker 级数可简化为闭合解形式：

C(t) = C(0) exp
(∫ t

0

Ω(τ)dτ
)

(6.46)

或写作

C(t +∆t) = C(t) exp
(∫ t+∆t

t
Ω(τ)dτ

)
(6.47)

下面给出闭合解(6.46)的推导过程。根据式(6.45)，有

17注意同时修改积分变量符号和积分上限。
18Peano-Baker级数是一种用于表示常微分方程初值问题解的级数，以数学家皮亚诺（Giuseppe Peano）
和贝克（Alan Baker）的名字命名。它可用于证明某些微分方程解的唯一性。Peano-Baker 级数也有其局
限性：它可能不收敛，或者即使收敛，也可能非常难计算。
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∫ t

0

Ω(t)Ω(τ)dτ =

∫ t

0

Ω(τ)Ω(t)dτ (6.48)

注意，上述积分号内变量 Ω(t) 与积分上限相同，所以在积分区间 [0, t] 内是常
量，故有

Ω(t)
∫ t

0

Ω(τ)dτ =

∫ t

0

Ω(τ)dτΩ(t) (6.49)

计算以下微分式：

d
dt

[∫ t

0

Ω(τ)dτ
]2

=
d
dt

{[∫ t

0

Ω(τ)dτ
][∫ t

0

Ω(τ)dτ
]}

= Ω(t)
∫ t

0

Ω(τ)dτ +
∫ t

0

Ω(τ)dτΩ(t)

= 2

∫ t

0

Ω(τ)dτΩ(t)

(6.50)

注意，上式最后一个等号是在满足式(6.45)的条件下才成立，对上式两边求积
分，假定 Ω(0) = 0，有∫ t

0

∫ τ

0

Ω(τ1)dτ1Ω(τ)dτ =
1

2

[∫ t

0

Ω(τ)dτ
]2

(6.51)

同理，有∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

Ω(τ2)dτ2Ω(τ1)dτ1Ω(τ)dτ =

∫ t

0

1

2

[∫ τ

0

Ω(τ1)dτ1
]2
Ω(τ)dτ

=
1

6

[∫ t

0

Ω(τ)dτ
]3 (6.52)

依此类推，在满足“定轴转动”条件下，Peano-Baker 级数可得闭合解形式

C(t) = C(0)

{
I +

∫ t

0

Ω(τ)dτ + 1

2!

[ ∫ t

0

Ω(τ)dτ
]2
+
1

3!

[ ∫ t

0

Ω(τ)dτ
]3
+ · · ·

}
= C(0) exp

(∫ t

0

Ω(τ)dτ
) (6.53)

针对时段 [0, t]，记角增量 ∆θ(t) =
∫ t

0

ωb
Rb(τ)dτ，其模值为 ∆θ(t) = ∥∆θ(t)∥。根

据反对称矩阵的指数函数式(2.39)，有

exp
(∫ t

0

Ω(τ)dτ
)

= exp
([

∆θ(t)×
])

= I + sin∆θ(t)
∆θ(t)

[
∆θ(t)×

]
+

1− cos∆θ(t)
∆θ2(t)

[
∆θ(t)×

]2 (6.54)

将式 (6.54) 代入式 (6.46)，并明确写出姿态矩阵的角标，可得

CR
b (t) = CR

b(t) = CR
b(0)C

b(0)
b(t) (6.55a)
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Cb(0)
b(t) = I + sin∆θ(t)

∆θ(t)
[
∆θ(t)×

]
+

1− cos∆θ(t)
∆θ2(t)

[
∆θ(t)×

]2 (6.55b)

将上述积分时间从
[
0, t
]
改为

[
tk−1, tk

]
，将参考坐标系 R指定为 i系，已知前一时

刻 tk−1 的惯导姿态矩阵为 Ci
b(tk−1) ≡ Ci

b(k−1)。则求解 tk 时刻的惯导姿态矩阵 Ci
b(k) 的

递推计算式为

Ci
b(k) = Ci

b(k−1)C
b(k−1)
b(k) (6.56a)

Cb(k−1)
b(k) = I + sin∆θk

∆θk
[∆θk×] +

1− cos∆θk

∆θ2k
[∆θk×]2 (6.56b)

∆θk =

∫ tk

tk−1

ωb
ib(t)dt, ∆θk = ∥∆θk∥ (6.56c)

式(6.56a)和式(6.56b)即在惯性坐标系下姿态矩阵离散化更新的递推计算公式。如
果选择 e 系或 n 系为参考坐标系，在已知前一时刻姿态矩阵的情况下，也可以套用
式(6.56a)和式(6.56b)进行姿态更新，但需注意公式中的角增量定义应该做相应的修改。
以 n 系下姿态更新为例，更常用的做法是将姿态更新分解为 n 系和 b 系的更新19：

Cn(k)
b(k) = Cn(k)

n(k−1)C
n(k−1)
b(k−1)C

b(k−1)
b(k) (6.57a)

Cb(k−1)
b(k) = I + sin∆θk

∆θk
[∆θk×] +

1− cos∆θk

∆θ2k
[∆θk×]2 (6.57b)

∆θk =

∫ tk

tk−1

ωb
ib(t)dt, ∆θk = ∥∆θk∥ (6.57c)

Cn(k)
n(k−1) =

(
Cn(k−1)

n(k)

)⊤
= I− sin ζk

ζk
[ζk×] +

1− cos ζk

ζ2k
[ζk×]2 (6.57d)

ζk =

∫ tk

tk−1

ωn
in(t)dt =

∫ tk

tk−1

[
ωn

ie(t) + ωn
en(t)

]
dt, ζk = ∥ζk∥ (6.57e)

值得注意的是，式(6.56b)和式(6.57b)严格成立的前提是 b 系在时间段
[
tk−1, tk

]
内

做定轴转动。对于普通惯性导航应用来说，b系定轴转动的要求是非常严苛的，一般情况
下都不满足。当该条件不满足时，仍然将陀螺输出的角增量代入式(6.56b)和式(6.57b)中，
则会导致姿态更新的不可交换误差。该问题在本章6.2.3.5小节求解四元数微分方程时也
将出现，解决途径主要有：

（1） 强行代入，忽略不可交换误差。该方法相当于6.2.4.4节的单子样算法，对于
角运动不剧烈的载体或精度等级较低的 MEMS 惯导，是可行的。

（2） 提高惯性导航系统的原始数据采样率，使得积分时段 [tk−1, tk] 尽可能短，从

而确保 b 系在这个时段内的角运动更接近定轴转动。
（3） 用陀螺输出量人为构造出一个等效的定轴旋转角度“向量”，该向量的指向

代表了定轴旋转的方向，模长为绕该轴转动的角度大小，将构造的这种旋转

向量代入式(6.56b)则不存在不可交换误差，这便是6.2.4小节的等效旋转矢量
法。

19默认以惯性坐标系为参考，考虑 n 系和 b 系的变化，但式中没有明确写出惯性坐标系。
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6.2.2.5 可交换性条件的物理含义

记任意时刻 τ1, τ2 ∈ [0, t] 的角速度向量为 ω(τ1) = [ω1x, ω1y, ω1z]
⊤，ω(τ2) =

[ω2x, ω2y, ω2z]
⊤，则可写出 Ω(τ1)Ω(τ2) 和 Ω(τ2)Ω(τ1) 的表达式：

Ω(τ1)Ω(τ2) = [ω(τ1)×][ω(τ2)×]

=


−ω1yω2y − ω1zω2z ω1yω2x ω1zω2x

ω1xω2y −ω1xω2x − ω1zω2z ω1zω2y

ω1xω2z ω1yω2z −ω1xω2x − ω1yω2y

 (6.58a)

Ω(τ2)Ω(τ1) = [ω(τ2)×][ω(τ1)×]

=


−ω1yω2y − ω1zω2z ω2yω1x ω2zω1x

ω2xω1y −ω1xω2x − ω1zω2z ω2zω1y

ω2xω1z ω2yω1z −ω1xω2x − ω1yω2y

 (6.58b)

满足可交换性条件，即要求式(6.45)成立，则式(6.58a)与(6.58b)中矩阵各元素相等，
可解得 

ω1xω2y = ω2xω1y

ω1xω2z = ω2xω1z

ω1yω2z = ω2yω1z

(6.59)

（1）如果 ω(τ1) 和 ω(τ2) 的各分量都不为 0，则有
ω1x

ω2x
=
ω1y

ω2y
=
ω1z

ω2z
(6.60)

上式也可以写成如下向量的形式：

ω(τ1) = cω(τ2) (6.61)

式(6.61)说明角速度向量 ω(τ1) 与 ω(τ2) 方向相同，由于它们是 [0, t] 时段内任意两
个时刻的角速度向量，则其含义为：在时段 [0, t] 内，b 系相对于参考系的转动角速度
向量方向保持不变，即载体做定轴转动。

（2）如果角速度向量中的某些分量为 0。例如，假设 ω1x = 0, ω1y ̸= 0, ω1z ̸= 0，根

据式(6.59)第一式可得 ω2x = 0，同时根据第三式，有
ω2y

ω1y
=
ω2z

ω1z
(6.62)

这种情况下 ω(τ1) 与 ω(τ2) 的方向仍然是相同的。同理，当角速度向量中有两个分

量为 0 时，也能得出相同的结论。

（3）当其中一个角速度为零向量时，表示载体静止，是定轴转动的一种特殊情况，
此时，式(6.61)中的 c = 0。

综合上述三种情况可得：可交换性条件的物理含义是载体在姿态积分时段内做定
轴转动。
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6.2.3 四元数

四元数对于很多读者是个新概念，本节从复数这一“两元数”切入，然后引出四元

数。复数可以看作复平面上的一个点或一个向量，例如复数 z = ρ cosϕ + iρ sinϕ 可看
作复平面上一个长度为 ρ，与实轴夹角为 ϕ 的向量，如图6.4所示。应用欧拉公式，该复
数可写成指数形式

z = ρeiϕ = ρ cosϕ+ iρ sinϕ (6.63)

假设另有一个单位长度的复数 z1

z1 = eiθ = cos θ + i sin θ (6.64)

用复数 z1 乘以 z，有

z′ = z1z = ρei(ϕ+θ) (6.65)

如图6.4所示，对复数 z 乘以单位复数 z1 = eiθ 等效于将向量 z 转动角度 θ 到达 z′

的位置。对于二维复平面，旋转可以用单位复数来描述，类似的，对于三维空间的旋转

可用高阶复数（即四元数，quaternion）来描述。四元数是哈密顿（W.R. Hamilton）在
将三维向量代数运算推广到乘法和除法运算的研究中建立的一种代数方法。使用四元

数来表达姿态比使用欧拉角和方向余弦矩阵更抽象，需通过其旋转算子和欧拉旋转定

理来理解它与姿态和向量坐标变换之间的关系，见6.2.3.3小节。

 

图 6.4 复数对应的向量旋转

6.2.3.1 四元数的基本概念

四元数，记作 q，是由一个实数单位 1 和三个虚数单位 i、j、k 组成并具有下列形
式的数

q = q01 + q1i + q2j + q3k (6.66)

式中，q0、q1、q2、q3 均为实数。q01 为四元数的实部，乘以 1 不会改变实数 q0，即实

部单位 1 保持普通标量的性质。由于这种缘故，以后在四元数的表达式中，第一项 q0
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将不明确写出其单位 1。四元数的三个虚部单位 i、j、k 满足以下运算规则：
1 ◦ i = i ◦ 1 = i, 1 ◦ j = j ◦ 1 = j, 1 ◦ k = k ◦ 1 = k, 1 ◦ 1 = 1

i ◦ i = −1, j ◦ j = −1, k ◦ k = −1
i ◦ j = −j ◦ i = k, j ◦ k = −k ◦ j = i, k ◦ i = −i ◦ k = j

(6.67)

式中，“◦”为四元数的乘法运算符，后续四元数乘法都将明确写出该运算符，以免跟向
量的点乘运算混淆。四元数虚部单位之间的乘法有如下特点：各单位与自身相乘时，表

现与复数一样，而两两之间的乘法则与三维向量的外积（叉乘）一样。利用图 6.5的图
示法容易记住这一规则：按箭头方向排列的两个单位相乘时，便得到带正号的第三个单

位；当逆箭头方向移动时，便得到带负号的第三个单位。在这样的乘法规则下，两个四

元数之积仍为四元数。

 

图 6.5 四元数虚数单位的乘法规则图示

四元数的单位 1、i、j、k 可看作四维空间（记作 H）中的一组基。于是，任何四元
数都可看作空间 H 中的一个点或向量，可写成向量的坐标形式：

q =


q0

q1

q2

q3

 (6.68)

在空间 H 中四元数的加法以及四元数同标量的相乘和普通向量空间中是一样的。
空间 H 对乘法和除法运算封闭。
此外，单位 i、j、k也可看作三维空间的单位向量，q1、q2、q3 看作向量的分量。因

此，四元数也可以写成一个标量 q0 和一个向量 qv 的形式20：

q = q0 + qv, q0 ∈ R, qv = [q1, q2, q3]
⊤ ∈ R3 (6.69)

或记作如下形式：

q =

[
q0

qv

]
(6.70)

20为方便起见，向量部分以普通向量的形式写出。
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四元数的向量部分与三维空间中的向量一一映射，如图6.6所示。如果一个四元数
的标量部分为 0，则称为纯虚四元数，也有学者将其称作纯四元数（pure quaternion）或
零标量四元数；反之，若它的向量部分为 0，则称为实四元数。特别地，如果四元数的
实部为 1，三个虚部都为 0，称为四元数的单位元（identity）。在四元数代数中，单位元
与实数中的 1 相当，因为其它四元数与之相乘后保持不变，类似于实数乘法中的 1。实
部和虚部都为零的四元数则称为零四元数，与实数 0 对应。
注意，式(6.66)、(6.68)、(6.69)和(6.70)是四元数的不同表示形式，完全等价。它们

在公式推导和做向量运算时各有便利性。

 

图 6.6 三维向量与纯虚四元数的一一映射关系

6.2.3.2 四元数的基本运算

四元数可以进行一系列的运算，常见的有四则运算、共轭、求逆和数乘等。下面仅

介绍与惯性导航姿态表达相关的基本运算，证明过程从略。对四元数代数感兴趣的读者

可阅读文献[39, 40]。假设有标量 r、s 和以下 3 个四元数：

q = q0 + qv = q0 + q1i + q2j + q3k
p = p0 + pv = p0 + p1i + p2j + p3k

Λ = Λ0 +Λv = Λ0 + Λ1i + Λ2j + Λ3k

（1）如果两个四元数 q 和 p 的诸元相等，则这两个四元数相等。

q = p⇔


q0 = p0

q1 = p1

q2 = p2

q3 = p3

(6.71)

（2）两个四元数 q 和 p 加减法定义为

q± p = (q0 ± p0) + (q1 ± p1)i + (q2 ± p2)j + (q3 ± p3)k (6.72)

q± p = q0 ± p0 + qv ± pv (6.73)
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（3）四元数乘以标量 s 时，所有各元都乘以该数：

sq = sq0 + sq1i + sq2j + sq3k (6.74)

四元数的加法及四元数同标量的乘法都服从一般代数运算规则：

q + p = p + q, (q + p) +Λ = q + (p +Λ) (6.75)

sq = qs, (rs)q = q(sr) (6.76)

(r + s)q = rq + sq, s(q + p) = sq + sp (6.77)

（4）四元数的乘法：四元数 p 与 q 相乘等于 p 的诸元与 q 诸元按照(6.67)规则做乘
法，最后相加：

p ◦ q = (p0 + p1i + p2j + p3k) ◦ (q0 + q1i + q2j + q3k)

= p0q0 − p1q1 − p2q2 − p3q3

+ (p0q1 + p1q0 + p2q3 − p3q2)i

+ (p0q2 + p2q0 + p3q1 − p1q3)j

+ (p0q3 + p3q0 + p1q2 − p2q1)k

(6.78)

式(6.78)的结果相对复杂，但形式上是整齐有序的，可整理成不同的表达形式。对
式(6.78)结果稍加整理，可写成如下形式：

p ◦ q = p0q0 − (p1q1 + p2q2 + p3q3)

+ p0(q1i + q2j + q3k) + q0(p1i + p2j + p3k)

+ (p2q3 − p3q2)i + (p3q1 − p1q3)j + (p1q2 − p2q1)k

(6.79)

四元数 q 和 p 的向量部分记作 qv = [q1 q2 q3]
⊤ 和 pv = [p1 p2 p3]

⊤，根据向量

点乘公式(2.8)和叉乘公式(2.15)，可将式(6.79)写成简洁形式：

p ◦ q = (ps + pv) ◦ (qs + qv)

= psqs + psqv + qspv + pv ◦ qv

= (psqs − p⊤
v qv) + (psqv + qspv + pv × qv)

(6.80)

注意，当写出 pv ◦ qv 时，将 pv 和 qv 看成纯虚四元数 0 + pv 和 0 + qv。而写出

p⊤
v qv 和 pv × qv 时，将它们看成三维向量。特别的，两个纯虚四元数相乘，则有

pv ◦ qv = (0 + p1i + p2j + p3k) ◦ (0 + q1i + q2j + q3k)

= −p⊤
v qv + pv × qv

(6.81)
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四元数可写作四维空间 H 中向量的坐标形式(6.68)，四元数 p 和 q 的乘积还是四
元数，也写成 4× 1 的向量形式。则式(6.78)整理成如下矩阵的形式：

p ◦ q =


p0 −p1 −p2 −p3

p1 p0 −p3 p2

p2 p3 p0 −p1

p3 −p2 p1 p0




q0

q1

q2

q3

 =


q0 −q1 −q2 −q3

q1 q0 q3 −q2

q2 −q3 q0 q1

q3 q2 −q1 q0




p0

p1

p2

p3


= Mpq = M∗

qp

(6.82)

式中，Mp 和 M∗
q 分别是四元数乘法运算符左侧和右侧四元数各元素组成的矩阵，是四

元数向 4 阶方阵的一种映射：

Mp =


p0 −p1 −p2 −p3

p1 p0 −p3 p2

p2 p3 p0 −p1

p3 −p2 p1 p0

 =

[
p0 −p⊤

v

pv p0I3 + (pv×)

]
(6.83)

M∗
q =


q0 −q1 −q2 −q3

q1 q0 q3 −q2

q2 −q3 q0 q1

q3 q2 −q1 q0

 =

[
q0 −q⊤

v

qv q0I3 − (qv×)

]
(6.84)

四元数乘法不满足交换律：由于两个四元数的乘积式(6.80)包含向量的叉乘项 pv ×
qv。因此，一般情况下，p ◦ q ̸= q ◦ p。当且仅当 pv × qv = qv × pv 时，即两个四元数

的向量部分至少有一个为零向量或 pv 与 qv 共线时，四元数的乘法才满足交换律。四

元数乘法与矩阵的乘法类似，满足结合律和对加法的分配律:

(p ◦ q) ◦Λ = p ◦ (q ◦Λ) (6.85)

p ◦ (q +Λ) = p ◦ q + p ◦Λ (6.86)

（5）共轭：将四元数 q 虚部反号得到对应的共轭四元数 q∗，即

q∗ = q0 − q1i− q2j− q3k

= qs − qv
(6.87)

四元数与其共轭四元数相乘，得到一个实四元数：

q ◦ q∗ = q2
s + q⊤

v qv (6.88)

四元数共轭满足以下运算：

(p + q)∗ = p∗ + q∗ (6.89a)

q ◦ q∗ = q∗ ◦ q (6.89b)
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(p ◦ q)∗ = q∗ ◦ p∗ (6.89c)

(q1 ◦ q2 ◦ · · · ◦ qn)
∗ = q∗

n ◦ q∗
n−1 ◦ · · · ◦ q∗

2 ◦ q∗
1 (6.89d)

（6）四元数的模定义为：

∥q∥ =
√

q2
0 + q2

1 + q2
2 + q2

3 (6.90)

四元数的模的定义与四维空间中向量长度的定义是一致的。模为 1 的四元数称作
单位四元数（unit quaternion）或规范化四元数（normalized quaternion）。容易验证，两
个四元数乘积的模等于模的乘积

∥p ◦ q∥ = ∥p∥ ∥q∥ (6.91)

式(6.91)表明两个单位四元数的乘积仍是单位四元数，这对于惯导姿态的表达和更
新来说是一个很重要的性质。

（7）四元数的逆：任意非零四元数 q 都有与之对应的逆，记作 q−1，定义为

q ◦ q−1 = q−1 ◦ q = 1 (6.92)

式中，等号右边的 1 为四元数的单位元，上式左乘或右乘 q∗，有

q∗ ◦ q ◦ q−1 = q−1 ◦ q ◦ q∗ = q∗ (6.93)

根据四元数模的定义式(6.90)，有 q ◦ q∗ = ∥q∥2，代入式(6.93)有

q−1 =
q∗

∥q∥2
(6.94)

如果 q 为单位四元数，则它的逆等于它的共轭四元数。四元数的逆满足以下规律：

(q1 ◦ q2 ◦ · · · ◦ qn)
−1 = q−1

n ◦ q−1
n−1 ◦ · · · ◦ q−1

2 ◦ q−1
1 (6.95)

（8）四元数的归一化：若四元数的模不等于 0，则称
q
∥q∥ 为四元数的归一化或规范

化操作，归一化后的四元数是单位四元数。

6.2.3.3 姿态四元数

任意非零四元数 q 都可以改写成如下形式：

q = ∥q∥
(

q0

∥q∥ +
q1i + q2j + q3k

∥q∥

)
= ∥q∥

(
q0

∥q∥ +
qv

∥q∥

)
(6.96)

引入一个沿 qv 方向上的单位向量 u ：

u =
qv√

q2
1 + q2

2 + q2
3

(6.97)
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将式(6.97)代入式(6.96)，得

q = ∥q∥
(

q0

∥q∥ + u
√

q2
1 + q2

2 + q2
3

∥q∥

)
(6.98)

根据四元数模的定义(6.90)，可以引入变量：

cos θ
2
=

q0

∥q∥ , sin θ
2
=

√
q2
1 + q2

2 + q2
3

∥q∥
(6.99)

式中，θ 对应一个转动角度。式(6.99)引入变量 θ/2 而非 θ 的原因在于：四元数 q 将使
向量转动角度 θ 而不是 θ/2，稍后将给出证明和解释。应用上述符号，四元数 q 可表示
为如下三角函数形式：

q = ∥q∥
(

cos θ
2
+ u sin θ

2

)
(6.100)

特别的，对于单位四元数，有

q = cos θ
2
+ u sin θ

2
(6.101)

对于任意单位向量 u 和角度 θ，根据式(6.101)都可写出对应的单位四元数，可以看
作 u 和 θ 到单位四元数的一种映射关系。如果给定的 u 和 θ 有明确的几何意义，则对

应的单位四元数也有了实际的物理含义。

刚体运动的欧拉定理指出“刚体（或与刚体固连的坐标系）绕固定点的有限次转动

等价于绕经过该固定点的某个轴的一次转动”。如图6.7所示，R 系经过 3 次转动（有限
次转动）后与 b 系对齐；总可以找到一个过 R 系原点的旋转轴（轴上的单位向量记作
uRb），使得 R 系绕 uRb 做一次旋转后与 b 系对齐，转动角度记作 θ。

图 6.7 坐标系的等效转动

根据式(6.101)，可写出与 uRb 和 θ 对应的单位四元数

qR
b = cos θ

2
+ uRb sin θ

2
(6.102)
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由于 uRb 和 θ 完整描述了 b 系相对 R 系的转动关系，则单位四元数 qR
b 便包含了

b系与 R系的相对姿态关系，因而称之为姿态四元数。后续将明确写出姿态四元数的右
上标和右下标，表示对应的坐标系，书写规则可通过式(6.102)记忆：姿态四元数向量部
分的第一个右下标与四元数的右上标一致，向量第二个右下标与四元数的右下标一致。

若调换四元数的上下角标顺序，则结果与原四元数互为共轭，即

qb
R = cos θ

2
+ ubR sin θ

2

= cos θ
2
− uRb sin θ

2

=
(
qR

b
)∗ (6.103)

姿态四元数对向量（或坐标系各轴的单位向量）的转动通过其旋转算子 Lq 来实现，

描述为以下定理。

定理：对于任意单位四元数 q = cos (θ/2) + u sin (θ/2) 和三维向量 v ∈ R3，算子

Lq(v) = q ◦
[
0

v

]
◦ q∗ (6.104)

的作用是使向量 v绕向量 u的正方向旋转角度 θ（注意不是 θ/2），如图6.8所示。证
明见附录A.2。

 

图 6.8 单位四元数的旋转算子

根据姿态四元数的旋转算子(6.104)可以证明，向量从 b 系到 R 系的坐标变换为

vR = qR
b ◦ vb ◦

(
qR

b
)∗ (6.105)
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式中，v 看作纯虚四元数 v = 0 + v。姿态四元数必须是单位四元数，因为如果四元数
qR

b 的模不等于 1，则向量 v 经过算子 Lq(v) 后，不仅发生旋转，还会出现长度的拉伸
或压缩，这是姿态表达和向量投影变换不希望出现的。

假设有任意右手直角坐标系 a、b、d 和三维向量 v，根据坐标变换式(6.105)，有：

va = qa
d ◦ vd ◦ (qa

d)
∗ (6.106a)

vb = qb
d ◦ vd ◦ (qb

d)
∗ (6.106b)

将式(6.106b)代入式(6.105)，可得

va = qa
b ◦ qb

d ◦ vd ◦ (qb
d)

∗ ◦ (qa
b)

∗

=
(
qa

b ◦ qb
d
)
◦ vd ◦ (qa

b ◦ qb
d)

∗

= qa
d ◦ vd ◦ (qa

d)
∗

(6.107)

对比式(6.107)和(6.106a)，可得

qa
d = qa

b ◦ qb
d (6.108)

式(6.108)称作姿态四元数的链乘运算，表明：两次坐标变换或姿态变化的合成可
通过对应的姿态四元数相乘来实现。多次坐标变换的叠加则对多个姿态四元数进行链

乘，要求四元数乘法运算符左侧四元数的下标与右侧四元数的上标相同，与方向余弦矩

阵的链乘运算式(6.28)类似。姿态四元数的链乘运算常用于表示姿态的更新或分解，详
见6.2.5节。例如：假设 n 系和 b 系在惯性空间中的坐标轴朝向随时间而变化，则 tk+1

时刻的姿态矩阵 qn(k+1)
b(k+1) 与 tk 时刻的坐标变换矩阵 qn(k)

b(k) 可通过姿态四元数链乘关联起

来：

qn(k+1)
b(k+1) = qn(k+1)

n(k) ◦ qn(k)
b(k) ◦ qb(k)

b(k+1) (6.109)

式中，qn(k+1)
n(k) 反映 n 系相对惯性系的变化，qb(k)

b(k+1) 反映 b 系相对惯性系的变化。

6.2.3.4 四元数的微分方程

假设动坐标系 b 相对参考系 R 以角速度 ωRb 转动，则 b 系相对于 R 系的姿态四
元数 qR

b 随时间变化，是时间的函数。b 系在 t 和 t+∆t 时刻的空间朝向（即瞬时坐标
系）记作 b(t) 和 b(t +∆t)。根据姿态四元数的链乘运算式(6.108)，有

qR
b(t+∆t) = qR

b(t) ◦ qb(t)
b(t+∆t) (6.110)

式中，qb(t)
b(t+∆t) 为 b(t) 到 b(t +∆t) 系的姿态四元数，一次等效转动的转轴单位向量记

作 ub(t)
b(t)b(t+∆t)，转角为 ∆θ，根据式(6.102)，有

qb(t)
b(t+∆t) =

 cos ∆θ
2

ub(t)
b(t)b(t+∆t) sin ∆θ

2

 (6.111)
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由于向量 ub(t)
b(t)b(t+∆t) 位于旋转轴上，则它在 b(t) 和 b(t+∆t) 下的坐标相等，其投

影坐标系（右上标）写为 b(t) 或 b(t +∆t) 均可，且在时间段 [t, t +∆t] 内向量方向
保持不变。将转角 ∆θ 和单位向量 ub(t)

b(t)b(t+∆t) 的乘积记作 ∆θ

∆θ = ∆θub(t)
b(t)b(t+∆t) (6.112)

角增量向量 ∆θ 关于时间的导数为角速度向量，记作

ω
b(t)
b(t)b(t+∆t) = lim

∆t→0

∆θ

∆t = ub(t)
b(t)b(t+∆t) lim

∆t→0

∆θ

∆t (6.113)

在考察 [t, t +∆t] 时段内的姿态变化时，b(t) 系为过去时刻的已知坐标系，它相
对 R 系固结，因此角速度向量 ω

b(t)
b(t)b(t+∆t) 又可写作

ω
b(t)
b(t)b(t+∆t) = ω

b(t)
Rb(t+∆t) (6.114)

取极限时，有

lim
∆t→0

ω
b(t)
b(t)b(t+∆t) = ω

b(t)
Rb(t) (6.115)

当 ∆t→ 0 时，转角值 ∆θ → 0，此时有

lim
∆t→0

cos ∆θ
2

= 1 (6.116)

lim
∆t→0

sin ∆θ

2
=

∆θ

2
(6.117)

将式(6.116)、式(6.117)和式(6.112)代入式(6.111)并取极限，得

lim
∆t→0

qb(t)
b(t+∆t) =

 1

∆θ

2

 (6.118)

根据导数的定义，有

q̇R
b (t) = lim

∆t→0

qR
b (t +∆t)− qR

b (t)
∆t

= lim
∆t→0

qR
b(t) ◦ qb(t)

b(t+∆t) − qR
b(t)

∆t

= lim
∆t→0

qR
b(t) ◦ (q

b(t)
b(t+∆t) − q1)

∆t

(6.119)

式中，q1 = 1 + 0 为单位元四元数，将式(6.118)代入式(6.119)，得
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q̇R
b (t) = lim

∆t→0

qR
b(t) ◦

(
qb(t)

b(t+∆t) − q1

)
∆t

= lim
∆t→0

qR
b(t) ◦

([
1

∆θ/2

]
−

[
1

0

])
∆t

=
1

2
lim
∆t→0

qR
b(t) ◦

[
0

∆θ

]
∆t

=
1

2
qR

b (t) ◦
[

0

ωb
Rb(t)

]
(6.120)

式(6.120)即为姿态四元数的微分方程，根据四元数乘积的矩阵形式(6.84)，式(6.120)可
写作

q̇R
b (t) =

1

2
M∗

ωqR
b (t) (6.121)

M∗
ω =


0 −ωb

Rb,x −ωb
Rb,y −ωb

Rb,z

ωb
Rb,x 0 ωb

Rb,z −ωb
Rb,y

ωb
Rb,y −ωb

Rb,z 0 ωb
Rb,x

ωb
Rb,z ωb

Rb,y −ωb
Rb,x 0

 (6.122)

式中，ωb
Rb,x、ω

b
Rb,y、ω

b
Rb,z 为 b 系相对于 R 系的角速度向量在 b 系下的坐标，是时间

的函数（式中没有明确写出时间变量 t）。

6.2.3.5 四元数微分方程的求解

姿态四元数的微分方程(6.121)是一个典型的时变系数齐次微分方程，求解的过程与
本章6.2.2.4小节方向余弦矩阵微分方程的求解类似，在此不做详细推导。只有在积分时
段 [0, t] 内满足定轴转动条件时，才能求得闭合解

qR
b (t) = exp

(
1

2
Θ(t)

)
qR

b (0) (6.123)

式中，qR
b (t) 为 t 时刻的姿态四元数，qR

b (0) 为积分开始时刻的姿态四元数，即积分初

值。其中，

Θ(t) ≜
∫ t

0

M∗
ωdτ =


0 −∆θx(t) −∆θy(t) −∆θz(t)

∆θx(t) 0 ∆θz(t) −∆θy(t)
∆θy(t) −∆θz(t) 0 ∆θx(t)
∆θz(t) ∆θy(t) −∆θx(t) 0

 (6.124a)

∆θ(t) =
[
∆θx(t) ∆θy(t) ∆θz(t)

]⊤
=

∫ t

0

ωb
Rb(τ)dτ (6.124b)
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∆θ(t) =
√
∆θ2x(t) + ∆θ2y(t) + ∆θ2z(t) (6.124c)

式中，∆θ(t) 为时段 [0, t] 内的角增量，其模值记为 ∆θ(t) = ∥∆θ(t)∥。为书写简洁，本
节剩余部分将 Θ(t) 和 ∆θ(t) 简记为 Θ 和 ∆θ。容易证明矩阵 Θ 有如下性质：

Θ2 = −∆θ2I4
Θ3 = Θ2Θ = −∆θ2Θ
Θ4 = Θ3Θ = −∆θ2ΘΘ = ∆θ4I4
Θ5 = Θ4Θ=∆θ4Θ

· · · · · ·

(6.125)

将式(6.123)中的矩阵指数函数展开成级数形式：

exp
(
1

2
Θ

)
= I4 +

Θ

2
+

1

2!

(
Θ

2

)2

+
1

3!

(
Θ

2

)3

+ · · ·+ 1

n!

(
Θ

2

)n

+ · · · (6.126)

将式(6.125)代入式(6.126)，可得

exp
(
1

2
Θ

)
= I4 +

Θ

2
− I4

2!

(
∆θ

2

)2

− 1

3!

(
∆θ

2

)2
Θ

2
+

I4
4!

(
∆θ

2

)4

+ · · ·

= I4

[
1− 1

2!

(
∆θ

2

)2

+
1

4!

(
∆θ

2

)4

− · · ·

]

+
Θ

∆θ

[
∆θ

2
− 1

3!

(
∆θ

2

)3

+
1

5!

(
∆θ

2

)5

− · · ·

]
= I4 cos ∆θ

2
+

Θ

∆θ
sin ∆θ

2

(6.127)

将式(6.127)代入式(6.123)，可得

qR
b (t) =

[
I cos ∆θ(t)

2
+

Θ(t)
∆θ(t) sin ∆θ(t)

2

]
qR

b (0) ≜ M∗
∆qR

b (0) (6.128a)

M∗
∆ =


m −n∆θx(t) −n∆θy(t) −n∆θz(t)

n∆θx(t) m n∆θz(t) −n∆θy(t)
n∆θy(t) −n∆θz(t) m n∆θx(t)
n∆θz(t) n∆θy(t) −n∆θx(t) m

 (6.128b)

式中，m = cos ∆θ
2
，n =

1

∆θ
sin ∆θ

2
。根据式(6.82)，可将式(6.128a)等号右边矩阵形式

改成四元数乘积形式：

qR
b (t) = qR

b (0) ◦

 cos ∆θ(t)
2

∆θ(t)
∆θ(t) sin ∆θ(t)

2

 (6.129)

若将积分时间从 [0, t] 改为 [tk−1, tk]，将参考坐标系 R 指定为 i 系，已知前一时刻
tk−1 的姿态四元数为 qi

b(tk−1) = qi
b(k−1)。则求解 tk 时刻姿态四元数的递推计算式为

qi
b(k) = qi

b(k−1) ◦ qb(k−1)
b(k) (6.130a)
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qb(k−1)
b(k) =

 cos ∆θk

2

∆θk

∆θk
sin ∆θk

2

 (6.130b)

∆θk =

∫ tk

tk−1

ωb
ib(t)dt, ∆θk = ∥∆θk∥ (6.130c)

式(6.130a)和式(6.130b)即在惯性坐标系下姿态更新的递推计算公式，对于常见的地
球表面导航问题实用价值不大。与方向余弦矩阵的递推计算类似，如果选择 e系或 n系
为参考坐标系，以 n 系下姿态更新为例，通常的做法是将姿态更新分解为 n 系和 b 系
的更新21：

qn(k)
b(k) = qn(k)

n(k−1) ◦ qn(k−1)
b(k−1) ◦ qb(k−1)

b(k) (6.131a)

qb(k−1)
b(k) =

 cos ∆θk

2

∆θk

∆θk
sin ∆θk

2

 (6.131b)

∆θk =

∫ tk

tk−1

ωb
ib(t)dt, ∆θk = ∥∆θk∥ (6.131c)

qn(k)
n(k−1) =

(
qn(k−1)

n(k)

)∗
=

 cos ζk

2

−ζk
ζk

sin ζk

2

 (6.131d)

ζk =

∫ tk

tk−1

ωn
in(t)dt =

∫ tk

tk−1

[
ωn

ie(t) + ωn
en(t)

]
dt, ζk = ∥ζk∥ (6.131e)

值得注意的是，与方向余弦矩阵递推公式(6.56a)和式(6.56b)相似，式(6.131b)、式(6.131d)成
立的前提是在积分时段

[
tk−1, tk

]
满足定轴转动条件。

6.2.4 等效旋转矢量

当载体运动不满足定轴转动条件时，将陀螺输出的角增量代入式(6.56b)更新姿态
矩阵或代入式(6.130b)更新姿态四元数会引入不可交换误差。如6.2.2.4小节所述，减小
或消除不可交换误差的有效途径是使用等效旋转矢量。本节首先解释转动不可交换性

与惯导姿态算法的关联性，然后介绍等效旋转矢量的基本概念和使用方法，推导等效旋

转矢量的微分方程以建立其时间导数与角速度的函数关系，最后给出针对实际工程应

用的等效旋转矢量微分方程的求解公式。

21考虑 n 系和 b 系的变化时，默认以惯性坐标系为参考，但式中没有明确写出惯性坐标系。
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6.2.4.1 转动的不可交换性

从经典力学[41]可知，刚体（或与刚体固连的坐标系）的有限转动是不可交换的。如
图 6.9所示，如果刚体先绕 x 轴转动 90◦，再绕 y 轴转动 90◦，和先绕 y 轴转动 90◦，再

绕 x 轴转动 90◦，两种情形下刚体在空间中的最终姿态显然是不一样的。这就是转动的

不可交换性，即有限转动之和与转动次序有关。转动不是向量，两次或两次以上不同轴

的转动不能相加。两次转动的结果与姿态矩阵的乘积是对应的，转动的不可交换性等价

于姿态矩阵乘法不满足交换律，可参考本章6.2.2.5小节的解释。

 

图 6.9 刚体连续转动的不可交换性示意图

从姿态矩阵乘积的角度进一步解释转动的不可交换误差：假设有参考坐标系 R 和
动坐标系 b，第一种情形下，b 系相对于 R 系按“ZYX”的转轴顺序转动 3 个角度 ψ，

θ 和 ϕ 后变换到新的位置。第二种情形下，b 系相对于 R 系按“XYZ”的转轴顺序转
动 3 个同样大小的角度 ϕ，θ 和 ψ。根据6.2.1.3小节的方法，写出两种情况下对应的坐
标变换矩阵 Cb

R

Cb
R(ZYX) =


1 0 0

0 cosϕ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ




cos θ 0 − sin θ
0 1 0

sin θ 0 cos θ




cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1



=


cθcψ cθsψ −sθ

−cϕsψ + sϕsθcψ cϕcψ + sϕsθsψ sϕcθ
sϕsψ + cϕsθcψ −sϕcψ + cϕsθsψ cϕcθ


(6.132)
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Cb
R(XYZ) =


cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1




cos θ 0 − sin θ
0 1 0

sin θ 0 cos θ



1 0 0

0 cosϕ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ



=


cθcψ sψcϕ+ sθsϕcψ sψsϕ− sθcϕcψ
−cθsψ cψcϕ− sθsϕsψ cψsϕ+ sθcϕsψ

sθ −cθsϕ cθcϕ


(6.133)

很明显 Cb
R(ZYX) ≠ Cb

R(XYZ)。但是，当转角 ϕ、θ 和 ψ 都是一阶小量的小角度时，

则 cos x ≈ 1，sin x ≈ x，(x = ϕ, θ, ψ)。在忽略二阶小量或取极限的情况下，有

Cb
n(ZYX) = Cb

n(XYZ) ≈


1 ψ −θ
−ψ 1 ϕ

θ −ϕ 1

 (6.134)

可见小角度的转动是可交换顺序的。从转动的不可交换性可得出以下推论：对方向
随时间变化的角速度向量积分，与对应刚体的有限转动过程是不一致的，积分结果没有

明确物理含义[42]。因为对角速度的数值积分

∆θRb(t) =
∫ t

0

ωb
Rb(τ)dτ (6.135)

是一个随时间的累加过程，相当于通过向量加法（积分）来描述转动的相加。若积分时

段内角速度 ωb
Rb 方向不变，即载体定轴转动时，积分结果与载体的连续转动过程确实

是一致的；若 ωb
Rb 方向发生变化，积分结果与载体的连续转动过程则不一致，积分过

程引入了转动不可交换误差。

在求解方向余弦矩阵和姿态四元数微分方程时，都涉及对角速度向量的积分，虽

然每次积分的时长很短，但不可交换误差随时间累积后不能一直看作一阶小量。本

章6.2.2.4小节末尾讨论了减小“不可交换误差”影响的最有效途径是：根据陀螺多个
历元的角增量测量值，构造出一个在积分时段内方向不变的“等效旋转矢量”，理论上

可完全消除“不可交换误差”对姿态更新的影响。

6.2.4.2 等效旋转矢量的基本概念

刚体运动的欧拉定理指出“刚体的定点有限次旋转等价于绕经过该点的某个轴的

一次转动”。等效旋转矢量的概念在本章6.2.3.3小节已是呼之欲出。如图 6.7所示，任意
坐标系 R 通过 3 次（即有限次）旋转后与 b 系对齐，根据欧拉定理，总可以找到一个
旋转轴，定义轴上的单位向量 uRb，让 R 绕 uRb 转动一个角度 ϕRb 后与 b 系重合。因
此，基于一个转轴 uRb 和一个转动角度 ϕRb 可以简洁而完整地描述 b 系相对于 R 系的
姿态，uRb 与 ϕRb 的乘积称作等效旋转矢量 (equivalent rotation vector），有些文献也
称之为轴角 (axis-angle)，记作

ϕRb = ϕRbuRb, ϕRb = ∥ϕRb∥ , uRb =
ϕRb
ϕRb

(6.136)
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等效旋转矢量 ϕRb 用一个“三维向量”表示了 b 系相对于 R 系的姿态，其模值
表示转角大小，其方向表示转轴的正方向，本书明确写出等效旋转矢量对应的两个坐标

系，约定如下：ϕRb 的含义描述为 R 绕 ϕ 的正方向转动一个角度 ϕRb 后与 b 系重合。
从转动的物理含义上看，(ϕRb ± 2kπ)uRb，(k = 0, 1, 2, · · · ) 表示相同的转动，如果

将转角的取值范围限定在 0 ⩽ ϕRb ⩽ 2π，则等效旋转矢量与姿态矩阵一一对应。等效

旋转矢量可通过罗德里格斯（Rodrigues）公式转换为方向余弦矩阵，证明过程可查阅
参考文献[12, p.12]：

CR
b = I3 +

sinϕRb

ϕRb
(ϕRb×) +

1− cosϕRb

ϕ2
Rb

(ϕRb×)
2 (6.137)

式(6.137)可写作等价形式：

CR
b = I3 + sinϕRb (uRb×) + (1− cosϕRb) (uRb×)2 (6.138)

等式(6.137)两边右乘向量 ϕb
Rb，并考虑向量叉乘的性质 v× v = (v×)v = 0，得

CR
bϕ

b
Rb = I3ϕb

Rb +
sinϕb

Rb
ϕb

Rb

(
ϕb

Rb×
)
ϕb

Rb +
1− cosϕb

Rb(
ϕb

Rb
)2 (

ϕb
Rb×

) (
ϕb

Rb×
)
ϕb

Rb

= ϕb
Rb

(6.139)

即

ϕR
Rb = ϕb

Rb (6.140)

式(6.140)表明，等效旋转矢量 ϕRb 在 b 系和 R 系下的坐标值完全相等，这是与其
物理含义相符的一个特性。因此，一般不明确写出其右上标的投影坐标系。将方向余弦

矩阵 CR
b 看作等效旋转矢量 ϕRb 的函数

CR
b = MRV (ϕRb) (6.141)

容易验证，等效旋转矢量反号后代入函数 MRV 则为投影变换的逆运算，因为等效

旋转矢量反号表示沿相反的方向转动相同角度，是反转过程。因而，有

Cb
R = (CR

b )
⊤ = MRV (−ϕRb) (6.142)

根据姿态四元数的定义式(6.102)，等效旋转矢量 ϕRb 可转换为姿态四元数 qR
b：

qR
b = cos ϕRb

2
+

sin (ϕRb/2)

ϕRb
ϕRb (6.143)

等效旋转矢量除了能有效补偿姿态积分中的转动不可交换误差外，还是本书介绍

的四种姿态表达式中唯一可以对旋转过程进行线性内插的方法，在姿态插值中非常有
用。例如，组合导航经常需要求解惯导在两个采样时刻之间某个时刻的姿态，通过以下

公式求解在 [0, t] 之间时刻点 kt 的姿态或姿态变化：

ϕb(0)b(kt) = kϕb(0)b(t), k ∈ [0, 1] (6.144)
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需要特别注意的是：不共线的两个等效旋转矢量（对应于两次转动）也不能相加来
表示转动的叠加，即具有不可交换性。等效旋转矢量一般只用于表示两个采样时刻的姿
态变化，然后将其转换为对应的方向余弦矩阵或四元数，再“叠加”到前一时刻的姿态

上，进行姿态的更新；然后在下一历元重新计算姿态变化对应的等效旋转矢量，进行姿

态更新，如此循环递推，这将在本章6.2.4.4小节介绍。在小角度近似时，等效旋转矢量
与欧拉角是一样的。

6.2.4.3 等效旋转矢量的微分方程

本节推导等效旋转矢量的微分方程，对推导过程不感兴趣的读者可跳至本节末尾

的方程(6.161)。按6.2.3.3小节的符号约定，b 系相对于 R 系的姿态四元数记作 qR
b：

qR
b = cos ϕRb

2
+

ϕRb
ϕRb

sin ϕRb

2
(6.145)

式中，ϕRb = ∥ϕRb∥ 为等效旋转矢量的模值，即转动角度值。在接下来的推导中，为书
写方便，将 qR

b、ωb
Rb 和 ϕRb 简记为 q、ω 和 ϕ。将式(6.145)记作

q = f1 + f2ϕ, f1 = cos ϕ
2
, f2 =

1

ϕ
sin ϕ

2
(6.146)

根据四元数的微分方程(6.120)，有

q̇ =
1

2
q ◦ ω (6.147)

式中，ω 应看作纯虚四元数。将式(6.146)代入上式，应用四元数乘法运算法则(6.81)，有

q̇ =
1

2
f1ω +

1

2
f2ϕ ◦ ω (6.148)

根据式(6.81)，有
q̇ =

1

2
f1ω +

1

2
f2(ϕ× ω − ϕ⊤ω) (6.149)

对式(6.146)中各式等号两边求导，可得

q̇ = ḟ1 + ḟ2ϕ+ f2ϕ̇ (6.150a)

ḟ1 = −
1

2

(
sin ϕ

2

)
ϕ̇ = −1

2
ϕϕ̇f2 (6.150b)

ḟ2 =
1

2

(
cos ϕ

2

) ϕ̇
ϕ
−
(
sin ϕ

2

) ϕ̇
ϕ2

=
ϕ̇

ϕ

(1
2

f1 − f2
)

(6.150c)

将式(6.150b)和式(6.150c)代入式(6.150a)，可得

q̇ = −1

2
ϕϕ̇f2 +

ϕ̇

ϕ

(1
2

f1 − f2
)
ϕ+ f2ϕ̇ (6.151)

式(6.149)与式(6.151)的等号右边相等

1

2
f1ω +

1

2
f2(ϕ× ω − ϕ⊤ω) = −1

2
ϕϕ̇f2 +

ϕ̇

ϕ

(1
2

f1 − f2
)
ϕ+ f2ϕ̇ (6.152)
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整理，可得

1

2
f1ω +

1

2
f2(ϕ× ω − ϕ⊤ω) +

1

2
ϕϕ̇f2 −

ϕ̇

ϕ

(1
2

f1 − f2
)
ϕ = f2ϕ̇ (6.153)

上式等号两边除以系数 f2，整理可得

ϕ̇ =
1

2

f1
f2
ω +

1

2
(ϕ× ω)− ϕ̇

ϕ

(1
2

f1
f2
− 1
)
ϕ+

1

2
ϕϕ̇− 1

2
ϕ⊤ω (6.154)

向量 ϕ 的导数必然还是向量，所以式(6.154)等号右边最后两项标量应等于 0，即

ϕϕ̇ = ϕ⊤ω (6.155)

式(6.155)等号两边除以 ϕ2，可得

ϕ̇

ϕ
=

1

ϕ2
ϕ⊤ω (6.156)

将式(6.156)代入式(6.154)，得

ϕ̇ =
1

2

f1
f2
ω +

1

2
(ϕ× ω)− 1

ϕ2

(1
2

f1
f2
− 1
)
(ϕ⊤ω)ϕ (6.157)

根据向量的三重积公式(2.21)，易得

(ϕ⊤ω)ϕ = ϕ× (ϕ× ω) + ϕ⊤ϕω = ϕ× (ϕ× ω) + ϕ2ω (6.158)

将式(6.158)代入式(6.157)，整理可得

ϕ̇ = ω +
1

2
(ϕ× ω) +

1

ϕ2

(
1− 1

2

f1
f2

)
ϕ× (ϕ× ω) (6.159)

根据式(6.146)，易得
1− 1

2

f1
f2

= 1− ϕ sinϕ
2(1− cosϕ) (6.160)

将式(6.160)代入(6.159)，可得

ϕ̇ = ω +
1

2
(ϕ× ω) +

1

ϕ2

[
1− ϕ sinϕ

2(1− cosϕ)

]
ϕ× (ϕ× ω) (6.161)

通过三角函数变换，式(6.161)可变换为等价形式：

ϕ̇ = ω +
1

2
ϕ× ω +

1

ϕ2

(
1− ϕ

2

2 sin ϕ
2

cos ϕ
2

2 sin2 ϕ
2

)
ϕ× (ϕ× ω)

= ω +
1

2
ϕ× ω +

1

ϕ2

(
1− ϕ

2
cot ϕ

2

)
ϕ× (ϕ× ω)

(6.162)

式(6.161)即常用的等效旋转矢量的微分方程，该公式最早由 John E. Bortz 于 1969
年在他的博士论文中推导得到，并于 1971 年正式发表[42]，后来被称为 Bortz 方程，
它是利用等效旋转矢量进行转动不可交换误差补偿的数学理论基础。Bortz 方程等号右
边第一项 ω 表示角速度向量，第二项 ϕ×ω 的向量方向沿 ω 轨迹线的切线方向，第三

项 ϕ × (ϕ × ω) 的向量方向则为 ω 轨迹线的法线方向，如图 6.10所示。因此，使用等
效旋转矢量相当于补偿了积分时段内角速度向量的方向变化。
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图 6.10 Bortz 方程中的向量

6.2.4.4 等效旋转矢量微分方程求解

Bortz 方程(6.161)虽然在理论上是严格成立的，但是求解该非线性微分方程的过程
非常复杂。当等效转动角度 ϕ = ∥ϕ∥ 为小角度时，工程应用中通常作近似处理。
近似处理 1：式(6.161)等号右边第三项是关于 ϕ 的二阶小量，忽略其影响，得

ϕ̇ ≈ ω +
1

2
ϕ× ω (6.163)

近似处理 2：式(6.163)等号右边还包含待求量 ϕ，进一步近似为

ϕ̇(t) ≈ ω(t) + 1

2
∆θ(t)× ω(t) (6.164)

式中

∆θ(t) =
∫ t

tk−1

ω(τ)dτ , t ∈ [tk−1 , tk] (6.165)

式(6.164)右边不再包含待求变量 ϕ，方便求解。需要特别指出的是，只有在 ϕ(t)始
终为小量时才能做近似处理 2，ϕ(t) 越小，式(6.164)相对于式(6.163)的近似误差越小。
接下来讨论近似处理 2 的合理性，不感兴趣的读者可跳至式(6.169)。

式(6.163)是时变系数微分方程，可借鉴6.2.2.4小节方向余弦矩阵微分方程求解的思
路，用毕卡迭代法求解。对等式(6.163)两边同时在时间段 [tk−1, t] 内积分，得

ϕ(t) = ϕ(tk−1) +

∫ t

tk−1

[
ω(τ) +

1

2
ϕ(τ)× ω(τ)

]
dτ , t ∈ [tk−1, tk] (6.166)

等效旋转矢量 ϕ在这里用于表示两个相邻历元之间的姿态变化，所以 ϕ(tk−1) = 0，
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将式(6.165)代入式(6.166)，可得

ϕ(t) =
∫ t

tk−1

ω(τ)dτ + 1

2

∫ t

tk−1

ϕ(τ)× ω(τ)dτ

= ∆θ(t) + 1

2

∫ t

tk−1

ϕ(τ)× ω(τ)dτ
(6.167)

式(6.167)等号右边积分号内仍含有待求变量 ϕ(t)，所以按迭代积分的思路，将上式
等号右边整体代入其积分号内，替换 ϕ(t)，得

ϕ(t) = ∆θ(t) + 1

2

∫ t

tk−1

[
∆θ(τ) +

1

2

∫ τ

tk−1

ϕ(τ1)× ω(τ1)dτ1

]
× ω(τ)dτ

= ∆θ(t) + 1

2

∫ t

tk−1

∆θ(τ)× ω(τ)dτ

+
1

4

∫ t

tk−1

(∫ τ

tk−1

ϕ(τ1)× ω(τ1)dτ1

)
× ω(τ)dτ

(6.168)

在时段 [tk−1, tk] 内，如果 ϕ(τ1) 为小量，且积分时长很短，则式(6.168)等号右边第
三项远小于第二项[12, p.28]，故简化如下：

ϕ(t) ≈ ∆θ(t) + 1

2

∫ t

tk−1

∆θ(τ)× ω(τ)dτ = ∆θ(t) + σ(t) (6.169)

式中，记

σ(t) = 1

2

∫ t

tk−1

∆θ(τ)× ω(τ)dτ (6.170)

σ(t) = ϕ(t)−∆θ(t) 表示等效旋转矢量 ϕ(t) 与角增量 ∆θ(t) 之间的差异，通常称
作转动不可交换误差的修正量。由于前面对 Bortz 方程做了近似处理 1 和近似处理 2，
σ(t) 也是对不可交换误差的近似修正：近似处理 1 忽略了载体角速度向量 ω 轨迹的法

向方向变化，近似处理 2 则仅对 ω 切向的方向变化做了近似补偿。对式(6.169)等号两
边同时求导，即得式(6.164)。近似处理 2 的合理性讨论完毕。

将式(6.169)等号右边积分项的积分上限 t 改为 tk，等效旋转矢量记为 ϕk，有

ϕk ≜ ϕ(tk) = ∆θk +
1

2

∫ tk

tk−1

∆θ(t)× ω(t)dt (6.171a)

∆θk = ∆θ (tk) =

∫ tk

tk−1

ω(t)dt (6.171b)

根据式(6.171a)求解等效旋转矢量 ϕk 需要角增量 ∆θ(t) 和载体相对参考系的角速
度向量 ω(t) 在时间段 [tk−1, tk] 的数学表达式。然而，IMU 只能在离散的采样时刻点
tk−1 和 tk 测量瞬时角速度或角增量，中间的过程信息在采样中已经损失了。因此，需

要对 ω(t)在时间段 [tk−1, tk]内的函数做合理假设，用特定的数学模型近似描述载体的

真实角运动，以便求出上述积分表达式。通常假设角速度为常值或随时间线性变化，接

下来推导这两种假设下根据角增量测量值求解等效旋转矢量 ϕk 的计算式。
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姿态单子样算法

假设在积分时间段 [tk−1, tk] 内，角速度向量 ω(t) 为常向量 c（即方向和大小都保
持不变），即

ω(t) = c (6.172)

在此假设条件下，角增量 ∆θ(t) 与角速度向量 ω(t) 方向相同，有

∆θ(t)× ω(t) = 0 (6.173)

将式(6.173)代入式(6.171a)，得

ϕk = ∆θk (6.174)

此时，根据一个历元的角增量测量值 ∆θk 即可求解等效旋转矢量，故称作姿态的

单子样算法。等效旋转矢量 ϕk 退化为角增量 ∆θk，因为假设角速度向量 ω(t) 为常向
量，意味着载体在姿态更新时段内做定轴转动，不可交换误差为零。

姿态双子样算法

如图6.11所示，假设在积分时段 [tk−2, tk] 内角速度向量 ω(t) 随时间线性变化

ω(t) = a + b(t− tk−1) (6.175)

式中，a 和 b 为未知的常值三维向量。

 

图 6.11 角速度双子样假设示意图

式(6.175)中共有 6个待求参数。因此，需要根据前一历元和当前历元的角增量测量
值 ∆θk−1 和 ∆θk 才能求解 a 和 b，为此不得不把式(6.175)的角速度线性假设扩展到时
间段 [tk−2, tk] 内。根据角增量的定义式，有

∆θk =

∫ tk

tk−1

ω(τ)dτ =

∫ tk

tk−1

a + b(τ − tk−1)dτ = a∆t + 1

2
b∆t2 (6.176a)

∆θk−1 =

∫ tk−1

tk−2

ω(τ)dτ =

∫ tk−1

tk−2

a + b(τ − tk−1)dτ = a∆t− 1

2
b∆t2 (6.176b)
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在积分区间内任意时刻的角增量为

∆θ(t) =
∫ t

tk−1

ω(τ)dτ =

∫ t

tk−1

a + b(τ − tk−1)dτ

= a(t− tk−1) +
1

2
b(t− tk−1)

2

(6.176c)

式中，∆t 为角增量测量值的采样时间间隔，假设是等间隔采样，即 ∆t = tk+1 − tk =

tk − tk−1，根据式(6.176a)和式(6.176b)，可解得

a =
∆θk−1 +∆θk

2∆t , b =
∆θk −∆θk−1

∆t2
(6.177)

将式 (6.175) 和式 (6.176c) 代入式(6.171a)，根据第2章2.1.3.2小节三维向量叉乘运
算，有 a× a = 0，b× b = 0 和 a× b = −b× a，整理可得：

ϕk = ∆θk +
1

2

∫ tk

tk−1

([
a(t− tk−1) +

1

2
b(t− tk−1)

2

]
× [a + b(t− tk−1)]

)
dt

= ∆θk +
1

4

∫ tk

tk−1

[
a× b(t− tk−1)

2
]
dt

= ∆θk +
1

12
(a× b)∆t3

(6.178)

将式 (6.177) 中系数 a 和 b 的值代入式(6.178)，整理得

ϕk = ∆θk +
1

12
(a× b)∆t3

= ∆θk +
1

24
(∆θk−1 +∆θk)× (∆θk −∆θk−1)

= ∆θk +
1

12
∆θk−1 ×∆θk

(6.179)

等式(6.179)右边第二项是姿态更新算法的双子样不可交换误差补偿项。该叉积项在
载体做圆锥运动时会产生显著姿态误差累积，常称为圆锥效应补偿项，详细解释可查阅

参考文献[12]第 2.6 节。
值得注意的是，等效旋转矢量的双子样算法存在另一种等价实现方式：假设角速度

向量 ω(t) 在时间段 [tk−1, tk]（与本书的 [tk−2, tk] 不同）内线性变化，为了求解系数 a
和 b，需要在 [tk−1, tk] 区间的中间时刻增加一次 IMU 角增量采样，详见参考文献[12,
p.29-31]。此方法要求 IMU 的数据采集频率为导航解算频率的 2 倍。例如，若 INS 以
200 Hz 的频率更新姿态，则 IMU 的原始数据频率需达到 400 Hz。该方式与本书双子
样算法的区别体现在线性模型(6.175)应用的时段长度不同，二者求得的等效旋转矢量
表达式不同，但精度相当。

6.2.5 n 系下的姿态更新算法示例

接下来给出一套完整的 n系下姿态更新的常用算法：已知前一时刻 tk−1 的姿态（不

妨表示为姿态四元数形式 qn(k−1)
b(k−1) ≜ qn

b (tk−1)）和陀螺角增量测量值 ∆θk−1、∆θk，计算

当前时刻的姿态 qn(k)
b(k)。
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当前时刻的姿态四元数可通过四元数的链乘运算得到22:

qn(k)
b(k) = qn(k)

n(k−1) ◦ qn(k−1)
b(k−1) ◦ qb(k−1)

b(k) (6.180a)

式中，qb(k−1)
b(k) 表示 b 系姿态变化对应的四元数

qb(k−1)
b(k) =

 cos∥0.5ϕk∥

sin∥0.5ϕk∥
∥0.5ϕk∥

0.5ϕk

 (6.180b)

式中，ϕk = ϕb(k−1)b(k) 表示 b系相对 i系转动的等效旋转矢量，∥ϕk∥为 ϕk 的模值。ϕk

采用双子样计算式(6.179)

ϕk = ∆θk +
1

12
∆θk−1 ×∆θk (6.180c)

式中，∆θk−1 和 ∆θk 分别为 tk−1 和 tk 时刻的陀螺角增量输出

∆θk−1 =

∫ tk−1

tk−2

ωb
ib(t)dt, ∆θk =

∫ tk

tk−1

ωb
ib(t)dt (6.180d)

qn(k)
n(k−1) 表示 n 系相对于 i 系姿态变化对应的四元数

qn(k)
n(k−1) =

 cos∥0.5ζk∥

−sin∥0.5ζk∥
∥0.5ζk∥

0.5ζk

 (6.180e)

式中，ζk = ζn(k−1)n(k) 为 n 系相对 i 系转动的等效旋转矢量，理解为 n 系从 tk−1 时刻

的状态（记作 n (k− 1)），绕向量 ζk 转动角度 ∥ζk∥ 后到达 tk 时刻的状态（即 n (k)）。

ζk =

∫ tk

tk−1

ωn
in(t)dt (6.180f)

ωn
in = ωn

ie + ωn
en (6.180g)

容易验证，在积分时段 [tk−1, tk] 内，地球自转角速度向量 ωn
ie(t) 和位移角速度向

量 ωn
en(t) 的方向变化非常小，可近似处理

ζk =

∫ tk

tk−1

[
ωn

ie(t) + ωn
en(t)

]
dt

≈
[
ωn

ie(tk−1/2) + ωn
en(tk−1/2)

]
(tk − tk−1)

(6.180h)

22请注意，从 tk−1 到 tk 时刻过程中 b 系和 n 系的姿态变化都是相对于惯性系（i 系）来说的，因此
n 系才有所谓姿态变化（尽管非常微小）；而 b 系的姿态变化可以用陀螺输出的载体相对于惯性系的角增
量来解算，见式 (6.180b)。当然还有另一种选择，就是以 n 系为参照，那么 n 系本身的姿态变化就是零；
但此时解算 b 系的姿态变化时就不能直接用陀螺输出的角增量，而必须扣掉其中 n 系相对于 i 系旋转的
那部分角增量。两种处理方法在本质上是等价的。
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式中，ωn
ie(tk−1/2) 和 ωn

en(tk−1/2) 表示中间时刻 tk−1/2 的地球自转角速度和位移角速度，

可通过对 tk−1 和 tk 的计算值取平均得到。ωn
ie 和 ωn

en 的表达式重写如下：

ωn
ie =

[
ωe cosφ 0 −ωe sinφ

]⊤
(6.180i)

ωn
en =


vE/(RN + h)
−vN/(RM + h)

−vE tanφ/(RN + h)

 (6.180j)

式中，φ为载体所在位置的纬度，ωe 为地球自转角速率（见表2.1），vE，vN 分别为载体速

度东向和北向分量。RM 和 RN 分别为子午圈半径和卯酉圈半径，见式(2.75)和式(2.76)。
最后，随着递推步数的增加，误差不断累积使得求解的姿态四元数不再是单位四元数，

需要定期做规范化处理，见本6.2.3.2小节。
载体姿态也可以用方向余弦矩阵表示，当前时刻的方向余弦矩阵可通过其链乘运

算求得

Cn(k)
b(k) = Cn(k)

n(k−1)C
n(k−1)
b(k−1)C

b(k−1)
b(k) (6.181)

其中，b 系和 n 系的变化矩阵 Cb(k−1)
b(k) 和 Cn(k)

n(k−1) 计算如下：

Cb(k−1)
b(k) = I + sin ∥ϕk∥

∥ϕk∥
(ϕk×) +

1− cos ∥ϕk∥
∥ϕk∥

2 (ϕk×) (ϕk×) (6.182)

Cn(k)
n(k−1) = I− sin ∥ζk∥

∥ζk∥
(ζk×) +

1− cos ∥ζk∥
∥ζk∥

2 (ζk×) (ζk×) (6.183)

式中，等效旋转矢量 ϕk 和 ζk 的计算分别为式(6.180c)和式(6.180h)。
最后，需要定期对解算出的方向余弦矩阵做正交化处理，以避免多次递推计算后由

于数值计算误差而失去正交性。

注意，比较式(6.131b)和式(6.180b)，两者虽然在形式上完全一样，但本质含义上存
在重要区别（比较式(6.57b)和式(6.182)也是如此）：前者仅简单地使用角增量计算变化
四元数，理论上只适用于定轴旋转情形，若不满足该条件，则会引入不可交换误差；而

后者用角增量测量值构造出等效旋转矢量来补偿转动的不可交换误差，在非定轴转动

情况下精度更高，式(6.131b)只是式(6.180b)的单子样算法。转动的不可交换误差本质上
是对时变向量积分时不考虑其方向变化而导致的误差，在下一节的速度算法推导和更

新中也会遇到同样的问题，解决思路与此相似。

6.3 速度算法

载体的速度可用三维向量来表达，其微积分和递推计算可通过向量的运算法则来

实现。速度对时间求导得到速度微分方程，该方程描述了速度随时间的变化规律，并建

立了加速度计测量的比力和速度之间的函数关系。通过求解速度微分方程并进行离散

化处理，可得到速度的递推计算式。
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对向量求导时，需要指定一个观察坐标系，即确定“在哪个坐标系下观察这个向量

随时间的变化”。对于速度向量，可以在不同的观察坐标系下进行求导，包括地心地固

坐标系（e 系）、导航坐标系（n 系）和惯性坐标系（i 系）。选择哪个观察坐标系取决于
具体的应用需求。不同坐标系没有绝对的优劣之分，但选择合适的观察坐标系可以使推

导过程更加简洁和方便。例如，在地球表面附近的导航应用中，通常不选择在 i 系下进
行速度解算，而是在 n 系下求解速度微分方程；而对于熟悉 GNSS 定位算法的读者来
说，可能更倾向于选择 e 系。本节将推导不同坐标系下的速度微分方程，并以导航坐标
系下速度微分方程求解为例，推导速度更新的递推计算式。

6.3.1 位置和速度向量的导数

对于地球附近空间的导航，载体的位置通常用地心位置向量（从地心指向载体）来

表达，记作 reb，详见第2章2.3.2小节。当载体运动时，位置向量随时间而变化，位置关于
时间的导数即为速度。明确地定义速度需要指定一个观察坐标系，本书默认选择 e 系，
即关心载体相对于地球的速度，简称地速，记作

veb ≜ dreb

dt

∣∣∣∣
e

(6.184)

位置 reb 在惯性系下对时间的二阶导数为相对惯性空间的运动加速度，记作

aib ≜ d2reb

dt2

∣∣∣∣
i

(6.185)

回顾第3章3.2节加速度计输出（比力）的概念，惯性系下载体的运动加速度 aib 与

比力 f 和引力加速度 g 之间满足如下关系：

d2reb

dt2

∣∣∣∣
i
= f + g (6.186)

同一向量在不同坐标系下的时间导数通过哥氏方程（Coriolis equation）进行转换：

dv1

dt

∣∣∣∣
a
=

dv1

dt

∣∣∣∣
b
+ ωab × v1 (6.187)

式中，v1 为任意三维向量，a 和 b 为两个不同的坐标系，ωab 为 b 系相对于 a 系的转
动角速度向量。若坐标系 a 和 b 之间不存在相对角运动，即 ωab = 0，则哥氏改正项
ωab × v1 = 0。

读者可通过以下示例来理解哥氏方程：设想一个载体静止于地面，在 e 系下观察，
其位置向量保持不变，速度为零。然而，对于地心惯性坐标系下的观察者而言，载体随

地球自转而移动，其速度为 ωie × reb。如第1章1.4.1小节所述，牛顿运动定律仅适用于
惯性坐标系。然而，地速定义式(6.184)中采用的观察坐标系（e 系）并非惯性系，哥氏
方程(6.187)对于在地球等非惯性坐标系中描述物体的运动提供了必要的修正。



6.3 速度算法 172

6.3.2 速度微分方程

接下来在 i 系、e 系和 n 系下对速度向量 v 求导，建立起与比力测量值之间的函数
关系，构建载体运动的力学方程。i 系是牛顿力学成立的坐标系，在该坐标系下载体运
动的力学方程最简单，因而首先推导 i 系下的地速微分方程，然后再推导在旋转坐标系
e 系和 n 系下的地速微分方程。

6.3.2.1 i 系速度微分方程

位置向量 reb 在 i 系和 e 系下对时间求导，由哥氏方程(6.187)，可得

dreb

dt

∣∣∣∣
i
=

dreb

dt

∣∣∣∣
e
+ ωie × reb

= veb + ωie × reb

(6.188)

式中，ωie 为 e 系相对于 i 系的转动角速度向量，即地球自转角速度向量。等式两边各
项都是三维向量，继续在 i 系下对时间求导，根据向量求导公式(2.44d)和(2.44f)，可得

d2reb

dt2

∣∣∣∣
i
=

dveb

dt

∣∣∣∣
i
+

d
dt (ωie × reb)

∣∣∣∣
i

=
dveb

dt

∣∣∣∣
i
+

dωie

dt

∣∣∣∣
i
× reb + ωie ×

dreb

dt

∣∣∣∣
i

(6.189)

如第2章2.3.1.3小节所述，在 i 系下观察，地球自转角速度向量 ωie 是常向量，即

dωie

dt

∣∣∣∣
i
= 0 (6.190)

将式(6.190)代入式(6.189)，可得

d2reb

dt2

∣∣∣∣
i
=

dveb

dt

∣∣∣∣
i
+ ωie ×

dreb

dt

∣∣∣∣
i

(6.191)

将式 (6.186) 和式 (6.188) 代入式 (6.191)，整理可得

dveb

dt

∣∣∣∣
i
= f− ωie × veb + g− ωie × (ωie × reb) (6.192)

根据地球重力加速度公式(2.80)，式中 g−ωie × (ωie × reb) 为重力加速度向量，记

作 gp，代入式(6.192)，得

dveb

dt

∣∣∣∣
i
= f− ωie × veb + gp (6.193)

式(6.193)即为惯性坐标系下的地速微分方程。
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6.3.2.2 e 系速度微分方程

根据哥氏方程(6.187)，可得

dveb

dt

∣∣∣∣
e
=

dveb

dt

∣∣∣∣
i
+ ωei × veb (6.194)

根据角速度的含义，调换其两个右下标的顺序，则反号，即 ωie = −ωei，代入

式(6.194)，得
dveb

dt

∣∣∣∣
e
=

dveb

dt

∣∣∣∣
i
− ωie × veb (6.195)

将式 (6.193) 代入式(6.195)，可得 e 系下的地速微分方程

dveb

dt

∣∣∣∣
e
= f− 2ωie × veb + gp (6.196)

6.3.2.3 n 系速度微分方程

根据哥氏方程(6.187)，可得

dveb

dt

∣∣∣∣
n
=

dveb

dt

∣∣∣∣
e
+ ωne × veb

=
dveb

dt

∣∣∣∣
e
− ωen × veb

(6.197)

式中，ωen 为位移角速度向量，详见第2章2.2.3小节。将式 (6.196) 代入式 (6.197)，整理
可得 n 系下的地速微分方程

dveb

dt

∣∣∣∣
n
= f− (2ωie + ωen)× veb + gp (6.198)

式(6.198)等号两边都是三维向量，可统一指定投影坐标系为 n 系，则写作

v̇n
eb = fn − (2ωn

ie + ωn
en)× vn

eb + gn
p (6.199)

式中，v̇n
eb ≜ dveb

dt

∣∣∣∣n
n
。

式(6.199)是 n系下惯性导航解算的基本方程，式中各项的含义解释如下：̇vn
eb是计算

载体速度和位置等导航参数所关心的运动加速度向量，又称几何运动加速度；−2ωie×veb

是由于地球自转和载体运动引起的哥氏加速度；ωen × veb 是载体运动引起的对地向心

加速度；−(2ωie +ωen)× veb + gp 统称为有害加速度。方程(6.199)表明，只有在加速度
计输出的比力中扣除有害加速度后，才能获得几何运动加速度。

有害加速度本质上是由于描述载体速度和加速度时选择非惯性坐标系为参考而导

致的加速度修正。从力学的角度看，在非惯性参考系下做力学分析，需要对牛顿运动方

程进行修正。在惯性坐标系下载体的运动方程即式(1.1)，重写如下：

F = maib (6.200)
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在 n 系下的观察者看来，载体似乎在有效力 Feff 作用下运动：

Feff = F−m(2ωie + ωen)× veb + mg−mωie × (ωie × reb) (6.201)

式中 mg 是地球万有引力。−mωie × (ωie × reb) 是地球自转导致的离心力，它与万有引

力之和为地球重力。更进一步，由于地球表面是曲面，载体运动发生位移后会出现位移

角速度，与之对应的还有对地离心力 −mωen × veb；当载体运动时，还需要改正哥氏力

（Coriolis force）即 −2mωie× veb。这些“作用力”都是由于地球引力场及引入旋转坐标

系为参考所带来的，其中离心力、向心力和哥氏力都是虚拟的力，纯粹是因为观察者站

在旋转坐标系中观察所导致的。

下面通过一个简单的圆盘实验解释哥氏力和哥氏加速度，以帮助初学者理解。如

图6.12所示，在惯性空间（不存在引力场和其他外力作用）中，设有一个旋转的圆盘，其
转动角速度向量垂直纸面向外。在圆盘上，有一小球从旋转中心沿半径 OC 方向运动，
小球与圆盘之间不存在任何相互作用力，因此圆盘的旋转对小球的运动轨迹不产生任

何影响。在初始时刻（图6.12(a)），OC 与圆盘边缘相交于点 B，小球从旋转中心开始运
动。可以想象，圆盘外（惯性系）的观察者看到小球的运动轨迹显然是一条沿 OC 方向
的直线。然而，随着小球的运动，圆盘继续旋转，当小球到达圆盘边缘时，圆盘已经旋

转了一定的角度，此时 OC与圆盘边缘的交点为图中的 B′ 点（图6.12(b)）。对于圆盘中
的观察者而言，小球不仅有沿 OC方向的速度，还会表现出一个垂直于 OC方向、指向
运动路径右侧的速度分量，该速度分量与小球到旋转中心的距离成正比，即 v = ωr（v
为侧向速度，ω 为圆盘的瞬时角速度，r 为小球到旋转中心的距离）。因此，圆盘上的观
察者看到小球沿一条向运动方向右侧弯曲的曲线运动（如图6.12(b) 中虚线所示）。这种
弯曲轨迹表明小球受到了某种力的作用（否则小球应沿直线运动）。这一神秘的“力”即

哥氏力，大小为 2mωv，方向与图中 F 方向一致。实际上，从惯性系下观察，小球并未
受到任何作用力，旋转坐标系中的观察者所谓的哥氏力是一种伪力或虚拟的力。同理，

对于向心力和离心力也可以通过圆盘实验来形象地理解，它们也是伪力。圆盘实验的结

论推广到三维运动时，哥氏加速度的计算由数乘 −2ωv 改成向量的叉乘 −2ω × v。

 

图 6.12 哥氏加速度效应示意图
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哥氏力或哥氏加速度在日常生活中有着广泛的应用和体现。例如，在北半球的河流

中，水流在流动过程中会受到地球自转产生的哥氏力的影响，导致河流向右偏转，从而

更多地冲刷右岸。这一现象是哥氏力作用在流体运动中的直接结果。相反，在南半球，

由于地球自转方向的关系，河流在流动时会向左偏转，因此更多地冲刷左岸。这些地理

现象都可以通过哥氏力的原理来解释，它揭示了地球自转对地表流体运动轨迹的微妙

影响。

6.3.3 n 系速度更新算法

下面以 n系下的速度微分方程求解为例，推导速度的递推计算式。为书写方便，将
速度向量 veb 简写为 v，并写出式(6.199)中各项的时间变量参数：

v̇n (t) = fn (t)− [2ωn
ie (t) + ωn

en (t)]× vn (t) + gn
p (t)

= Cn
b (t) fb (t)− [2ωn

ie (t) + ωn
en (t)]× vn (t) + gn

p (t)
(6.202)

上式等号两边同时在时间段 [tk−1, tk] 内积分，得

vn
k = vn

k−1 +∆vn
f,k +∆vn

g/cor,k (6.203a)

∆vn
f,k ≜

∫ tk

tk−1

Cn
b (t) fb (t) dt (6.203b)

∆vn
g/cor,k ≡

∫ tk

tk−1

[
gn

p (t)− (2ωn
ie (t) + ωn

en (t))× vn (t)
]
dt (6.203c)

式中，角标 k− 1和 k分别表示时刻 tk−1 和 tk，vn
k−1 和 vn

k 分别为前一时刻 tk−1 和当前

时刻 tk 的速度；∆vn
f,k 表示与比力测量值相关的速度变化量，称作比力积分项，∆vn

g/cor,k

是与有害加速度相关的速度变化量，称作重力哥氏积分项。

重力哥氏积分项中位移角速度 ωn
en的计算需要当前时刻的速度（待求量），式(6.202)是

关于速度的非线性微分方程组，细心的读者可能意识到其求解过程可借鉴方向余弦矩

阵微分方程求解所使用的毕卡迭代法。然而，由于重力哥氏积分项在积分时段内向量大

小和方向的变化非常缓慢，采用近似处理后不再需要做精细的迭代。比力积分项虽然形

式上简单，但由于被积函数中的姿态和比力向量都可随时间快速显著变化，在积分和离

散化过程中需要做得非常精细，以免造成过大的离散化误差。接下来讨论式(6.203b)和
式(6.203c)的求解。

6.3.3.1 重力哥氏积分项

将重力哥氏积分项的被积函数记作

agc(t) ≜ gn
p(t)−

[
2ωn

ie(t) + ωn
en(t)

]
× vn(t) (6.204)

式中，gn
p 和 ωn

en 通常随位置和速度的变化都是相对平缓和连续的，不会出现突然的剧

烈跳动。举例说明：惯导的数据率一般可达 200Hz，则速度递推更新一次的积分时长为
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0.005s，以高速运动的战斗机为例，假设其飞行速度为 700m/s，则在积分时段内运动距
离为 3.5m。如此小的位移引起的导航系的旋转（影响 ωn

en）和重力加速度向量（模值和

方向）的变化都是非常小的，对于低速运行的载体则变化更小。因此，被积函数 agc(t)
可近似为随时间线性变化，积分式(6.203c)由曲线积分简化为梯形积分

∆vn
g/cor,k ≈

1

2

[
agc(tk−1) + agc(tk)

]
∆t

= agc(tk−1/2)∆t
(6.205)

式中，∆t = tk − tk−1，tk−1/2 为 tk−1 和 tk 的中间时刻。agc(tk−1/2) 表示根据 tk−1/2 时

刻的位置和速度计算的 agc。由于此时尚未求得 tk 时刻的速度和位置等参数，所以需要

通过外推的方式计算 tk−1/2 时刻的位置和速度，然后再代入式(6.204)中计算 agc(tk−1/2)。

位置和速度通常采用线性外推法计算：

xk−1/2 = xk−1 +
1

2
(xk−1 − xk−2) =

3

2
xk−1 −

1

2
xk−2, (x = reb, veb) (6.206)

式中，xk−1 和 xk−2 均为已知量。可见 ∆vn
g/cor,k 的计算是比较简单的，简化处理后则没

必要对式(6.202)进行迭代求解。

6.3.3.2 比力积分项

在积分时段 [tk−1, tk]内载体的姿态，以及比力向量的模值和方向均可能随时间快速

变化，其精确数值求解算法比较繁琐，需要精细处理。根据姿态矩阵的链乘运算(6.57a)，
将式(6.203b)中被积函数的 Cn

b (t) 做链乘分解，可得：

∆vn
f,k =

∫ tk

tk−1

Cn(t)
n(k−1)C

n(k−1)
b(k−1)C

b(k−1)
b(t) fb (t) dt (6.207)

由于积分时间很短，在此期间 n系相对于惯性系的转动为小量，且变化缓慢，将其
近似为时间的线性函数，对应的姿态矩阵简化为

Cn(t)
n(k−1) ≈

1

2

(
Cn(k)

n(k−1) + Cn(k−1)
n(k−1)

)
=

1

2

(
Cn(k)

n(k−1) + I3
)

(6.208)

式中，Cn(k−1)
n(k−1) = I3，若姿态矩阵的上下角标相同，表示坐标变换的原坐标系与目标坐标

系一致，不作坐标转换。将式 (6.208) 代入 (6.207)，并将常值矩阵写到积分号外，得

∆vn
f,k =

1

2

(
Cn(k)

n(k−1) + I
)

Cn(k−1)
b(k−1)

∫ tk

tk−1

Cb(k−1)
b(t) fb (t) dt (6.209)

式中，Cn(k−1)
b(k−1) 为前一时刻的姿态矩阵，是已知量。矩阵 Cn(k)

n(k−1) 对应的等效旋转矢量记

作 ζn(k−1)n(k)，在积分区间内 n 的转动为小量，因此有

Cn(k)
n(k−1) ≈ I− (ζn(k−1)n(k)×) (6.210)
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等效旋转矢量 ζn(k−1)n(k) 的计算参考式(6.180h)，重写如下：

ζn(k−1)n(k) =

∫ tk

tk−1

ωn
in (t)dt =

∫ tk

tk−1

[
ωn

ie (t) + ωn
en (t)

]
dt

≈
[
ωn

ie
(
tk−1/2

)
+ ωn

en
(
tk−1/2

)]
∆t

(6.211)

式中，∆t = tk − tk−1。计算 ωn
ie
(
tk−1/2

)
和 ωn

en
(
tk−1/2

)
需要做速度和位置的外推，方

法与重力哥氏积分项处理相同，见式(6.206)。
将式(6.209)中的积分项记作

∆vb(k−1)
f,k ≜

∫ tk

tk−1

Cb(k−1)
b(t) fb (t) dt (6.212)

∆vb(k−1)
f,k 称作 b系比力积分项。将式(6.210)和式(6.212)代入式(6.209)，则比力积分

项可写作

∆vn
f,k =

[
I− 1

2
(ζn(k−1)n(k)×)

]
Cn(k−1)

b(k−1)∆vb(k−1)
f,k (6.213)

接下来推导 b 系比力积分项 ∆vb(k−1)
f,k 的计算式。

b 系比力积分项

与式(6.212)中姿态矩阵 Cb(k−1)
b(t) 对应的等效旋转矢量记作 ϕb(k−1)b(t)，反映了 b 系

相对于 i 系的转动。由于 b(k− 1) 系是前一时刻的已知坐标系，相对 i 系固结，因而有
ϕb(k−1)b(t) ≡ ϕib(t)，简写为 ϕ(t)；b 系相对于 i 系转动对应的角增量记作 ∆θ(t)。

∆θ(t) =
∫ t

tk−1

ωb
ib (τ) dτ (6.214)

根据罗德里格斯公式(6.137)，有

Cb(k−1)
b(t) = I + sinϕ(t)

ϕ(t) [ϕ(t)×] + 1− cosϕ(t)
ϕ(t)2

[ϕ(t)×]2 (6.215)

对等效旋转矢量作小量假设（惯导数据率足够高，以保证 ϕ 是一个合理的小量），

则有 (sinϕ)/ϕ ≈ 1，忽略式(6.215)等号右边第三项（ϕ 的二阶项），可得

Cb(k−1)
b(t) ≈ I + [ϕ(t)×] ≈ I + [∆θ(t)×] (6.216)

式(6.216)的合理性解释可参考等效旋转矢量求解过程中对式(6.169)的近似处理。将
式 (6.216) 代入式 (6.212)，可得

∆vb(k−1)
f,k =

∫ tk

tk−1

[
I + (∆θ(t)×)

]
fb (t) dt

=

∫ tk

tk−1

fb (t) dt +
∫ tk

tk−1

∆θ(t)× fb (t) dt

= ∆vk +

∫ tk

tk−1

∆θ(t)× fb (t) dt

(6.217)
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式中，∆vk 为加速度计输出的速度增量测量值。与本章6.2.4.4小节求解等效旋转矢量遇
到的问题相似，求解式(6.217)的积分项需要角增量 ∆θ(t) 和 fb (t) 在时间段 [tk−1, tk]

的数学表达式。然而，IMU 只能测量在离散时刻点 tk−1 和 tk 的角增量和速度增量，中

间的过程信息在离散采样中损失了。因此，需要对 ∆θ(t)和 fb (t)在时间段 [tk−1, tk]内

的函数做合理模型假设。接下来假设角速度和比力向量随时间线性变化，推导速度更新

的双子样算法。

线性假设：假设在积分时段 [tk−2, tk]（注意，不是 [tk−1, tk]）内，ωb
ib、fb 随时间线

性变化，即

ωb
ib(t) = a + b(t− tk−1), fb(t) = c + d(t− tk−1) (6.218)

式中，a、b、c、d 为常向量，它们决定了角速度和比力的大小和方向。
根据陀螺和加速度计增量输出定义，有

∆θ(t) =
∫ t

tk−1

ωb
ib(τ)dτ (6.219a)

∆v(t) =
∫ t

tk−1

fb(τ)dτ (6.219b)

参考本章6.2.4.4小节等效旋转矢量的双子样算法，根据式(6.176a)、式(6.176b)、式(6.176c)和
式(6.177)，基于两个时刻的陀螺角增量观测 ∆θk−1、∆θk，可求解系数 a 和 b：

a =
∆θk−1 +∆θk

2∆t , b =
∆θk −∆θk−1

∆t2
(6.220)

同理，根据两个时刻的加速度计速度增量测量值 ∆vk−1、∆vk，可求解系数 c 和 d：

c =
∆vk−1 +∆vk

2∆t , d =
∆vk −∆vk−1

∆t2
(6.221)

式中 ∆t = tk − tk−1 = tk−1 − tk−2。将式 (6.218) 中 ωb
ib 表达式代入式 (6.219a)，得

∆θ(t) =
∫ t

tk−1

ωb
ib(τ)dτ =

∫ t

tk−1

a + b(τ − tk−1)dτ

= a(t− tk−1) +
1

2
b(t− tk−1)

2

(6.222)

将式 (6.220)、式 (6.222) 代入等式 (6.217) 右边积分项，整理可得∫ tk

tk−1

∆θ(t)× fb (t) dt =
∫ tk

tk−1

[
a(t− tk−1) +

1

2
b(t− tk−1)

2
]
×
[
c + d(t− tk−1)

]
dt

=
∆t2
2

a× c + ∆t3
3

a× d +
∆t3
6

b× c + ∆t4
8

b× d
(6.223)

将式 (6.220) 和式(6.221)代入式 (6.223)，整理可得∫ tk

tk−1

∆θ(t)× fb (t) dt = 1

2
∆θk ×∆vk +

1

12
(∆θk−1 ×∆vk +∆vk−1 ×∆θk) (6.224)
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上式整理过程中需用到向量的叉乘关系式：对任意向量 v、v1、v2 有 v × v = 0，

v1 × v2 = −v2 × v1。将式 (6.224) 代入式 (6.217)，可得 b 系比力积分项

∆vb(k−1)
f,k = ∆vk +

1

2
∆θk ×∆vk +

1

12
(∆θk−1 ×∆vk +∆vk−1 ×∆θk) (6.225)

至此，n 系下速度微分方程的求解过程推导完毕，形成了一套完整的速度递推计算
式，主要包括：式(6.203a)、式(6.205)、式(6.211)、式(6.213)和式(6.225)。
式(6.225)等号右边第二项是二子样速度更新的旋转误差（rotation term）补偿项，

其含义为对积分时段内比力向量 f方向变化的补偿。第三项为二子样速度更新的划桨误
差（sculling term）补偿项。

速度旋转和划桨误差的解释

根据角增量和速度增量的定义式(6.219a)和式(6.219b)，有

ωb
ib (t) =

d∆θ (t)
dt (6.226a)

fb (t) = d∆v (t)
dt (6.226b)

根据向量对时间求导公式(2.44f)，有

d
dt [∆θ(t)×∆v(t)] = d∆θ(t)

dt ×∆v(t) + ∆θ(t)× d∆v(t)
dt

= ωb
ib(t)×∆v(t) + ∆θ(t)× fb(t)

(6.227)

根据式(6.227)，可将式(6.217)等号右边的被积函数 ∆θ(t)× fb(t) 改写为

∆θ(t)× fb(t) = d [∆θ(t)×∆v(t)]
dt − ωb

ib(t)×∆v(t) (6.228)

将式(6.227)改写如下：

d[∆θ(t)×∆v(t)]
dt =

1

2

d[∆θ(t)×∆v(t)]
dt +

1

2

d[∆θ(t)×∆v(t)]
dt

=
1

2

d[∆θ(t)×∆v(t)]
dt +

1

2

[
ωb

ib(t)×∆v(t) + ∆θ(t)× fb(t)
] (6.229)

将式(6.229)代入式(6.228)，整理得

∆θ(t)× fb(t) =1

2

d [∆θ(t)×∆v(t)]
dt +

1

2

[
∆θ(t)× fb(t)− ωb

ib(t)×∆v(t)
]

=
1

2

d [∆θ(t)×∆v(t)]
dt +

1

2

[
∆θ(t)× fb(t) + ∆v(t)× ωb

ib(t)
] (6.230)

在时段 [tk−1, tk] 内，对式(6.230)等号两边同时积分，得∫ tk

tk−1

∆θ(t)× fb(t)dt = ∆vb(k−1)
rot +∆vb(k−1)

scul (6.231a)
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∆vb(k−1)
rot =

1

2
∆θk ×∆vk (6.231b)

∆vb(k−1)
scul =

1

2

∫ tk

tk−1

[
∆θ(t)× fb(t) + ∆v(t)× ωb

ib(t)
]
dt (6.231c)

∆vb(k−1)
rot 称作速度的旋转效应补偿项，它是由积分时间段内比力向量的方向在空间

旋转变化引起的。∆vb(k−1)
scul 称作速度的划桨效应补偿项，因为它在载体经历典型“划桨

运动”的动态下表现最明显。典型的“划桨运动”是指载体沿着某个轴（如 b 系 x 轴）
做角振动，同时沿与之垂直的另一个方向（如 b 系 y 轴）做线振动，角速率与加速度
频率相同但相位差 90◦。这与现实中的划船动作很相似：船桨绕船的横向做周期性摇动

（角运动），同时，船体会随着摇桨出现间歇性的前向加减速运动（线运动）。关于划桨

误差更深入的解释可参考[12, p.92-93]。

6.4 位置算法

位置更新是惯导算法最后一个积分运算环节，与姿态和速度更新算法相比，它引起

的计算误差一般相对较小，可采用比较简单的梯形积分进行简化处理。不必像姿态求解

那样，对各项计算误差“毫厘必争”。

载体的位置可用大地坐标（即纬度 φ、经度 λ和椭球高 h）来表示，如第2章2.3.2.1小
节所述。位置随时间的变化可用微分方程组(2.79)来描述，省略时间变量符号 t 后，重
写如下：

φ̇ =
vN

RM + h (6.232a)

λ̇ =
vE

(RN + h) cosφ (6.232b)

ḣ = −vD (6.232c)

式中，RM 和 RN 分别为载体所在位置的子午圈半径和卯酉圈半径，vN、vE 和 vD 为载

体速度向量在 n 系北向、东向和垂向 3 个方向上的投影分量。
从式(6.232a)∼式(6.232c)可以看出，更新 φ和 λ时需要 h，而计算 λ时需要 φ，因

此按照高程、纬度和经度的顺序进行位置的更新是比较合理的选择。在时段 [tk−1, tk]

内，对式(6.232c)等号两边积分，可得

hk = hk−1 −
∫ tk

tk−1

vD(t)dt (6.233)

式中，hk−1 是 tk−1 时刻的高程，为积分初值。假设积分周期内 vD 随时间线性变化，式

(6.233) 的积分简化为梯形积分：

hk = hk−1 −
1

2
(vD,k−1 + vD,k)∆t (6.234)

式中，∆t = tk− tk−1，vD,k−1 和 vD,k 分别表示 tk−1 和 tk 时刻的垂向速度，均为已知值。
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在时段 [tk−1, tk] 内，对式(6.232a)等号两边积分，假设积分周期内北向速度 vN 随

时间线性变化；忽略子午圈半径 RM 随纬度 λ（和时间）的变化，简化为常值；高程 h
在积分周期内简化为常值，令其等于积分周期内的平均高程 h̄。有

φk = φk−1 +
vN,k + vN,k−1

2(RM,k−1 + h̄)
∆t (6.235)

h̄ =
1

2
(hk + hk−1) (6.236)

式中 RM,k−1 表示用 tk−1 时刻位置计算的子午圈半径 RM。同理，可得经度的递推计算

式

λk = λk−1 +
vE,k + vE,k−1

2
(
RN,k−1/2 + h̄

)
cos φ̄

∆t (6.237)

φ̄ =
1

2
(φk + φk−1) (6.238)

式中，RN,k−1/2 表示用中间时刻载体纬度计算的卯酉圈半径。

惯导位置更新算法至此推导完毕。值得注意的是，本书采用大地坐标的形式来表

示位置和做位置的递推计算，经度在两极地区将出现歧义。需要工作在两极地区的

导航系统应该注意这个问题，解决办法是将位置表示成笛卡尔直角坐标的形式（见

第2章2.3.2.1小节），相关算法也比较简单，读者可自行推导。对位置算法有更高要求
的读者可查阅参考文献[19]。

6.5 惯导机械编排算法设计

算法1为本书惯导机械编排算法的伪代码。其中，Earth 表示计算地球椭球相关的
参数，包括子午圈半径、卯酉圈半径、重力加速度、地球自转角速度和位移角速度等；

Project 表示将比力积分项投影到 n 系；GraCorForce 表示计算重力加速度和哥氏加
速度；rotvec2quat 表示等效旋转矢量转四元数。算法实现可参考编者课题组开源的
INS/GNSS组合导航软件 KF-GINS：https://github.com/i2Nav-WHU/KF-GINS（C++
版本），https://github.com/i2Nav-WHU/KF-GINS-Matlab（MATLAB版本）。值得注意
的是，在 KF-GINS 的代码中，速度、位置的外推采用了和上述伪代码不同的形式（精
度差异可忽略），位置通过等价的 Ce

n 更新实现。

https://github.com/i2Nav-WHU/KF-GINS
https://github.com/i2Nav-WHU/KF-GINS-Matlab
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算法 1: 惯导机械编排算法
输入: tk−2 和 tk−1 时刻位置 (pk−2、pk−1)、速度 (vn

k−2, vn
k−1)、tk−1 时刻姿态

(qn(k−1)
b(k−1))

输入: IMU 测量值，∆vk−1，∆θk−1，∆vk，∆θk, 当前采样间隔 ∆tk
输出: tk 时刻位置 (pk)、速度 (vn

k)、姿态 (qn(k)
b(k))

速度更新算法
// (1) 外推中间时刻位置和速度
pk−1/2 ← 3

2
pk−1 − 1

2
pk−2; vn

k−1/2 ←
3
2
vn

k−1 − 1
2
vn

k−2 [ref: Eq.6.206]
// (2) 用中间时刻位置和速度重新计算地理参数
RM,RN, gp,ω

n
ie,ω

n
en ← Earth(pk−1/2, vn

k−1/2) [ref: Eq.2.75, 2.76, 2.84, 6.180i, 6.180j]
// (3) 计算 b 系比力积分项 (补偿旋转和划桨效应)，并投影到 n 系
∆vb

f,k ← ∆vk +
1
2
∆θk ×∆vk +

1
12
(∆θk−1 ×∆vk +∆vk−1 ×∆θk) [ref: Eq.6.225]

∆vn
f,k ← Project(∆vb

f,k,ω
n
ie,ω

n
en, q

n(k−1)
b(k−1),∆tk) [ref: Eq.6.213]

// (4) 计算重力/哥氏积分项
∆vn

g/cor,k ← GraCorForce(gp,ω
n
ie,ω

n
en, vn

k−1/2,∆tk) [ref: Eq.6.205]
// (5) 更新速度
vn

k ← (vn
k−1 +∆vn

f,k +∆vn
g/cor,k) [ref: Eq.6.203a]

位置更新算法
// (1) 计算中间时刻的速度[
vn

N,k−1/2 vn
E,k−1/2 vn

D,k−1/2
]⊤ ← vn

k−1/2 ←
1
2
(vn

k−1 + vn
k)

// (2) 更新高程，并计算中间时刻的高程
hk ← hk−1 − vn

D,k−1/2∆tk; hk−1/2 ← 1
2
(hk−1 + hk) [ref: Eq.6.234]

// (3) 更新纬度，并计算中间时刻的纬度
φk ← φk−1 + vn

N,k−1/2∆tk/(RM + hk−1/2); φk−1/2 ← 1
2
(φk−1 + φk) [ref: Eq.6.235]

// (4) 更新经度
λk ← λk−1 + vn

E,k−1/2∆tk/
(
(RN + hk−1/2) cos(φk−1/2)

)
[ref: Eq.6.237]

姿态更新算法
// (1) 重新计算中间时刻的位置和速度
pk−1/2 ← 1

2
(pk−1 + pk); vn

k−1/2 ←
1
2
(vn

k−1 + vn
k)

// (2) 重新计算地理参数
RM,RN, gp,ω

n
ie,ω

n
en ← Earth(pk−1/2, vn

k−1/2) [ref: Eq.2.75, 2.76, 2.84, 6.180i, 6.180j]
// (3) 计算 n 系的旋转四元数
ζk ← (ωn

ie + ωn
en)∆tk; qn(k)

n(k−1) ← rotvec2quat(−ζk) [ref: Eq.6.180h, 6.180e]
// (4) 计算 b 系的旋转四元数 (补偿圆锥效应)
ϕk ← ∆θk +

1
12
(∆θk−1 ×∆θk); qb(k−1)

b(k) ← rotvec2quat(ϕk) [ref: Eq.6.180c, 6.180b]
// (5) 更新姿态
qn(k)

b(k) ← qn(k)
n(k−1) ◦ qn(k−1)

b(k−1) ◦ qb(k−1)
b(k) [ref: Eq.6.180a]



第 7 章 惯导误差传播分析
7.1 引言

前面介绍惯性导航原理和机械编排算法的过程中，INS 被看作没有误差的理想系
统。实际上，INS的位置、速度和姿态等导航参数都不可避免地存在误差。“惯性导航的
误差随时间累积”估计是初学者在惯导学习的早期就能形成的基本认识，第3章3.5.5小
节对惯导误差做过如下定量的描述：“典型的导航级惯导独立推算 1 小时，平面位置误
差为 1∼2 海里。”该误差指标是如何计算得到的？本章7.3.2小节将给出答案。

惯导的误差源主要包括1：1）惯性传感器误差，即陀螺和加速度计的噪声、零偏、
比例因子误差和交轴耦合等；2）导航初始化误差，包括位置、速度和姿态等参数的初
始对准误差；3）重力误差，主要是重力模型不精确和位置误差导致的重力加速度计算
误差等。上述误差源随着惯导积分运算和导航参数的更新进行传播，导致导航参数误差

不断累积。惯性导航误差随时间的变化规律可用一组微分方程来描述，称作惯导误差方

程或惯导误差微分方程。

能否通过求解惯导误差微分方程得到导航误差的解析表达式呢？很遗憾，绝大部分

情况下不能。因为惯导误差的传播是一个随机噪声驱动的复杂时变系统，并且跟载体的

运动轨迹和动态紧密相关，即方程中各误差源的系数包含跟载体轨迹和动态有关的时

变量。一般情况下，只能通过数据仿真的方法对导航误差进行定量评估，只有在某些特

定的极其简单的场景下可以求得解析解，例如静止状态。另外，一旦引入外部观测对惯

导进行修正，形成组合导航解算，导航误差的传播和定量分析则变得更加复杂。因此，

惯性导航及组合导航的误差通常只能定性分析，而无法像全站仪或 GNSS 一样能对其
定位结果的误差做定量描述。

本章首先推导姿态、速度和位置误差微分方程。然后，分析静基座条件下（即惯导

相对地面静止，此时复杂的惯导误差传播模型退化为线性定常系统）惯导的误差传播，

这将有助于加深读者对惯导误差规律的认识。此外，惯导误差微分方程连同传感器误差

模型构成了组合导航卡尔曼滤波的系统方程，是实现组合导航解算的基础。

7.2 惯导误差方程

带有误差的变量表示为真值与误差之和，记作

x̂ = x + δx (7.1)

或者

x̃ = x + δx (7.2)
1算法设计也会导致导航误差，例如在更新惯导的位置、速度和姿态时所做的近似和简化处理。但是算

法近似所带来的误差远小于惯性传感器误差的影响。

183
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式中，x 表示任意变量的真值，上标ˆ或 x̂ 为含有误差的变量计算值，如惯导输出的位
置、速度和姿态等导航参数；上标 ∼ 或 x̃ 表示含有误差的传感器测量值；δx 为 x̂ 或
x̃ 相对其真值 x 的误差，也称作扰动误差（perturbation error）。一般假设变量的误差
δx 为小量，以便实现惯导运动方程的线性化2。如果某个变量或函数是准确已知的（如

ωe
ie），则无需给它加扰动误差。符号 δ 还可理解为取误差的运算符，对任意变量 x1 和

x2 取误差满足：

δ(x1 + x2) = δx1 + δx2 (7.3)

变量的取误差运算 δ 与求导运算 d()/dt 可交换顺序：

δ(ẋ) = d(δx)
dt , ẋ =

dx
dt

(7.4)

假设 y 是变量 x 的函数 f(x)，记作

y = f(x) (7.5)

如果变量 x 含有误差，则函数值 y 也含有误差，记作 ŷ，对 f(x̂) 在 x 的真值（记
作 x ≜ xt）处进行泰勒展开，取至一阶近似，得

ŷ = f(x̂) ≈ f (x) + ∂f (x)
∂x

∣∣∣∣
x=xt

(x̂− x)

= f (x) + ∂f (x)
∂x

∣∣∣∣
x=xt

δx
(7.6)

易得函数值 y 的扰动误差

δy = ŷ− y ≈ ∂f (x)
∂x

∣∣∣∣
x=xt

δx (7.7)

根据扰动误差定义式(7.1)和式(7.2)，可写出惯导解算的位置、速度和姿态及比力、
角速度测量值的扰动方程：

r̂n = rn + δrn (7.8a)

v̂n = vn + δvn (7.8b)

Ĉn
b = [I3 − (ϕ×)]Cn

b (7.8c)

f̃b = fb + δfb (7.8d)

ω̃b
ib = ωb

ib + δωb
ib (7.8e)

式中，r̂n 和 v̂n 分别为惯导解算的载体位置和速度向量，rn 和 vn 为位置和速度真值，

δrn = [δrN δrE δrD]
⊤，δvn = [δvN δvE δvD]

⊤ 分别为惯导位置误差和速度误差向量，

δrN、δrE 和 δrD 分别为北向（N）、东向（E）和地向（D）的位置误差，速度误差分量的
右下标含义与此相同。ϕ 为姿态误差，定义详见7.2.1节；ω̃b

ib 和 f̃b 分别为陀螺和加速度

2当扰动误差非小量时，强行使用线性方程则可能导致误差太大而不能接受。
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计的角速度和比力测量值，ωb
ib 和 fb 则分别为陀螺和加速度计感知的角速度和比力真

值，δωb
ib 和 δfb 分别为陀螺和加速度计的测量误差，是零偏、比例因子误差和噪声等误

差项的总和，详见4.2.7节。位置误差也可表示为大地坐标（纬度 φ、经度 λ 和高程 h）
的误差，为了与 δrn 区分，将其记作 δp：

p̂ = p + δp, δp =
[
δφ δλ δh

]⊤
(7.9)

式中，δφ、δλ 和 δh 分别为纬度误差、经度误差和高程误差。δrn 与 δp 的转换关系为

δrN = δφ(RM + h) (7.10a)

δrE = δλ(RN + h) cosφ (7.10b)

δrD = −δh (7.10c)

式中，RM 和 RN 分别为载体所在位置的子午圈半径和卯酉圈半径，见2.3.3节。
惯导误差方程推导的目标是求位置、速度和姿态误差关于时间的导数，并将其写成

各误差项的如下线性函数形式：

δẋINS = L
(
δrn, δvn, ϕ, δfb, δωb

ib

)
, δxINS = δrn, δvn, ϕ (7.11)

式中，L 表示线性组合，后续为书写方便，都没有明确写出各误差项的时间变量符号 t。
惯导机械编排解算频繁涉及 n 系下地球自转角速度 ωn

ie、位移角速度 ωn
en 和重力加

速度 gn
p 的计算，接下来先推导它们的扰动误差表达式。

（1）ωn
ie 的扰动误差

角速度 ωn
ie 的表达式(2.70)重写如下：

ωn
ie =

[
ωn

ie,N ωn
ie,E ωn

ie,D

]⊤
=
[
ωe cosφ 0 −ωe sinφ

]⊤
(7.12)

式中，ωe 为地球自转角速率常值，可以不考虑其误差。ωn
ie 是纬度 φ 的函数，受纬度误

差 δφ 的影响，实际计算值为

ω̂n
ie = ωn

ie + δωn
ie (7.13)

将 φ̂ = φ+ δφ 代入式(7.12)后展开，得

ω̂n
ie =


ωe cos(φ+ δφ)

0

−ωe sin(φ+ δφ)

 =


ωe(cosφ cos δφ− sinφ sin δφ)

0

−ωe(sinφ cos δφ+ cosφ sin δφ)

 (7.14)

纬度误差 δφ 为小量时，cos δφ ≈ 1，sin δφ ≈ δφ，则式(7.14)近似为

ω̂n
ie ≈


ωe cosφ− ωe sinφδφ

0

−ωe sinφ− ωe cosφδφ

 (7.15)
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根据式 (7.12) 和式 (7.15)，可得

δωn
ie = ω̂n

ie − ωn
ie =

[
−ωe sinφδφ 0 −ωe cosφδφ

]⊤
(7.16)

式(7.16)即 ωn
ie 的扰动误差方程。以上推导过程是将函数中的变量替换为含有误差

的变量计算值，整理后与函数真值求差，该过程称作扰动分析（perturbation analysis）。
式(7.16)还可以根据式(7.7)直接求偏导得到

δωn
ie =

∂

∂φ




ωe cosφ
0

−ωe sinφ


 δφ =


−ωe sinφ

0

−ωe cosφ

 δφ (7.17)

将式 (7.10a) 和式 (7.10b) 代入式 (7.16)，可得

δωn
ie =

[
−ωe sinφ

RM + hδrN 0 −ωe cosφ
RM + h δrN

]⊤
(7.18)

（2）ωn
en 的扰动误差

位移角速度 ωn
en 的表达式(3.17)重写如下：

ωn
en =

[
vE

RN + h
−vN

RM + h −vE tanφ
RN + h

]⊤
(7.19)

ωn
en 式中的曲率半径 RM 和 RN 是纬度 φ 的函数，但当 δφ 是小量时，RM 和 RN

的扰动误差可忽略不计，近似为常值。ωn
en 实际计算值为

ω̂n
en = ωn

en + δωn
en (7.20)

根据式(7.7)，可得

δωn
en =

∂ωn
en

∂φ
δφ+

∂ωn
en

∂h δh +
∂ωn

en
∂vN

δvN +
∂ωn

en
∂vE

δvE

=



−vE

(RN + h)2
δh +

1

RN + hδvE

vN

(RM + h)2
δh− 1

RM + hδvN

− vE

(RN + h) cos2 φδφ+
vE tanφ
(RN + h)2

δh− tanφ
RN + hδvE


(7.21)

将式(7.10a)和式(7.10c)代入式(7.21)，则 δωn
en 也可写成如下形式：

δωn
en =


vE

(RN + h)2 δrD +
1

RN + hδvE

− vN

(RM + h)2 δrD −
1

RM + hδvN

− vE

(RM + h)(RN + h) cos2 φδrN −
vE tanφ
(RN + h)2 δrD −

tanφ
RN + hδvE

 (7.22)
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对于角速度向量 ωn
in，有

ωn
in = ωn

ie + ωn
en (7.23)

根据式(7.3)，易得 δωn
in 的表达式

δωn
in = δωn

ie + δωn
en

=



−ωe sinφ
RM + hδrN +

vE

(RN + h)2
δrD +

1

RN + hδvE

− vN

(RM + h)2
δrD −

1

RM + hδvN

−

 vE sec2 φ
(RM + h)(RN + h)

+
ωe cosφ
RM + h

 δrN −
vE tanφ
(RN + h)2

δrD −
tanφ

RN + hδvE


(7.24)

（3）gn
p 的扰动误差

重力加速度向量的计算值为真值与扰动误差之和：

ĝn
p = gn

p + δgn
p (7.25)

本书第2章2.3.4.1小节详细讨论了重力加速度的定义，根据式(2.82)可知，重力加速
度受纬度和高程的影响，但是当纬度误差为小量时对重力加速度的影响可忽略不计；高

程误差的影响则较为显著，例如，3m 的高程误差会造成约 1mGal 的重力加速度误差。
重力加速度随高程的变化关系近似为[17, p.57]：

g (φ, h) = g (φ) RMRN

(
√

RMRN + h)2
(7.26)

式中，g(φ) 为载体位置对应的椭球表面 (h = 0) 处的正常重力值，g (φ, h) 为载体所在
位置的重力加速度值，详见第2章2.3.4.1小节；RM 和 RN 近似为常值，忽略其受纬度误

差的影响。根据式(7.3)，易得

δg (φ, h) = ∂(g (φ, h))
∂h

∣∣∣∣
h
δh = g (φ) −2RMRN

(
√

RMRN + h)3
δh (7.27)

将式 (7.26) 代入式(7.27)，得

δg (φ, h) = −2g (φ, h)√
RMRN + h

δh (7.28)

根据式(2.84)，重力加速度 gn
p 的北向和东向分量为 0，因此，

δgn
p =


0

0
2g (φ, h)√
RMRN + h

δrD

 (7.29)
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（4）位置矩阵 Ce
n 的扰动误差

位置矩阵 Ce
n 的方程式(A.21)重写如下：

Ce
n =


− sinφ cosλ − sinλ − cosφ cosλ
− sinφ sinλ cosλ − cosφ sinλ

cosφ 0 − sinφ

 (7.30)

Ce
n 是纬度 φ 和经度 λ 的函数，实际计算的大地坐标含有误差，则实际计算的位置

矩阵为真值和扰动误差之和

Ĉe
n = Ce

n + δCe
n (7.31)

δCe
n 可根据式(7.7)求偏导得到

δCe
n =

∂Ce
n

∂φ
δφ+

∂Ce
n

∂λ
δλ

=


−cφcλ 0 sφcλ
−cφsλ 0 sφsλ
−sφ 0 −cφ

 δφ+


sφsλ −cλ cφsλ
−sφcλ −sλ −cφcλ

0 0 0

 δλ

=


−δφcφcλ+ δλsφsλ −δλcλ δφsφcλ+ δλcφsλ
−δφcφsλ− δλsφcλ −δλsλ δφsφsλ− δλcφcλ

−δφsφ 0 −δφcφ



=


−sφcλ −sλ −cφcλ
−sφsλ cλ −cφsλ

cφ 0 −sφ




0 δλsφ −δφ
−δλsφ 0 −δλcφ
δφ δλcφ 0



(7.32)

式中，c = cos ()，s = sin ()。记

δθ =


δλ cosφ
−δφ

−δλ sinφ

 (7.33)

将式(7.33)代入式(7.32)，则有

δCe
n = Ce

n (δθ×) (7.34)

将式(7.34)代入式(7.31)，则有

Ĉe
n = Ce

n [I3 + (δθ×)] (7.35)

δθ 是由纬度和经度误差导致的 e 系相对于 n 系的角度偏差，即真 n 系到计算的 n
系（原点位于实际计算的含有误差的位置处）的等效旋转矢量。将式(7.10a)∼式(7.10c)代
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入式(7.33)，可得

δθ =


δλ cosφ
−δφ

−δλ sinφ

 =


δrE/ (RN + h)
−δrN/ (RM + h)

−δrE tanφ/ (RN + h)



=


0 1/ (RN + h) 0

−1/ (RM + h) 0 0

0 − tanφ/ (RN + h) 0



δrN

δrE

δrD


= MRδrn

(7.36)

式中，

MR =


0 1/ (RN + h) 0

−1/ (RM + h) 0 0

0 − tanφ/ (RN + h) 0

 (7.37)

7.2.1 姿态误差微分方程

捷联惯导通过姿态解算建立导航的数学平台，将 b 系下的测量值投影变换至选定
的参考系。若以 n 系为参考，则从 b 系到 n 系理想无误差的坐标变换矩阵为 Cn

b，惯

导解算的含有误差的姿态矩阵为 Ĉn
b，两者之间存在偏差。由于姿态是描述两个坐标系

之间的相对角度关系，可以不失一般性地假设 Ĉn
b 与 Cn

b 的 b 系对齐，偏差表现为 n̂
与 n 系之间的不一致，直观理解为惯导基于姿态矩阵建立的 n 系不准，记作 n̂ 系3，如

图7.1所示。因此，惯导的姿态误差可由等效旋转矢量 ϕnn̂ 定义，常称其为失准角，理
解为 n 系绕 ϕnn̂ 的方向转动角度 ∥ϕnn̂∥ 后与 n̂ 对齐，如图7.1所示。

 

图 7.1 姿态误差示意图

根据第6章6.2.4.2小节，易知 ϕnn̂ 在 n̂ 系与 n 系下的坐标相同：

ϕn
nn̂ = ϕn̂

nn̂ =
[
ϕN ϕE ϕD

]⊤
(7.38)

3可以类比于向量：向量是从起点指向终点的有向线段，考察向量误差时可认为向量起点跟实际起点
重合，误差表现为向量终点与实际终点的不一致。
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后续为书写简洁，不明确写姿态误差 ϕn
nn̂ 的上下角标，简记为 ϕ。根据姿态误差的

定义，含误差的姿态矩阵 Ĉn
b 可写作

Ĉn
b ≡ Cn̂

b (7.39)

失准角 ϕ 为小量时，根据等效旋转矢量转姿态矩阵的关系式(6.142)，有

Cn̂
n ≈ I3 − (ϕ×) (7.40)

根据矩阵链乘规则，由式(7.39)和式(7.40)可得

Ĉn
b = Cn̂

b = Cn̂
nCn

b

= [I3 − (ϕ×)]Cn
b

(7.41)

式(7.41)就是前面提到的姿态误差定义式(7.8c)。姿态矩阵 Cn
b的微分方程式(6.39)重

写如下：

Ċn
b = Cn

b(ω
b
ib×)− (ωn

in×)Cn
b (7.42)

接下来推导姿态误差 ϕ 关于时间的导数 ϕ̇，即姿态误差微分方程，思路如下：方

程 (7.41) 等号两边对时间求导，对式 (7.42) 进行误差扰动，都将得到 ˙̂Cn
b 的表达式，它

们必然相等，略去关于误差的二阶小量，经整理即可得到姿态误差的微分方程。

首先，等式 (7.41) 两边对时间求导，得

˙̂Cn
b =

d
dtĈn

b =
d
dt
(
[I3 − (ϕ×)]Cn

b
)

= −(ϕ̇×)Cn
b + [I3 − (ϕ×)] Ċn

b

(7.43)

将式(7.42)代入式(7.43)，得

˙̂Cn
b =− (ϕ̇×)Cn

b + Cn
b(ω

b
ib×)− (ϕ×)Cn

b(ω
b
ib×)

+ (ϕ×)(ωn
in×)Cn

b − (ωn
in×)Cn

b

(7.44)

然后，对式 (7.42) 进行误差扰动

˙̂Cn
b = Ĉn

b(ω̃
b
ib×)− (ω̂n

in×)Ĉn
b (7.45)

将式(7.8e)、式(7.41)和式(7.24)代入方程(7.45)等号右边，整理可得

˙̂Cn
b = [I3 − (ϕ×)]Cn

b
[
(ωb

ib + δωb
ib)×

]
− [(ωn

in + δωn
in)×] [I3 − (ϕ×)]Cn

b

≈Cn
b(ω

b
ib×)− (ωn

in×)Cn
b − (ϕ×)Cn

b(ω
b
ib×) + Cn

b(δω
b
ib×)

+ (ωn
in×)(ϕ×)Cn

b − (δωn
in×)Cn

b

(7.46)

在式(7.46)的整理过程中略去了误差的二阶小量 (ϕ×)Cn
b(δω

b
ib×)和 (δωn

in×)(ϕ×)Cn
b

（即式中有误差的乘积）。令式 (7.44) 与式 (7.46) 等号右边相等，整理得

−(ϕ̇×)Cn
b + (ϕ×)(ωn

in×)Cn
b = Cn

b(δω
b
ib×) + (ωn

in×)(ϕ×)Cn
b − (δωn

in×)Cn
b (7.47)
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方程(7.47)等号两边右乘矩阵 Cb
n，并应用式(2.25)，得

−(ϕ̇×) + (ϕ×)(ωn
in×) = Cn

b(δω
b
ib×)Cb

n + (ωn
in×)(ϕ×)− (δωn

in×)

= (δωn
ib×) + (ωn

in×)(ϕ×)− (δωn
in×)

(7.48)

整理可得

(ϕ̇×) = (ϕ×)(ωn
in×)− (ωn

in×)(ϕ×)− (δωn
ib×) + (δωn

in×) (7.49)

根据反对称矩阵乘法运算(2.40)，式(7.49)可整理为

(ϕ̇×) = [(ϕ× ωn
in)×]− (δωn

ib×) + (δωn
in×) (7.50)

方程(7.50)等号两边各项均为向量的反对称矩阵，根据第2章2.1.3小节，反对称矩阵
与向量是一一映射关系，因此，式(7.50)可写为等价的向量形式：

ϕ̇ = −ωn
in × ϕ+ δωn

in − δωn
ib

= −ωn
in × ϕ+ δ (ωn

ie + ωn
en)− Cn

bδω
b
ib

(7.51)

式中，δωn
ib = [δωn

ib,N δωn
ib,E δωn

ib,D]
⊤ 为陀螺原始测量误差向量在 n 系下的投影。将

式(7.18)和式(7.22)代入式(7.51)，展开后可得

ϕ̇N =− ωe sinφ
RM + hδrN +

vE

(RN + h)2 δrD +
1

RN + hδvE −
(
ωe sinφ+

vE tanφ
RN + h

)
ϕE

+
vN

RM + hϕD − δωn
ib,N

(7.52)

ϕ̇E =− vN

(RM + h)2 δrD −
1

RM + hδvN +

(
ωe sinφ+

vE tanφ
RN + h

)
ϕN

+

(
ωe cosφ+

vE

RN + h

)
ϕD − δωn

ib,E

(7.53)

ϕ̇D =−
[
ωe cosφ
RM + h +

vE sec2 φ
(RM + h)(RN + h)

]
δrN −

vE tanφ
(RN + h)2 δrD −

tanφ
RN + hδvE

− vN

RM + hϕN −
(
ωe cosφ+

vE

RN + h

)
ϕE − δωn

ib,D

(7.54)

式 (7.51) 即捷联惯导姿态误差微分方程，反映了 n̂ 系相对于理想 n 系失准角 ϕ

随时间的变化规律，等式右边是导致惯导姿态误差的各项角速度偏差，其含义解释如

下：−Cn
bδω

b
ib 是陀螺的角速度测量值误差投影至 n 系，经过积分后显然会导致姿态误

差；求解 b系相对 n系姿态时，需要扣除地球自转角速度 ωn
ie 和位移角速度 ωn

en 才得到

ωn
nb，ωn

ie 和 ωn
en 的计算受位置和速度误差的影响，对应的角速度误差即 δ (ωn

ie + ωn
en)；

−ωn
in × ϕ 是在补偿角速度 ωn

ie 和 ωn
en 时，由于姿态存在误差 ϕ，导致角速度向量从 n

系到 b 系的投影误差，经过积分后转化为姿态误差；ωb
ib 是陀螺在 b 系下的测量值，不

需要做投影变换，因此无类似的投影误差。
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7.2.2 速度误差微分方程

速度微分方程(6.199)重写如下：

v̇n = Cn
bfb − (2ωn

ie + ωn
en)× vn + gn

p (7.55)

在实际计算时，表示为

˙̂vn = Ĉn
bf̃b − (2ω̂n

ie + ω̂n
en)× v̂n + ĝn

p (7.56)

将相关变量误差扰动式(7.8b)、(7.8c)、(7.8d)、(7.13)、(7.20)和(7.25)代入式(7.56)，
得

v̇n+δv̇n = [I3 − (ϕ×)]Cn
b(fb+δfb)−(2ωn

ie+ωn
en+2δωn

ie+δω
n
en)×(vn+δvn)+gn

p+δgn
p (7.57)

式(7.57)展开后省略关于误差的二阶小量，整理得

δv̇n = Cn
bδfb + fn × ϕ− (2ωn

ie + ωn
en)× δvn + vn × (2δωn

ie + δωn
en) + δgn

p (7.58)

式中，fn = [fN, fE, fD]⊤ 为比力向量 f 在 n 系下的坐标；比力向量误差在 n 系下的投影
简写为 δfn = Cn

bδfb = [δfN, δfE, δfD]⊤。式(7.58)展开后，可得

δv̇N =−
[
2vEωe cosφ

RM + h +
v2

E sec2 φ
(RM + h)(RN + h)

]
δrN +

[
vNvD

(RM + h)2 −
v2

E tanφ
(RN + h)2

]
δrD

+
vD

RM + hδvN − 2

(
ωe sinφ+

vE tanφ
RN + h

)
δvE +

vN

RM + hδvD − fDϕE + fEϕD + δfN
(7.59)

δv̇E =

[
2ωe(vN cosφ− vD sinφ)

RM + h +
vNvE sec2 φ

(RM + h)(RN + h)

]
δrN +

vEvD + vNvE tanφ
(RN + h)2 δrD

+

(
2ωe sinφ+

vE tanφ
RN + h

)
δvN +

vD + vN tanφ
RN + h δvE +

(
2ωe cosφ+

vE

RN + h

)
δvD

+ fDϕN − fNϕD + δfE
(7.60)

δv̇D =
2ωevE sinφ

RM + h δrN −
[

v2
E

(RN + h)2 +
v2

N
(RM + h)2 −

2gp√
RMRN + h

]
δrD −

2vN

RM + hδvN

− 2

(
ωe cosφ+

vE

RN + h

)
δvE − fEϕN + fNϕE + δfD

(7.61)
式(7.58)即捷联惯导速度误差微分方程，反映了速度误差随时间的变化规律，等式

右边的是导致惯导速度误差的各项加速度偏差，其含义解释如下：Cn
bδfb 是加速度计的

比力测量误差在 n 系下的投影，是加速度计零偏、比例因子误差和噪声等误差的总和，
对速度的影响是显然的；fn × ϕ 是将加速度计的比力测量值 fb 从 b 系投影变换至 n 系
时，由姿态误差 ϕ 导致的投影变换误差；第6章6.3.2.3小节指出，选择 n 系为参考坐标
系进行导航，只有在加速度计输出的比力中扣除有害加速度后才能获得几何运动加速

度，其中有害加速度包括重力加速度、对地向心加速度和哥氏加速度，式中 δgn
p 为重力

加速度补偿不精确导致的加速度误差；−(2ωn
ie +ωn

en)× δvn 和 vn × (2δωn
ie + δωn

en) 分别

为由于角速度误差和速度误差导致的对地向心加速度和哥氏加速度的计算误差。
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7.2.3 位置误差微分方程

惯导位置误差可以表示为纬度 φ、经度 λ 和高程 h 的偏差，也可以表示为 n 系下
的位置误差向量 δrn，如式 (7.8a) 所定义。下面推导这两种形式的位置误差方程。

7.2.3.1 位置误差方程 δṗ

分别对式(6.232a)∼ 式(6.232c)中的纬度、经度和高程微分方程式求偏导，考虑到式
中 RM 和 RN 受位置误差的影响几乎可以忽略不计，近似为常值，可得

δφ̇ = − vN

(RM + h)2 δh +
1

RM + hδvN (7.62)

δλ̇ =
vE tanφ

(RN + h) cosφδφ−
vE

(RN + h)2 cosφδh +
1

(RN + h) cosφδvE (7.63)

δḣ = −δvD (7.64)

式 (7.62)、式 (7.63) 和 (7.64) 即为纬度、经度和高程的误差微分方程。

7.2.3.2 位置误差方程 δṙn

e 系下的位置更新方程可写作，

re(t) = re(0) +

∫ t

0

Ce
n(τ)vn(τ)dτ (7.65)

式中，t 为时间变量，re(t) 为载体位置向量在 t 时刻 e 系下的笛卡尔直角坐标；Ce
n 为位

置矩阵(A.21)，是纬度和经度的函数。在实际计算时

r̂e(t) = r̂e(t0) +

∫ t

0

Ĉe
n(τ)v̂n(τ)dτ (7.66)

根据7.2节的位置矩阵扰动误差分析，实际计算的位置矩阵表示为式(7.35)，重写如
下：

Ĉe
n = Ce

n [I3 + (δθ×)] (7.67)

将式 (7.67) 代入式 (7.66)，得

re(t) + δre(t) = re(t0) + δre(t0) +

∫ t

0

Ce
nCn

n̂(vn + δvn)dτ

= re(t0) + δre(t0) +

∫ t

0

Ce
n [I3 + (δθ×)] (vn + δvn)dτ

(7.68)

经整理，可得

δre(t) = δre(t0) +

∫ t

0

Ce
nδvn + Ce

n(δθ×)vndτ (7.69)

已知位置误差转换关系式

δrn = Cn
eδre (7.70)
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对等式(7.70)两边求导，并根据姿态矩阵微分方式(6.35)，可得

δṙn =
d(Cn

eδre)

dt = Ċn
eδre + Cn

e
d(δre)

dt
= Cn

e (−ωe
en×)Ce

nδrn + Cn
e [Ce

nδvn + Ce
n(δθ×)vn]

= −ωn
en × δrn + δθ × vn + δvn

(7.71)

将式(7.36)和式(3.17)代入式(7.71)，展开为

δṙN = − vD

RM + hδrN +
vN

RM + hδrD + δvN (7.72)

δṙE =
vE tanφ
RN + h δrN −

vD + vN tanφ
RN + h δrE +

vE

RN + hδrD + δvE (7.73)

δṙD = δvD (7.74)

式(7.71)反映了惯导位置误差随时间的变化规律，方程等号右边的各项是造成惯导
位置偏差的各项速度误差源，其含义解释如下：n 系下的速度误差 δvn 显然会导致位置

误差；δθ 反映 e 到 n 系的姿态误差，δθ × vn 是姿态误差导致的速度向量 v 的投影误
差；−ωn

en × δrn 是由于位置向量 r 不准确而造成的，由 n 系相对 e 系旋转产生的线速
度误差。

7.3 静基座惯导误差传播分析

捷联惯导的误差传播本质上是一个复杂的时变系统，导航误差与载体的运动轨迹

密切相关，一般情况下无法得到惯导误差微分方程的时域解析解，只能通过数值仿真的

方法进行定量分析。但是，当惯导处于静止状态下，其误差的传播变得相对简单，作适

当简化后退化成了线性定常系统，可求得惯导误差微分方程组的时域解析表达式。这有

助于加深对惯导误差传播规律的认识，并作定量分析。本节对静基座误差传播作了一定

的简化，只保留和解释了舒勒周期这一惯导的最本质特征。更全面的静基座惯导误差和

可观性分析可参考[12, 第 4.3 节]或[43, 第 13 章]。值得注意的是，舒勒周期只有在导航
级或更高精度的惯导误差传播中才能观察到，对于低精度惯导，这种微弱的信号被传感

器误差导致的导航误差所淹没。

7.3.1 静基座误差方程

为了分析惯性导航系统的基本误差特性，假设载体相对地面静止，位置精确已知，

将地球由椭球状简化为球形，子午圈半径 RM 和卯酉圈半径 RN 近似为球形地球模型半

径 R；当地重力加速度的模值记为 g，此时有
vn = 0

fn = −gn
p =

[
0 0 −g

]⊤
RM = RN ≈ R

(7.75)
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将式(7.75)代入等式 (7.52)∼ 式 (7.54)、(7.59)∼ 式 (7.61) 和 (7.72)∼ 式 (7.74) 等号
右边，则惯导误差微分方程简化为：

ϕ̇N = ωn
ie,DδrN/R + δvE/R + ωn

ie,DϕE − δωn
ib,N

ϕ̇E = −δvN/R− ωn
ie,DϕN + ωn

ie,NϕD − δωn
ib,E

ϕ̇D = −ωn
ie,NδrN/R− tanφδvE/R− ωn

ie,NϕE − δωn
ib,D

δv̇N = 2ωn
ie,DδvE + gϕE + δfN

δv̇E = −2ωn
ie,DδvN + 2ωn

ie,NδvD − gϕN + δfE
δṙN = δvN

δṙE = δvE

(7.76)

δv̇D = 2gδrD/R− 2ωn
ie,NδvE + δfD

δṙD = δvD

(7.77)

式中，ωn
ie,N 和 ωn

ie,D 分别为 ωn
ie 的北向和垂向分量，见式(7.12)。方程组(7.76)和(7.77)分

别为简化后的水平通道和高程通道。

7.3.2 简化的水平通道误差传播

在式 (7.76) 中，如果令 δvE = 0，ϕN = ϕD = 0，则可得到由 δrN、δvN 和 ϕE3 个
状态构成的简化的水平北向通道。如果令 δvN = 0，δvD = 04，且 ϕD = 0，则可以得到

δrE、δvE 和 ϕN3 个状态构成的简化的水平东向通道。
ϕ̇E = − 1

RδvN − δωn
ib,E

δv̇N = gϕE + δfN
δṙN = δvN

(7.78)


ϕ̇N =

1

RδvE − δωn
ib,N

δv̇E = −gϕN + δfE
δṙE = δvE

(7.79)

下面以水平北向通道为例阐述惯导误差特性分析的基本方法，并介绍惯导误差的基

本特性。进一步假设东向陀螺误差和北向加速度计误差均为常值，即 δω̇n
ib,E = 0，δḟN = 0。

定义以下误差状态向量：

δxN =
[
δrN δvN ϕE δfN δωn

ib,E

]⊤
(7.80)

4注意：这样简化后只保留了纯粹的舒勒周期项，如果不做这个简化，则可以分析出傅科周期和地球自
转周期等调制项。但对普通应用，使用时长远小于这两个周期长度，故本节只以舒勒周期为例阐述误差
分析的方法。
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则式 (7.78) 可写成如下形式：

δẋN(t) = FN(t)δxN(t) (7.81)

其中

FN(t) =



0 1 0 0 0

0 0 g 1 0

0 − 1

R 0 0 −1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


(7.82)

式(7.81)是一组常微分方程，可用拉普拉斯变换方法求得 δxN(t) 的时域解析解：

δxN(t) = L−1
[
(sI− F)−1δxN(0)

]
(7.83)

式中，s 为拉普拉斯算子，L−1 为拉普拉斯逆变换，δxN(0) 为相应的初值。其中，北向位

置误差的解为：

δrN(t) =δrN,0 +
sinωst
ωs

δvN,0 + R(1− cosωst)ϕE +
1− cosωst

ω2
s

δfN

+ R(
sinωst
ωs

− t)δωn
ib,E

(7.84)

式中，δrN,0 为初始北向位置误差，δvN,0 为初始北向速度误差，ωs =
√

g/R 为舒勒
(Schuler) 角频率。等式右边第 2∼5 项均为周期项，其周期为 Ts = 2π/ωs。若取数值

g = 9.8 m/s2 和 R = 6371 km，易得舒勒周期 Ts ≈ 84.4 min。
根据式 (7.84)，可画出各误差项的曲线。例如，假设载体所在位置的纬度 φ = 30◦，

初始速度误差 δvN,0 = 0.1 m/s，等效北向加速度计常值零偏 δfN = 10 mGal，常值俯仰
角误差 ϕE = 5′′，等效东向陀螺常值零偏 δωn

ib,E = 0.01◦/h 5。将上述假设代入式 (7.84)，
可得等式右边 2-5 误差项的曲线，如图7.2所示。将典型导航级惯导的陀螺和加速度计
零偏参数（假设为常值）代入式(7.84)，可定量评估静基座条件下导航级惯导独立工作
1 小时后的累积误差，回答本章开头提到的问题。

对式 (7.78) 中北向速度误差求二阶导数，易得

δv̈N +
g
RδvN = −gδωn

ib,E (7.85)

可见，北向速度误差与俯仰角误差耦合在一起形成一个无阻尼二阶振荡系统6，由

上述非齐次线性二阶微分方程描述，解上述微分方程可得系统振荡周期约为 84 min，即
舒勒周期。这说明惯性导航系统具有舒勒摆特性，这是惯性导航系统最本质的特征，实

际上早期的平台式惯导其惯性平台就是一个物理上能实现的舒勒摆。

5典型导航级惯导的误差水平。
6类比单摆的简谐振动微分方程式 ẍ +

g
l x = 0，其中 g 为当地重力值，l 为摆长。
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图 7.2 各误差源对北向位置误差的影响

图7.3为与式 (7.78) 等效的控制系统结构图，很明显存在一个闭环回路。沿该环路
转一圈，只碰到 1 个负号（即奇数个负号），因此可以判断该闭环为负反馈；环路中存
在两个积分环节，因此是二阶系统，存在振荡的可能性；由于环路中没有阻尼项，因此

在常值误差激励下，会形成等幅振荡，而如果误差中包含白噪声等随机误差，对系统不

断注入能量。舒勒调谐是一个根源于“地球表面是球面”这一事实而形成的微弱负反馈

回路，它能够显著减缓惯导误差的发散速率。但需要注意的是，舒勒调谐只会出现在导

航级等高精度惯导系统中；而对于低精度惯导，其陀螺误差的幅度会远大于图 7.3 中的
角速度反馈项，从而使得负反馈闭环的作用微乎其微。

 

图 7.3 水平北向通道舒勒回路
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7.3.3 高程通道误差传播

高程通道微分方程组重写如下：δv̇D = −2gδh/R− 2ωn
ie,NδvE + δfD

δḣ = −δvD

(7.86)

求 δh 的二阶导，得

δḧ = −δv̇D = 2gδh/R + 2ωn
ie,NδvE − δfD (7.87)

利用拉普拉斯变换方法求解上述微分方程，假设 δh(t0) = δh0，δvD(t0) = δvD0，δfD
均为常值。易得 δh(t) 的时域解析表达式为

δh(t) = δh0 cosh(
√
2ωst) +

δvD0√
2ωs

sinh(
√
2ωst) +

2ωn
ie,NδvE − δfD

2ω2
s

[
cosh(

√
2ωst)− 1

]
(7.88)

式中，sinh 和 cosh 分别为双曲正弦和双曲余弦函数7。由此可见，初始高度误差 δh0、

初始垂向速度误差 δvD0、等效垂向加速度计常值零偏 δfD 和东向速度误差 δvE 都使得

高程误差不断累积，呈指数发散。这说明，惯性导航系统的高程通道是不稳定的，而且

误差发散速度很快。纯惯导的高程通道不能长时间单独使用，必须借助外部辅助设备提

供高程修正，例如 GNSS 或气压高程计。
在短时间内（例如十几分钟），将 ωst看作小量，则 cosh(

√
2ωst) ≈ 1，sinh(

√
2ωst) ≈√

2ωst，cosh(
√
2ωst)− 1 ≈ ω2

s t2。因此，式 (7.88) 可简化为

δh(t) = δh0 + δvD0t + ωn
ie,NδvEt2 − 1

2
δfDt2 (7.89)

可见，在短时间内高程误差近似为垂向加速度计误差的二次积分结果。

7sinh x = ex−e−x

2 , cosh x = ex+e−x

2
。



第 8 章 INS/GNSS 组合导航
8.1 引言

如第3章3.5.5小节所述，惯性导航系统具有诸多优点：自主性和隐蔽性好；设备故
障率低；导航信息丰富，能够提供位置、速度、姿态、角速度、加速度等多种导航参数；

采样率高（典型可达 200Hz 以上），动态跟踪和响应能力强。然而，惯导的精度随时间
发散，且必须由外界提供初始位置和速度等初始化信息，否则无法启动。GNSS 可以提
供全球、全天时、全天候高精度三维位置和速度信息，精度不随时间发散。然而，相比

惯导而言，GNSS 定位具有脆弱性，卫星信号易被干扰和遮挡，导致定位精度降低，甚
至无法定位；且 GNSS 的数据率一般较低，导航型接收机的典型采样率为 1∼10Hz；标
准的 GNSS 只能提供位置和速度，无法测姿，导航信息不如 INS 丰富。

INS 和 GNSS 误差特性存在显著差异，且原始测量的类型不同，它们的优缺点是
互补的，组合后比其中任何一个独立系统都具有更好的性能：GNSS 能有效抑制 INS
的误差累积，INS 对 GNSS 导航结果的噪声进行了平滑并弥补了其定位中断的问题。
INS/GNSS 能够提供连续无缝、高数据率、长时和短时精度均较高的导航参数。INS 与
GNSS 组合是诸多组合导航系统中最常用、最成功的一种。

INS/GNSS组合导航按信息融合的层次可分为松组合（loosely-coupled integration）、
紧组合（tightly-coupled integration）和深组合（deeply-coupled integration）三种主要
类型。深组合是在接收机底层导航信号处理层面的最深层次的组合，本书不涉及。松组

合和紧组合都是 GNSS 和 INS 在数据处理层面的组合，如图8.1所示。

 

图 8.1 INS/GNSS 松组合与紧组合结构
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松组合是 GNSS 的导航定位结果与惯导的组合，GNSS 解算的位置和速度结果与
INS推算的位置和速度对比，求差后作为组合导航滤波器的观测输入，用于估计 INS导
航误差和惯性传感器误差，对惯导机械编排的位置、速度和姿态进行校正，估计的惯性

传感器误差反馈至机械编排前端补偿 IMU 原始测量误差。紧组合是 GNSS 的原始观测
与惯导的组合，导航滤波器的观测输入是 GNSS的伪距、伪距率、多普勒及载波相位等
数据，据此估计 INS 误差、惯性传感器误差和 GNSS 接收机的时钟偏差与漂移。因此，
紧组合是 INS 与 GNSS 在原始观测域的组合，组合层次比松组合更深。松组合和紧组
合导航输出的结果均为经过校正后的惯导结果。

在 GNSS观测条件良好的情况下，松组合和紧组合在导航精度上没有显著差异。然
而，当 GNSS 信号被部分遮挡，没有足够的卫星观测量进行 GNSS 独立定位时，松组
合将会退化为纯 INS 推算模式，而紧组合仍能把有限的 GNSS 原始观测数据用于辅助
惯导，获得相应的辅助效果。

本章以面向通用场景的 INS/GNSS 组合导航为例，设计松组合和紧组合算法：阐
述如何以惯导为主线构建系统方程，以 GNSS 定位或测速结果（松组合）或 GNSS 原
始观测（紧组合）为观测信息构建观测方程，调用卡尔曼滤波（Kalman filter，KF）算
法实现 INS 和 GNSS 信息融合和参数的最优估计。本章内容不涉及基于 GNSS 载波相
位观测的精密定位的紧组合算法，因为 GNSS 精密定位本身就需要单独一本书才能讲
清楚。读者在掌握了 GNSS 精密定位算法的情况下，不难根据本书内容设计出相应的
精密定位紧组合算法。

8.2 卡尔曼滤波

卡尔曼滤波算法作为一种重要的最优估计方法被广泛应用于各个领域，组合导航系

统的算法设计是其中之一。卡尔曼滤波有离散型和连续型两种形式，前者可直接在数字

计算机上实现，后者更常用于卡尔曼滤波的理论性能分析。在此只介绍实现 GNSS/INS
组合导航解算的离散卡尔曼滤波。

假设离散线性系统 tk 时刻的系统状态 xk 受系统噪声序列 wk−1 驱动，系统状态方

程及量测方程均为系统状态量的线性方程1：

xk = Φk/k−1xk−1 + Γk−1wk−1 (8.1)

zk = Hkxk + vk (8.2)

式中，下标 k− 1 和 k 分别表示时刻 tk−1 和 tk，x 表示状态向量（n×1）；Φk/k−1 为

tk−1 至 tk 的状态一步转移矩阵（n×n）；Γk−1 为系统噪声驱动阵（n×s）；zk 为 tk 时刻

的观测向量（m ×1）；Hk 为观测矩阵（m×n）；wk−1 为系统噪声2（s×1），vk 为量测噪

1未考虑确定性控制输入项。
2系统噪声项是反映从 tk−1 到 tk 的系统噪声影响，因此其下标可以用 k 或 k− 1，本书选择 k− 1。
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声（m×1）。要求 wk 与 vk 是互不相关的零均值白噪声序列，即满足：
wk ∼ N (0,Qk)

vk ∼ N (0,Rk)

E
(
wkv⊤

j
)
= 0

(8.3)

式中，Qk 为系统状态噪声协方差阵，Rk 为量测噪声协方差阵。

在一个滤波周期内，卡尔曼滤波的信息更新过程可以分为时间更新过程和量测更

新过程。其中时间更新又被称为预测，状态向量及其协方差阵的一步预测为：

x̂k/k−1 = Φk/k−1x̂k−1 (8.4)

Pk/k−1 = Φk/k−1Pk−1Φ
⊤
k/k−1 + Γk−1Qk−1Γ

⊤
k−1 (8.5)

式中，x̂k/k−1 为 tk 时刻的状态向量预测值，x̂k−1 为前一时刻 tk−1 状态向量的最优估计。

Pk/k−1 为当前时刻 tk 的状态最优估计的协方差阵的预测值，Pk−1 为前一时刻 tk−1 的

协方差阵最优估计。

在量测更新过程中首先计算增益矩阵 K，然后更新系统状态 x 及误差协方差阵 P。
当 Qk 非负定，Rk 为正定阵时，xk 的最优估值 x̂k 可按下述方程求解：

Kk = Pk/k−1H⊤
k (HkPk/k−1H⊤

k + Rk)
−1 (8.6)

x̂k = x̂k/k−1 + Kk(zk −Hkx̂k/k−1) (8.7)

Pk = (I−KkHk)Pk/k−1 (I−KkHk)
⊤ + KkRkK⊤

k (8.8)

式 (8.4)∼ 式 (8.8) 即离散型卡尔曼滤波的基本方程，只要给定初值 x̂0 和 P0，根据

tk 时刻的量测就可递推计算任意时刻 tk 的状态估计 x̂k。其中 Pk 有多种等价的表达式，

式 (8.8) 被称为 Joseph 形式，能保证 P 阵的对称性和正定性。虽然很多物理系统是连
续系统，但只要合理离散化就能使用离散型卡尔曼滤波的基本方程。

8.3 INS/GNSS 松组合算法设计

完整的组合导航算法设计通常涉及状态向量的选择、系统方程和观测方程的推导、

滤波方差分析和仿真分析、系统噪声和观测噪声的建模、状态初始化和卡尔曼滤波调参

等内容。本章仅阐述系统模型和观测模型的构建，在此基础上，使用卡尔曼滤波的基本

方程进行组合导航解算。
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8.3.1 系统方程

INS/GNSS 松组合常采用误差状态形式，状态向量定义为

δx
21×1

(t) =



δrn

δvn

ϕ

bg

ba

δsg

δsa


(8.9)

式中，δrn、δvn 和 ϕ 分别是惯导的位置、速度和姿态误差，定义见第7章7.2节；bg、ba

分别为三轴陀螺和三轴加速度计的零偏误差向量，δsg 和 δsa 分别为陀螺和加速度计的

三轴比例因子误差向量，定义见第4章4.2.7小节。向量 δx 中的各分量均为时间的函数，
为书写方便，省略了时间变量符号 t。

式 (8.9)中各项都是惯导的导航状态误差或惯性传感器误差，又称作误差状态向量。
误差状态向量的选择是组合导航滤波器设计的一个关键步骤，与具体应用和组合结构的

选择有关，对状态向量的选择还需要进行误差的可观性分析，如果某个误差状态可观性

差或不可观，将其作为状态量进行估计则没有意义甚至带来负作用。本章不对状态向量

的选择和可观性分析进行讨论，读者可查阅参考文献[2]第 14.2 节深入学习。式(8.9)是
通用的 INS/GNSS 组合导航系统较为常用的一组状态向量。

8.3.1.1 连续时间系统方程

为得到系统状态方程，必须先求 δx(t) 关于时间的导数，得到连续时间系统状态微
分方程，写作如下形式：

δẋ(t) = F(t)δx(t) + G(t)w(t) (8.10)

式中，w(t) 为系统噪声向量，F(t) 为系统矩阵，G(t) 为系统噪声分布矩阵。对 δx(t) 向
量求导要求对向量的各分量分别对时间 t求导，其中位置、速度和姿态误差导数即7.2节
推导的惯导误差方程式(7.51)、式(7.58)和式(7.71)，重写如下：

δṙn = −ωn
en × δrn + δθ × vn + δvn (8.11a)

δv̇n = Cn
bδfb + fn × ϕ− (2ωn

ie + ωn
en)× δvn + vn × (2δωn

ie + δωn
en) + δgn

p (8.11b)

ϕ̇ = −ωn
in × ϕ+ δωn

in − Cn
bδω

b
ib (8.11c)

惯性传感器的零偏及比例因子误差对时间求导的含义是：用一个随机模型来描述它

们随时间的变化情况；通常建模为一阶高斯马尔可夫过程或随机游走，本章选用前者，
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其连续时间微分方程为

ḃg(t) = −
1

Tgb
bg(t) + wgb(t) (8.11d)

ḃa(t) = −
1

Tab
ba(t) + wab(t) (8.11e)

δṡg(t) = −
1

Tgs
δsg(t) + wgs(t) (8.11f)

δṡa(t) = −
1

Tas
δsa(t) + was(t) (8.11g)

式中，Tgb、Tab、Tgs 和 Tas 为一阶高斯马尔可夫过程的相关时间，wgb(t)、wab(t)、wgs(t)
和 was(t) 为一阶高斯马尔可夫过程的驱动白噪声，详见第2章2.4.3.4小节。式(8.11b)和
式(8.11c)中 δfb 和 δωb

ib 分别表示加速度计和陀螺测量值的总误差，根据第4章4.2.7小节
的惯性传感器误差模型和误差状态量(8.9)，应该展开为

δfb = ba + diag
(
fb) δsa + wa (8.11h)

δωb
ib = bg + diag

(
ωb

ib
)
δsg + wg (8.11i)

式中，wa 和 wg 分别为加速度计和陀螺的随机噪声。将7.2节惯导误差方程(7.51)、(7.58)、
(7.71)、(8.11a)∼(8.11i)代入式(8.10)，可得 G(t)、w(t) 和 F(t) 的具体表达式3

G
21×18

=



0 0 0 0 0 0

Cn
b 0 0 0 0 0

0 Cn
b 0 0 0 0

0 0 I3 0 0 0

0 0 0 I3 0 0

0 0 0 0 I3 0

0 0 0 0 0 I3


, w

18×1
=



wa

wg

wgb

wab

wgs

was


(8.12)

F =



Frr I3 0 0 0 0 0

Fvr Fvv [(Cn
bfb)×] 0 Cn

b 0 Cn
bdiag(fb)

Fϕr Fϕv −(ωn
in×) −Cn

b 0 −Cn
bdiag(ωb

ib) 0

0 0 0
−1
Tgb

I3 0 0 0

0 0 0 0
−1
Tab

I3 0 0

0 0 0 0 0
−1
Tgs

I3 0

0 0 0 0 0 0
−1
Tas

I3



(8.13)

3注意，系统噪声不能随意加入，而应该根据系统状态方程的推导式确定。例如位置误差微分方程中没
有包含传感器误差，则一般情况下不应该在位置误差分量上加入系统噪声。
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式中，

Frr =


− vD

RM + h 0
vN

RM + h
vE tanφ
RN + h −vD + vN tanφ

RN + h
vE

RN + h

0 0 0

， Fϕv =


0

1

RN + h 0

− 1

RM + h 0 0

0 − tanφ
RN + h 0



Fvr =



−2vEωe cosφ
RM + h − v2

E sec2 φ
(RM + h)(RN + h) 0

vNvD

(RM + h)2 −
v2

E tanφ
(RN + h)2

2ωe(vN cosφ− vD sinφ)
RM + h

+
vNvE sec2 φ

(RM + h)(RN + h)

 0
vEvD + vNvE tanφ

(RN + h)2

2ωevE sinφ
RM + h 0

−
v2

E
(RN + h)2 −

v2
N

(RM + h)2

+
2gp√

RMRN + h





Fvv =


vD

RM + h −2
(
ωe sinφ+

vE tanφ
RN + h

)
vN

RM + h
2ωe sinφ+

vE tanφ
RN + h

vD + vN tanφ
RN + h 2ωe cosφ+

vE

RN + h
− 2vN

RM + h −2
(
ωe cosφ+

vE

RN + h

)
0



Fϕr =


−ωe sinφ

RM + h 0
vE

(RN + h)2
0 0 − vN

(RM + h)2

−ωe cosφ
RM + h −

vE sec2 φ
(RM + h)(RN + h) 0 − vE tanφ

(RN + h)2


在实际解算时，G(t) 和 F(t) 中的位置、速度和姿态等参数一般用前一时刻的最优

估计值代入。连续时间系统噪声方差阵 q(t)（也称功率谱密度矩阵），虽然写成时间 t的
函数，但一般情况下是常值矩阵，由 IMU 传感器的误差模型参数决定。一般认为 IMU
中三轴陀螺性能一致，三轴加速度计性能也一致，则有

E
[
w(t)w⊤(τ)

]
= q(t)δ(t− τ) (8.14)
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式中，

q
18×18

(t) =



VRW2I3 0 0 0 0 0

0 ARW2I3 0 0 0 0

0 0
2σ2

gb

Tgb
I3 0 0 0

0 0 0
2σ2

ab
Tab

I3 0 0

0 0 0 0
2σ2

gs

Tgs
I3 0

0 0 0 0 0
2σ2

as
Tas

I3


(8.15)

8.3.1.2 系统方程的离散化

为使用离散时间卡尔曼滤波的基本方程，须对式 (8.10)进行离散化处理，包括推导
离散时间的状态一步转移矩阵 Φk/k−1 和驱动白噪声的等效离散化（得到 wk−1）。离散

化后的系统状态方程写作

δxk = Φk/k−1δxk−1 + wk−1 (8.16)

式中，

Φk/k−1 = exp
(∫ tk

tk−1

F(t)dt
)

(8.17)

wk−1 =

∫ tk

tk−1

Φk/tG(t)w(t)dt (8.18)

记离散化时间间隔 ∆t = tk − tk−1，当 F(t) 在较短的积分区间 [tk−1, tk] 内变化不

太剧烈时，且设 F(tk−1)∆t≪ In，则一步转移矩阵式 (8.17) 可近似为

Φk/k−1 = exp{F(tk−1)∆t} ≈ In + F(tk−1)∆t (8.19)

式中，In 为 n 阶单位矩阵（n 为状态向量 δx 的维度）。
式 (8.18) 表明 wk−1 是关于高斯白噪声 w(t) 的线性变换，其结果仍然是正态分布

的随机向量函数。容易证明

E[wk−1] = 0 (8.20)

wk−1 的二阶矩 Qk = E[wk−1w⊤
k−1]

Qk = E


∫ tk

tk−1

Φk/tG(t)w(t)dt
[∫ tk

tk−1

Φk/τG(τ)w(τ)dτ
]⊤

=

∫ tk

tk−1

Φk/tG(t)q(t)G⊤(t)Φ⊤
k/tdt

(8.21)
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从上述推导可知 wk−1 为白噪声序列，式 (8.16) 描述的等效离散系统满足离散型卡
尔曼滤波的基本要求。同样，当 G(t) 在较短的积分区间 [tk−1, tk] 内变化不太剧烈时，

Qk 可简化为梯形积分。

Qk ≈
1

2

[
Φk/k−1G(tk−1)q(tk−1)G⊤(tk−1)Φ

⊤
k/k−1 + G(tk)q(tk)G⊤(tk)

]
∆t (8.22)

8.3.2 观测方程

在 INS/GNSS 组合导航系统的误差状态卡尔曼滤波设计中，通过计算 GNSS 位置
和速度与 INS 机械编排的位置和速度之差来构建观测向量。该向量作为观测数据输入，
用于更新卡尔曼滤波状态。接下来推导观测值与状态向量之间的关系式，即组合导航的

观测模型。

8.3.2.1 GNSS 位置观测方程

GNSS和 INS的定位参考点分别是 GNSS天线相位中心和 IMU测量中心（即 b系
原点），二者在空间中一般不重合。由 IMU测量中心指向 GNSS天线相位中心的向量称
为 GNSS 天线杆臂（lever-arm），记作 ℓ，如图 8.2所示。天线相位中心的位置定义为地
心 Oe 指向天线相位中心的向量，记作 rG，右下标 G 表示 GNSS 天线相位中心。IMU
测量中心的位置记作 rI = reb，右下标 I 代表 IMU 测量中心。INS/GNSS 组合导航计
算时，需要将位置和速度归算到同一参考点，如 GNSS 天线相位中心。根据图 8.2的几
何关系易得，rG 和 rI 之间的转换式为

rG = rI + ℓ (8.23)

 

图 8.2 GNSS 天线杆臂示意图

GNSS 天线杆臂向量 ℓ 在 b 系（或 v 系）下的坐标 ℓb 通常可精确测量得到，误差

可以忽略不计。由于 IMU 和 GNSS 天线都固定安装在载体上，且没有相对运动，因此
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在 b 系下观察，ℓ 为常向量。即
dℓ
dt

∣∣∣∣
b
= 0 (8.24)

方程(8.23)等号两边的向量均投影到 n 系4，有

rn
G = rn

I + ℓn = rn
I + Cn

bℓ
b (8.25)

惯导计算的 GNSS 天线相位中心的位置含有误差，记作

r̂n
G = r̂n

I + Ĉn
bℓ

b (8.26)

将惯导位置误差和姿态误差定义式(7.8a)、式(7.8c)代入式(8.26)，顾及式(8.25)，整
理得

r̂n
G = rn

I + δrn + [I− (ϕ×)]Cn
bℓ

b

= rn
G + δrn − (ϕ×)Cn

bℓ
b

= rn
G + δrn +

[(
Cn

bℓ
b)×]ϕ

(8.27)

GNSS 接收机测量的天线相位中心位置也含有误差，记作 r̃G
5，在 n 系下有

r̃n
G = rn

G − nr (8.28)

式中，nr 为 GNSS 的定位误差向量6，称作位置观测噪声。GNSS 定位误差通常简化为
高斯白噪声序列：

nr,k ∼ N (0,Rk), Rk = E[nr,kn⊤
r,k] (8.29)

式中，右下标 k 表示时刻 tk。观测误差的方差阵 Rk 一般可从 GNSS 定位解算软件中
得到。

GNSS 位置的观测向量 δzr 为 INS 推算的 GNSS 天线相位中心位置与 GNSS 实测
定位结果之差

δzn
r = r̂n

G − r̃n
G (8.30)

将式(8.27)和式(8.28)代入式(8.30)，得

δzn
r ≈ δrn + (Cn

bℓ
b)× ϕ+ nr (8.31)

式(8.31)即 GNSS 位置观测方程，记作

δzn
r = Hrδx + nr (8.32)

4如第2章2.2.3小节所述，n 系通常不用于表示载体位置的坐标，此处只用于公式推导，实际并不需要
明确写出它们在 n 系下的坐标。

5需要注意区分以下三个符号：rG 为 GNSS 天线相位中心的实际位置（真值），r̃G 是 GNSS 接收机给
出的 rG 测量值，r̂G 是惯导给出的 rG 计算值，后两者都含有误差。

6式中，观测噪声 nr 前面的负号只是为了使得后面推导出来的观测方程中观测噪声符号为正。对于零
均值随机噪声没有正负差异，在组合导航时仅关注其方差。
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Hr
3×21

=
[
I3 03 [(Cn

bℓ
b)×] 03 03 03 03

]
(8.33)

式中，I3 和 03 分别表示三阶单位阵和三阶零矩阵。

一般情况下，惯导和 GNSS的位置输出为大地坐标或笛卡尔直角坐标，不会输出 n
系下的直角坐标。天线相位中心位置的大地坐标记作 pG，定义见(2.72)，对应的惯导计
算值和 GNSS 观测值分别记作 p̂G 和 p̃G，则观测向量为

δzn
r = DR (p̂G − p̃G) (8.34)

其中，

DR =


RM + h 0 0

0 (RN + h) cosφ 0

0 0 −1

 (8.35)

如果用笛卡尔直角坐标（见第2章2.3.2.1小节），天线相位中心位置的直角坐标记作
re

G，对应的惯导计算值和 GNSS 观测值分别记作 r̂e
G 和 r̃e

G，则观测向量为

δzn
r = Cn

e (r̂eG − r̃eG) (8.36)

式中，Cn
e 为位置矩阵，见附录式(A.20)，重写如下：

Cn
e =


− sinφ cosλ − sinφ sinλ cosφ
− sinλ cosλ 0

− cosφ cosλ − cosφ sinλ − sinφ

 (8.37)

8.3.2.2 GNSS 速度观测方程

GNSS和 INS的速度测量参考点分别是 GNSS天线相位中心和 IMU测量中心，接
下来推导它们之间的速度转换公式，也称作速度杆臂补偿公式。如第6章6.3.1小节所述，
本书所述速度均是物体相对于地球的速度。GNSS 天线相位中心速度记为 vn

G =
drG

dt

∣∣∣∣
e
。

方程(8.23)等号两边各项均在 e 系下对时间求导，可得

drG

dt

∣∣∣∣
e
=

drI

dt

∣∣∣∣
e
+

dℓ
dt

∣∣∣∣
e

(8.38)

根据6.3.1节地速的定义，上式可改写为

vG = vI +
dℓ
dt

∣∣∣∣
e

(8.39)

式中，vG 和 vI 分别为 GNSS 天线相位中心和 IMU 测量中心的速度，应用哥氏方
程(6.187)可得

vG = vI +
dℓ
dt

∣∣∣∣
b
+ ωeb × ℓ (8.40)
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将式(8.24)代入式(8.40)，得

vG = vI + ωeb × ℓ (8.41)

式(8.41)等号两边加上投影坐标系 n，有

vn
G = vn

I + ωn
eb × ℓn

= vn
I + (ωn

ib − ωn
ie)×

(
Cn

bℓ
b)

= vn
I − (ωn

ie×)
(
Cn

bℓ
b)+ (ωn

ib×)
(
Cn

bℓ
b) (8.42)

将式(2.25)代入式(8.42)，整理，得

vn
G = vn

I − (ωn
ie×)

(
Cn

bℓ
b)+ Cn

b
(
ωb

ib×
)

Cb
nCn

bℓ
b

= vn
I − (ωn

ie×)
(
Cn

bℓ
b)+ Cn

b
(
ωb

ib×
)
ℓb

= vn
I − (ωn

ie×)
(
Cn

bℓ
b)+ Cn

b
(
ωb

ib × ℓb)
= vn

I − (ωn
ie×)

(
Cn

bℓ
b)− Cn

b
(
ℓb × ωb

ib
)

(8.43)

式(8.43)即速度杆臂补偿公式，描述了 IMU 测量中心和 GNSS 天线相位中心速度
之间的转换关系。对于普通运动场景，如果速度和杆臂不是特别大，等式(8.43)右边第
二项 (ωn

ie×)Cn
bℓ

b 的幅值很小。在实际导航应用中，式(8.43)写作

v̂n
G = v̂n

I − (ωn
ie×)

(
Ĉn

bℓ
b
)
− Ĉn

b(ℓ
b × ω̃b

ib) (8.44)

如前所述，(ωn
ie×)(Cn

bℓ
b) 的数值较小，做误差扰动时未考虑 ωn

ie 的误差。将惯导速

度误差定义式(7.8b)和陀螺测量误差定义式(7.8e)代入式(8.44)，省略关于误差的二阶项，
顾及式(8.44)，整理可得

v̂n
G = vn

I + δvn − (ωn
ie×) [I− (ϕ×)]Cn

bℓ
b − [I− (ϕ×)]Cn

b[ℓ
b × (ωb

ib + δωb
ib)]

≈ vn
G + δvn − (ωn

ie×)
[
(Cn

bℓ
b)×

]
ϕ−

[
Cn

b(ℓ
b × ωb

ib)
]
× ϕ− Cn

b
[
(ℓb×)δωb

ib
] (8.45)

GNSS 接收机输出的天线相位中心速度测量值含有误差，记作

ṽn
G = vn

G − nv (8.46)

GNSS 速度观测向量 δzv 为 INS 推算速度与 GNSS 解算的速度之差，即

δzn
v = v̂n

G − ṽn
G

= δvn − (ωn
ie×)

[
(Cn

bℓ
b)×

]
ϕ−

[
Cn

b(ℓ
b × ωb

ib)
]
× ϕ− Cn

b(ℓ
b×)δωb

ib + nv
(8.47)

式(8.47)即 GNSS 速度观测方程，记作如下形式：

δzn
v = Hvδx + nv (8.48)
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将式 (8.11i) 代入式 (8.47)7，容易写出相应的观测矩阵 Hv

Hv
3×21

=
[
03 I3 Hv3 −Cn

b(ℓ
b×) 03 Hv6 03

]
(8.49)

式中， Hv3 = −(ωn
ie×)

[
(Cn

bℓ
b)×

]
− [
(
Cn

b(ℓ
b × ωb

ib)
)
×]

Hv6 = −Cn
b(ℓ

b×)diag(ωb
ib)

(8.50)

8.3.3 误差反馈

组合导航卡尔曼滤波器每次量测更新后，估计的误差状态向量 δx将进行反馈修正，
如图8.1所示。误差状态被反馈至惯导机械编排，用于修正惯导推算的位置、速度和姿
态，然后作为导航结果输出。如果该部分误差也用于修正惯导机械编排自身的状态参

数，即修正后的位置、速度和姿态作为下一历元惯导机械编排的初值，则 δx的位置、速
度和姿态误差部分立即置零：δx1:9 = 09×1。上述设计称为闭环修正结构。位置、速度和

姿态的修正方程为

vn
c = v̂n − δvn (8.51a)

Cn
b,c = [I + (ϕ×)] Ĉn

b (8.51b)
φc = φ̂− δrN/ (RM + h)

λc = λ̂− δrE/ (RN + h) / cosφ

hc = ĥ− δh = ĥ + δrD

(8.51c)

式中，右下标 c 表示反馈校正后的参数；上标“̂”表示惯导机械编排推算的状态量。
在闭环修正设计中，组合导航滤波器估计的惯性传感器误差常用于更新加速度计

和陀螺的误差，并在每次机械编排迭代中用最新的传感器误差参数对加速度计和陀螺

的观测值进行校正，校正方程为式(4.17)和式(4.18)。同样的，做此反馈更新后，δx的惯
性传感器误差部分也必须立即置零（δx10:21 = 012×1）。这种更新方式是将 δx 中的传感
器误差部分累加至前一次量测更新的估计值（初值）上：

xSE,m = xSE,m−1 + δxSE, δxSE = bg, ba, δsg, δsa (8.51d)

式中，右下标 m 表示滤波器当前的量测更新时刻，m− 1 为前一次量测更新时刻。注
意：惯性传感器误差反馈后，卡尔曼滤波每次量测更新估计的是前一次估计值的残差。
若在卡尔曼滤波量测更新后，δx 全部反馈，则在后续的滤波时间更新（预测）过程中，
δx 一直为零，直至下一次量测更新。

注意：式(8.51a)∼式(8.51d)的误差反馈方程必须跟导航参数误差的定义（式(7.8a)∼(7.8e)）
完全对应。例如，若速度误差的定义修改为 v̂n = vn− δvn，则速度的反馈修正公式必须

对应地修改为 vn
c = v̂n + δvn。

7注意，式(8.11i)中的陀螺角速度白噪声项不需要代入，因为此处的目的是建立观测向量与 δx 的函数
关系。
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8.3.4 状态初始化

启动 INS/GNSS 组合导航需要对导航状态和卡尔曼滤波器进行初始化。其中，导
航状态的初始化包括确定初始位置、速度、姿态以及惯性传感器误差参数的初值。卡尔

曼滤波器的初始化包括状态向量 δx 初值和协方差阵初值 P0 的确定。对于误差状态卡

尔曼滤波，δx 一般初始化为 δx0 = 0。接下来讨论导航状态量的初始化和 P0 的设置。

位置和速度一般通过 GNSS 进行初始化，只要 GNSS 接收机能够输出导航结果的
误差协方差阵，则应该用它来初始化 P0 的相关部分。另一种常用方法是假设位置和速

度的各分量的不确定度相等，且协方差阵的非对角线元素为零，不考虑各分量之间的相

关性，并根据 GNSS 定位模式设置初始位置和速度的方差。例如，若采用 GNSS RTK
定位，则位置的初始不确定度可设置为 2∼5cm。位置和速度误差很容易观测，组合算法
的性能对这些状态的初始不确定性不太敏感，只要设置得不是太离谱，都能较快收敛。

姿态初始化方法的讨论详见第5章，根据不同的应用场景和惯导等级需要选用不同
的初始对准方法。一般情况下，不同的航向初始对准方法在确定航向的同时，也能给

出其方差，可以用这些数值来初始化 P0 的相关部分。若载体在静止条件下启动组合导

航，则横滚角和俯仰角的初值可通过加速度计调平的方法确定，对应的不确定度可用

式(5.7)进行估计。
对于高精度惯导，如果已知加速度计和陀螺的初始零偏和比例因子误差等（例如来

自产品手册或标定），则可用这些数值做初始化。另外一种常用做法是设置为 0。此时，
P0 的传感器误差部分应设置为逐次上电重复性误差。对于低端 MEMS 惯导，如果系统
从静止状态开始启动导航，则可以通过对静止时段的陀螺观测取平均粗略估计零偏初

值，其方差的计算需要综合考虑噪声和地球自转角速度的影响。

8.4 INS/GNSS 伪距紧组合算法设计

INS/GNSS 松组合使用 GNSS 定位结果与 INS 融合，当可用卫星数少于四颗时退
化为 INS。紧组合将 GNSS原始观测值（伪距、多普勒或载波相位）与 INS推算信息进行
融合，导航滤波器同时估计 IMU和 GNSS的误差状态。紧组合对可用卫星数不做要求，
对 GNSS观测信息的利用更充分，且能在原始观测层面探测并抑制粗差。INS/GNSS紧
组合按照 GNSS 定位模式的不同分为伪距/INS、RTK(real-time kinematic)/INS、PPP
（precise point positioning）/INS 紧组合等。本节以最简单的伪距/INS 紧组合为例，介
绍 INS 如何与 GNSS 原始观测进行融合。在松组合的基础上，紧组合算法设计的关键
在于 GNSS相关状态量的选择、系统方程和伪距、多普勒观测方程的推导，及观测噪声
的建模。

8.4.1 GNSS 伪距/多普勒观测

GNSS 伪距和多普勒观测量受多种类型误差因素的影响，主要包括卫星端误差、信
号传播路径误差、接收机端误差，以及其它误差[44, 45, 46]。
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• 卫星端误差：包括卫星轨道误差、卫星钟差和群延迟、相对论效应和地球自转带
来的误差。其中，卫星轨道误差、卫星钟差和群延迟可以通过广播星历进行改

正，相对论效应和地球自转效应带来的误差通过相应的公式改正。

• 信号传播路径误差：电离层和对流程延迟是信号传播路径中的主要误差源。电离
层延迟可通过 Klobuchar、NeQuick模型或者预报 GIM（global ionospheric map）
产品进行改正，也可采用双频消电离层组合来消除其一阶误差。对流层延迟通

常使用经验模型（如 Hopfield 或 Saastamoinen 模型）进行修正。
• 接收机端误差：主要包括接收机钟差和伪距硬件时延误差。接收机钟差通常作
为紧组合算法的状态量进行估计和补偿，其建模方式在(8.4.2)节讨论。伪距硬件
时延误差和接收机钟差与电离层有强耦合性，通常通过估计不同频点间的相对

伪距硬件时延误差，即差分码偏差（differential code bias，DCB）进行修正。
• 其它误差：包括固体潮和海潮效应，其导致的 GNSS 测量误差可通过 IERS（in-

ternational earth rotation and reference systems service）规范推荐的模型改正，
如果测站离海岸很远，海潮误差可忽略不计。

在多 GNSS系统中，还需要关注不同系统的时空基准差异。此外，由于各卫星定位
系统信号在接收机中的硬件时延误差不同，不同 GNSS 系统的卫星观测值之间存在时
间上的偏差，称为系统间偏差（inter-system biases，ISB）。综上，对于 GNSS 伪距/多
普勒/INS 紧组合来说，接收机钟差和相对伪距时延误差作为系统状态量进行估计，其
它误差则通过对应的公式或经验模型进行改正，即可有效消除或减弱 GNSS 伪距测量
中的大部分误差。

接下来以北斗双频 (L1/L2)8非组合模型为例介绍伪距和多普勒观测，并据此设计

紧组合算法。

8.4.1.1 伪距观测

北斗伪距观测表示为 PC
1 = ρ+ tC

r + εC
P1

PC
2 = ρ+ tC

r + dcbC
P1P2,r + εC

P2

(8.52)

式中，P1、P2 为北斗 L1 和 L2 频点上的伪距观测值；右上标 C 表示北斗系统；tr 为

接收机钟差的等效距离误差；dcbP1P2,r 为接收机 L2 频相对于 L1 频的相对伪距硬件时
延误差的等效距离误差，εP 为未模型化的 GNSS 误差（如多路径误差）和伪距观测噪
声。ρ 为（某一颗）卫星和接收机之间的几何距离 ρ = ∥re,s− re

G∥，re,s 为 e 系下卫星发
射该 GNSS 信号时的位置，re

G 为 e 系下接收机接收到该 GNSS 信号时的位置，卫星位
置通过广播星历提供的开普勒轨道参数和轨道摄动参数建立轨道方程解算得到，其中

卫星信号发射时刻可以采用迭代的方式或者用伪距求得。

8注意，这里的 L1 和 L2 泛指 GNSS 的任意两频。
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8.4.1.2 多普勒观测

卫星多普勒观测，记作 D，表示为

Dλ = −ρ̇+ dt + εD (8.53)

式中，D 为多普勒观测值；λ 为载波相位的波长；ρ̇ = ∥ve,s − ve
G∥ 为卫星和接收机运动

引起的卫地距变化率（卫地距对时间的导数）；dt 为接收机钟漂，将在8.4.2节详细介绍；
εD 为未模型化的多普勒误差和多普勒观测噪声。影响多普勒速度测量的误差源中，卫

星位置误差、卫星速度误差和卫星钟差变化率可以通过星历文件进行修正；电离层误差

和对流层误差的变化率较小，可以忽略其影响；地球自转对多普勒测速的影响较大，需

要改正这一项。

8.4.2 系统方程

伪距/多普勒/INS 紧组合在松组合的误差状态 δxINS 的基础上增广 GNSS 相关的
误差状态量，选择为

δx
24×1

=

[
δxINS

δxGNSS

]
(8.54)

δxGNSS
3×1

=


tC

r

dtr

dcbC
r

 (8.55)

式中，δxINS 为惯导相关的误差状态向量，与式(8.9)一致，此处写出右下标 INS 是为了
区分 GNSS 相关的误差量 δxGNSS；tC

r 为北斗接收机钟差等效距离误差，dtr 为接收机

钟漂等效速度误差，dcbC
r 为北斗 L2 频相对于 L1 频的相对伪距硬件时延误差的等效距

离误差（选择 L1 频作为基准频点），建模为

ṫC
r (t) = dtC

r (t) + wC
t (t) (8.56a)

ḋtr(t) = wdt(t) (8.56b)

˙dcbC
r (t) = wC

dcb(t) (8.56c)

式中，wC
t (t) 为北斗接收机钟差等效距离误差的驱动白噪声，wdt(t) 为接收机钟漂等效

速度误差的驱动白噪声，wC
dcb(t) 为北斗相对伪距硬件时延误差等效距离误差的驱动白

噪声。

在状态向量的选择时，考虑增广接收机钟漂及采用模型(8.56a)和模型(8.56b)的理
由如下：接收机钟差 tC

r 不仅直接影响观测值的精度，还与高程和对流层延迟耦合密切。

不同 GNSS 接收机的时钟特性存在较大差异。大部分 GNSS 接收机使用低成本的石英
振荡器，频率稳定性较低，导致钟差存在显著的漂移，并可能随时间累积。接收机厂商

为解决上述问题通常采取如下两种调钟策略：一是实时估计和补偿钟漂，将其调整至接
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近零的小量，从而使接收机钟差始终维持在噪声和跟踪抖动影响下的小幅范围内，称为

时钟驯服（clock steering）；二是不实时补偿钟漂，而是当接收机钟差因钟漂累积到一
定阈值时，通过插入确定的整数毫秒或微秒的时钟跳跃进行调整，称为钟跳。

多数 GNSS 接收机常见毫秒级钟跳，其修正值较大但不频繁；而低成本导航型接
收机多见微秒级钟跳，幅度较小但修正频率较高。钟跳会破坏 GNSS 时标、伪距和相
位观测值之间的一致性。因此，无论钟跳的量级如何，都需要实时检测并利用观测值进

行校正。时钟驯服模式保持观测值的连续性，但接收机钟差会呈现随机性强的不规律抖

动，破坏其原始误差特性，通常将这种钟差建模为白噪声。在钟跳模式下，接收机钟本

身的特性未受破坏，钟差主要由缓慢变化的钟漂驱动，钟漂可建模为随机游走，因此钟

差可以通过钟漂的积分来表示。本书紧组合算法以第二种模式为例，给状态向量增广一

维接收机钟漂。

由式(8.56a)∼ 式(8.56c)可得紧组合 GNSS 部分对应的状态转移矩阵和系统噪声阵：

ΦGNSS =


1 ∆t 0
0 1 0
0 0 1

 (8.57)

QGNSS =


wC

t 0 0
0 wdt 0
0 0 wC

dcb

 (8.58)

式中，∆t 为相邻两次 GNSS 观测的时间间隔。
结合松组合中已经推导的导航状态误差微分方程和 IMU 传感器误差微分方程，可

以得到伪距/多普勒/INS 紧组合的状态转移矩阵和系统噪声阵：

Φ =

[
I + F∆t 0

0 ΦGNSS

]
(8.59)

Q =

[
QINS 0

0 QGNSS

]
(8.60)

式中，F 的具体表达式为(8.13)；QINS 可以通过式(8.22)和式(8.15)计算得到。

8.4.3 伪距观测方程

与松组合类似，紧组合观测方程是建立 GNSS 原始观测量与卡尔曼滤波系统状态
量的关联。伪距/INS 紧组合是根据 INS 推算的载体位置计算出与卫星之间的卫地距，
然后与接收机输出的伪距实测值求差作为观测向量 z。
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8.4.3.1 伪距观测方程

卫星（某一颗）与 GNSS 天线相位中心的距离称为卫地距，记作 ρ：

ρ =∥ re,s − re
G ∥= ∆r ·∆r

=

√
(xe,s − xe

G)
2 + (ye,s − ye

G)
2 + (ze,s − ze

G)
2

(8.61)

式中，re,s = [xe,s, ye,s, ze,s]⊤ 和 re
G = [xe

G, ye
G, ze

G]
⊤ 分别为卫星和 GNSS 天线的地心位置

在 e系下的投影；∆r = re,s−re
G 为 GNSS天线到卫星的位置向量。由惯导推算的 GNSS

天线位置 re
G 含有误差，对应的卫地距记作 ρ̂

ρ̂ =∥ re,s − r̂e
G ∥=

√
(xe,s − x̂e

G)
2 + (ye,s − ŷe

G)
2 + (ze,s − ẑe

G)
2 (8.62)

对 ρ̂ 在 GNSS 天线位置真值（re
G = [xe

G, ye
G, ze

G]
⊤）处做泰勒展开，保留至一阶项，

根据式(7.6)，可得

ρ̂ ≈ ρ+
∂ρ

∂xe
G
δxe

G +
∂ρ

∂ye
G
δye

G +
∂ρ

∂ze
G
δze

G

= ρ− xe,s − xe
G

ρ
δxe

G −
ye,s − ye

G
ρ

δye
G −

ze,s − ze
G

ρ
δze

G

= ρ− es
G · δre

G

(8.63)

式中，δre
G = r̂e

G− re
G 为惯导计算的 GNSS 天线位置的误差在 e 系下的投影；es

G 为由天

线指向卫星方向上的单位向量，称作视线向量：

es
G ≜ re,s − re

G
∥ re,s − re

G ∥
=

re,s − re
G

ρ
(8.64)

式(8.63)在做扰动分析时未考虑视线向量的扰动误差，因为惯导推算的位置误差对
es

G 的影响可小到忽略不计。根据式(8.27)可得惯导计算的 GNSS 天线位置误差在 n 系
下的投影为

δrn
G = r̂n

G − rn
G = δrn +

[(
Cn

bℓ
b)×]ϕ (8.65)

式中，δrn 为惯导测量中心的位置误差，见式(8.9)。将 δrn
G 投影至 e 系为

δre
G = Ce

nδrn
G

= Ce
n
(
δrn +

[(
Cn

bℓ
b)×]ϕ) (8.66)

将式(8.66)代入式(8.63)，可得惯导推算的卫地距

ρ̂ = ρ− es
GCe

n
[
δrn + (Cn

bℓ
b)× ϕ

]
(8.67)

GNSS 伪距观测值为 GNSS 伪距观测与惯导推算的卫地距之差9。对于一颗北斗卫

星的 L1、L2 频点上的伪距观测值，根据式(8.52)和式(8.67)，有δzC
P1 = PC

1 − ρ̂ = es
GCe

n
(
δrn + (Cn

bℓ
b)× ϕ

)
+ tC

r + εC
P1

δzC
P2 = PC

2 − ρ̂ = es
GCe

n
(
δrn + (Cn

bℓ
b)× ϕ

)
+ tC

r + dcbC
P1P2,r + εC

P2

(8.68)

9注意，紧组合的观测向量采用 GNSS 观测减去 INS 推算值，与松组合相反，主要是为了与 GNSS 精
密定位的行业习惯保持一致，算法上没有任何区别。
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对于每颗北斗卫星的 L1 和 L2 频的伪距观测值都可以列出如式(8.68)中的两个观
测方程，将其写成向量形式为

δzC
P = HC

Pδx + nC
P (8.69)

式中，

δzC
P =

[
δzC

P1

δzC
P2

]
, HC

P
2×24

=

[
Hp1 03×1 Hp3 03×1 03×1 03×1 03×1 1 0 0

Hp1 03×1 Hp3 03×1 03×1 03×1 03×1 1 0 1

]
(8.70)

其中 Hp1 = es
GCe

n

Hp3 = es
GCe

n
[
(Cn

bℓ
b)×

] (8.71)

每增加一个 GNSS伪距观测值，观测向量将相应增加一行。由于不同卫星的视线向
量不同，位置和姿态对应的观测系数也会有所不同。对于同一卫星系统，所有观测值共

用相同的接收机钟差，因此接收机钟差对应的系数是一致的；若引入其他卫星系统，则

需要额外增加一维来表示该系统的接收机钟差，或者相对于北斗系统的系统间偏差 ISB
（假设以北斗系统作为基准系统）。在同一卫星系统内，相同频点的观测对应的相对伪距

硬件时延误差的系数是一致的，而对于基准频点，其观测系数设定为 0；如果增加其他
频点的观测，则需要额外增加一维来表示该频点的相对伪距硬件时延误差。

8.4.3.2 多普勒观测方程

根据式(8.53)可知，GNSS 天线与卫星之间的多普勒速度与卫地距的导数紧密相关，
方程 (8.61) 等号两边在 e 系下对时间求导，得

ρ̇ =
dρ
dt

∣∣∣∣
e
=

d
√
∆r ·∆r
dt

∣∣∣∣∣
e

=
1

2
√
∆r ·∆r

d (∆r ·∆r)
dt

∣∣∣∣
e

=
1

2ρ

d (∆r ·∆r)
d∆r · d∆r

dt

∣∣∣∣
e

(8.72)

根据向量内积对时间求导公式(2.44e)，可得

ρ̇ =
1

2ρ
(∆r +∆r) ·d∆r

dt

∣∣∣∣
e
=

∆r
ρ
· d (re,s − re

G)

dt

∣∣∣∣
e

=
re,s − re

G
∥ re,s − re

G ∥
· (ve,s − ve

G)

= es
G · (ve,s − ve

G)

(8.73)

式中，ve,s、ve
G 分别为卫星和 GNSS 天线相对地球的速度在 e 系下的投影。由惯导推算

的 GNSS 天线速度计算卫地距的时间变化率 ρ̇ 含有误差，记作 ˆ̇ρ。对式(8.73)做误差扰
动，忽略视线向量 es

G 和卫星速度 ve,s 的误差（卫星速度误差将体现在 GNSS 多普勒观
测值中），可得

ˆ̇ρ ≈ ρ̇− es
G · δve

G (8.74)
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式中，δve
G 为惯导推算的 GNSS 天线速度的误差在 e 系下的投影，计算如下：

δve
G = δ (Ce

nvn
G) = (δCe

n) vn
G + Ce

nδvn
G (8.75)

式中，Ce
n 为位置矩阵，见附录式(A.21)，重写如下：

Ce
n = (Cn

e )
⊤ =


− sinφ cosλ − sinλ − cosφ cosλ
− sinφ sinλ cosλ − cosφ sinλ

cosφ 0 − sinφ

 (8.76)

位置矩阵 Ce
n 的扰动误差 δCe

n 计算式为(7.34)，重写如下：

δCe
n = Ce

n (δθ×) (8.77)

δθ =


δλ cosφ
−δφ

−δλ sinφ

 (8.78)

式中，δθ 是真 n 系到计算的 n 系（记作 n̂ 系）的等效旋转矢量，详见第7章7.2节。将
式(8.77)代入式(8.75)，得

δve
G = Ce

n (δθ×) vn
G + Ce

nδvn
G

= Ce
n [(δθ×) vn

G] + Ce
nδvn

G

= −Ce
n (vn

G×) δθ + Ce
nδvn

G

(8.79)

将 δθ 与位置误差 δrn 的转换公式(7.36)代入式(8.79)，得

δve
G = −Ce

n (vn
G×)MRδrn

G + Ce
nδvn

G (8.80)

式中，MR 的计算参考式(7.37)，重写如下：

MR =


0 1/ (RN + h) 0

−1/ (RM + h) 0 0

0 − tanφ/ (RN + h) 0

 (8.81)

根据位置和速度杆臂补偿公式，将式(8.27)和式(8.45)代入式(8.80)，得

δve
G =− Ce

n (vn
G×)MR

[
δrn +

[(
Cn

bℓ
b)×]ϕ]+ Ce

nδvn

− Ce
n
(
(ωn

ie×)
[
(Cn

bℓ
b)×

]
ϕ+

[
Cn

b(ℓ
b × ωb

ib)
]
× ϕ+ Cn

b
[
(ℓb×)δωb

ib
]) (8.82)

紧组合多普勒观测为 GNSS多普勒观测值与惯导推算的多普勒速度（− ˆ̇ρ）之差，即

δzD = Dλ− (− ˆ̇ρ) = −ρ̇+ dt + εD + (ρ̇− es
G · δve

G)

= −es
G · δve

G + dt + εD
(8.83)
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将式(8.82)代入式(8.83)，得

δzD =− es
Gδve

G + dt + εD

=− es
G
(
−Ce

n (vn
G×)MR

[
δrn +

[(
Cn

bℓ
b)×]ϕ]+ Ce

nδvn)+ dt + εD

+ es
GCe

n
(
(ωn

ie×)
[
(Cn

bℓ
b)×

]
ϕ+

[
Cn

b(ℓ
b × ωb

ib)
]
× ϕ+ Cn

b
[
(ℓb×)δωb

ib
]) (8.84)

将式(8.84)写成向量形式
δzD = HDδx + nD (8.85)

HD
1×24

=
[
Hv1 −es

GCe
n Hv3 Hv4 03×1 Hv6 03×1 0 1 0

]
(8.86)

式中，

Hv1 = es
GCe

n (vn
G×)MR

Hv3 = es
G
(
Ce

n (vn
G×)MR

[
(Cn

bℓ
b)×

]
+ Ce

n
(
(ωn

ie×)
[
(Cn

bℓ
b)×

]
+
[
Cn

b(ℓ
b × ωb

ib)
]
×
))

Hv4 = es
GCe

nCn
b
(
ℓb×

)
Hv6 = es

GCe
nCn

b
(
ℓb×

)
diag(ωb

ib)

(8.87)
在扩展卡尔曼滤波框架下，每增加一个多普勒观测值，观测向量将相应地增加一

行。同样地，由于不同卫星的视线向量不同，这会导致包含视线向量的观测系数有所区

别。需要注意的是，尽管不同卫星系统可能共享同一个接收机的晶振，从而具有相同的

钟漂，但在实际应用中，增加卫星系统通常不会增加钟漂的维度，因为钟漂是接收机晶

振的特性，与卫星系统无关。

8.4.4 GNSS 测量误差随机模型

紧组合滤波器要求对式(8.52)的伪距噪声 εP 和式(8.53)的多普勒噪声 εD 建立合理

的随机模型来描述其不确定度。伪距不仅受观测噪声的影响，还受卫星星历误差、电离

层和对流层模型改正误差、多路径误差等因素的综合影响。多普勒速率观测也受卫星星

历误差和多路径误差等因素的影响。根据方差传播定律，观测值的方差可表示为

σ2
obs,P = σ2

P + σ2
eph,P + σ2

trop + σ2
ion + σ2

mp,P

σ2
obs,D = σ2

D + σ2
eph,V + σ2

mp,D

(8.88)

式中，σP 和 σD 分别为伪距噪声和多普勒噪声，与接收机的硬件特性和跟踪环路带宽有

关；σeph、σtrop 和 σion 分别为卫星星历误差、电离层和对流层模型改正误差，一般可以

根据产品或者经验精度值设定；σmp 为多路径误差，通常结合额外的抗差手段来确定。

式(8.88)是针对单颗卫星的观测噪声方差模型，不同卫星的伪距和多普勒观测误差
还与卫星高度角和信号强度（载噪比 (C/N0)）有关，使用多颗卫星观测值进行紧组合

时，需要对它们进行加权处理。常用的两种定权方法为高度角定权和载噪比定权。其
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中，高度角定权模型认为低高度角的卫星更容易受到传播路径上大气延迟的影响，高度

角越低，卫星观测值的权重越小。常用的高度角定权方法为

R =


σ2

0, E > π/6
σ2
0

2 sin E , E ⩽ π/6
(8.89)

或

R =
σ2
0

sin2 E
(8.90)

式中，R 为观测值方差，σ0 为观测噪声基值，E 为卫星高度角。
载噪比定权模型认为信号的强弱能反映观测值的质量：通常载噪比越高，观测值的

可信度越高，应赋较高权重；反之，载噪比越低，观测值的可信度越差，权重应降低。

一种经典的载噪比定权模型为 SIGMA− ε 模型：

R = Ci · 10−
C/N0
10 (8.91)

式中，C/N0 为接收机输出的载噪比，Ci 与波长、接收机和天线类型等因素有关，设置

为经验值。

高度角定权和载噪比定权的方法各有优势，实际应用中应综合考虑信号强弱和信

号传播路径的几何影响，构建合理的定权模型。



附录 A 附录
A.1 姿态表达式的相互转换

下面给出 b 系相对参考系 R 系的姿态表达式间的转换公式。注意，只有遵循以下
符号约定才能使用后面的转换公式。规定 b 系轴线为前右下（FRD）。欧拉角定义为：
R 系按“ZYX”的转轴顺序依次转动角度 ψ、θ 和 ϕ 后与 b 系对齐。用等效旋转矢量
则描述为：R 系绕空间矢量 ϕ 的方向转动角度 ϕ = ∥ϕ∥ 后与 b 系对齐。方向余弦矩阵
CR

b 和姿态四元数 qR
b 上下角标的含义与第6章6.2.2小节和6.2.3小节约定一致。

1、欧拉角转方向余弦矩阵

CR
b =


cθcψ −cϕsψ + sϕsθcψ sϕsψ + cϕsθcψ
cθsψ cϕcψ + sϕsθsψ −sϕcψ + cϕsθsψ
−sθ sϕcθ cϕcθ

 (A.1)

式中，c = cos ()，s = sin ()。

2、欧拉角转四元数

qR
b =



cos ϕ
2

cos θ
2

cos ψ
2
+ sin ϕ

2
sin θ

2
sin ψ

2

sin ϕ
2

cos θ
2

cos ψ
2
− cos ϕ

2
sin θ

2
sin ψ

2

cos ϕ
2

sin θ
2

cos ψ
2
+ sin ϕ

2
cos θ

2
sin ψ

2

cos ϕ
2

cos θ
2

sin ψ
2
− sin ϕ

2
sin θ

2
cos ψ

2


(A.2)

3、方向余弦矩阵转欧拉角

方向余弦矩阵 CR
b 的第 i 行第 j 列的元素记作 cij, 1 ⩽ i, j ⩽ 3。首先计算俯仰角：

θ = tan−1 −c31√
c232 + c233

(A.3)

θ 的取值范围为 |θ| ⩽ π

2
。

220
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当 |θ| ̸= π

2
（实际计算时以 |c31| < 0.999 判断），则 ϕ 和 ψ 计算如下：

ϕ = tan−1 c32
c33

(A.4)

ψ = tan−1 c21
c11

(A.5)

计算 ϕ 和 ψ 时注意使用四象限反正切函数 atan2。当 |c31| ⩾ 0.999 时，只能计算 ϕ

和 ψ 的组合： 
ψ − ϕ = tan−1 c23 − c12

c13 + c22
, c31 ⩽ −0.999,

ψ + ϕ = π + tan−1 c23 + c12
c13 − c22

, c31 ⩾ 0.999.

(A.6)

4、方向余弦矩阵转四元数

首先做如下计算：

P1 = 1 + tr(CR
b ), P2 = 1 + 2c11 − tr(CR

b ),

P3 = 1 + 2c22 − tr(CR
b ), P4 = 1 + 2c33 − tr(CR

b )

(A.7)

式中，tr(CR
b ) 为矩阵的迹。

(1) 如果 P1 = max(P1,P2,P3,P4)，则

q0 = 0.5
√

P1, q1 =
c32 − c23

4q0

, q2 =
c13 − c31

4q0

, q3 =
c21 − c12

4q0
(A.8)

(2) 如果 P2 = max(P1,P2,P3,P4)，则

q1 = 0.5
√

P2, q2 =
c21 + c12

4q1

, q3 =
c13 + c31

4q1

, q0 =
c32 − c23

4q1
(A.9)

(3) 如果 P3 = max(P1,P2,P3,P4)，则

q2 = 0.5
√

P3, q3 =
c32 + c23

4q2

, q0 =
c13 − c31

4q2

, q1 =
c12 + c21

4q2
(A.10)

(4) 如果 P4 = max(P1,P2,P3,P4)，则

q3 = 0.5
√

P4, q0 =
c21 − c12

4q3

, q1 =
c13 + c31

4q3

, q2 =
c32 + c23

4q3
(A.11)

5、四元数转方向余弦矩阵

CR
b =


q2
0 + q2

1 − q2
2 − q2

3 2 (q1q2 − q0q3) 2 (q1q3 + q0q2)

2 (q1q2 + q0q3) q2
0 − q2

1 + q2
2 − q2

3 2 (q2q3 − q0q1)

2 (q1q3 − q0q2) 2 (q2q3 + q0q1) q2
0 − q2

1 − q2
2 + q2

3

 (A.12)
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6、四元数转等效旋转矢量

记 qR
b =

[
q0 q1 q2 q3

]⊤
，对应的等效旋转矢量 ϕRb 计算如下：

• 如果 q0 ̸= 0，则

∥0.5ϕ∥ = tan−1 sin∥0.5ϕ∥
cos∥0.5ϕ∥ = tan−1

√
q2
1 + q2

2 + q2
3

q0

(A.13)

f = sin∥0.5ϕ∥
∥ϕ∥

(A.14)

ϕ =
1

f

[
q1 q2 q3

]⊤
(A.15)

• 如果 q0 = 0，则

ϕ = π
[
q1 q2 q3

]⊤
(A.16)

7、等效旋转矢量转方向余弦矩阵

CR
b = I + sin∥ϕ∥

∥ϕ∥
(ϕ×) + 1− cos∥ϕ∥

∥ϕ∥2
(ϕ×) (ϕ×) (A.17)

(ϕ×) =


0 −ϕz ϕy

ϕz 0 −ϕx

−ϕy ϕx 0

 (A.18)

8、等效旋转矢量转四元数

qR
b =

 cos∥0.5ϕ∥

sin∥0.5ϕ∥
∥0.5ϕ∥

0.5ϕ

 (A.19)

9、位置矩阵 Ce
n

如图A.1所示，e 系绕其 z 轴转动角度 λ（经度）后到达过渡坐标系 e′，e′ 系绕其 y
轴正方向（ye′）转动 −(φ+ 90◦)（或绕 ye′ 反方向转动 φ+ 90◦）后到达 n 系位置。参
考第6章6.2.1.3小节，容易写出 Cn

e 的表达式：
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Cn
e = Cn

e′Ce′
e

=


cos (−φ− 90◦) 0 − sin (−φ− 90◦)

0 1 0

sin (−φ− 90◦) 0 cos (−φ− 90◦)




cosλ sinλ 0

− sinλ cosλ 0

0 0 1



=


− sinφ cosλ − sinφ sinλ cosφ
− sinλ cosλ 0

− cosφ cosλ − cosφ sinλ − sinφ


(A.20)

根据方向余弦矩阵的性质式(6.25)，有

Ce
n = (Cn

e )
⊤ =


− sinφ cosλ − sinλ − cosφ cosλ
− sinφ sinλ cosλ − cosφ sinλ

cosφ 0 − sinφ

 (A.21)

矩阵 Ce
n 和 Cn

e 由纬度和经度即可确定，因此称它们为位置矩阵。

 

图 A.1 位置矩阵：e 系到 n 系的转动示意图

A.2 四元数的旋转算子

证明：对于任意单位四元数 q = q0 + qv 和 p = p0 + pv，其中 q 的三角函数形式记
作 q = cos θ/2 + u sin θ/2（u 为 qv 方向的单位向量）。q 和 p 的乘法运算公式(6.80)重
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写为如下形式：

p ◦ q = (p0q0 − p⊤
v qv) + (p0qv + q0pv + pv × qv) (A.22)

任意三维向量 v 都可以看作实部为 0 的纯虚四元数 v = 0 + v。将向量 v 分解为
v = a + n，其中 a 和 n 分别是与 qv 平行和垂直的分量，如图A.2所示，有 a = kqv（k
为常数），n · qv = 0。旋转算子的证明思路为：证明 Lq(·) 算子不会改变 a 的方向和长
度，但使 n 绕 qv 转动 θ。

首先，计算 Lq(a) 对向量 a 的作用。将 a 看作实部为 0 的纯虚四元数代入算子

Lq(·)，并反复使用四元数乘法公式(A.22)，整理得

Lq(a) = (q0 + qv) ◦ a ◦ (q0 − qv)

= (q0 + qv) ◦ (0 + kqv) ◦ (q0 − qv)

= (0− kq⊤
v qv + kq0qv + 0 + kqv × qv) ◦ (q0 − qv)

= (−kq⊤
v qv + kq0qv) ◦ (q0 − qv)

= −kq0q⊤
v qv + kq0q⊤

v qv + (kq⊤
v qv)qv + kq2

0qv − (kq0qv)× qv

= (kq⊤
v qv)qv + kq2

0qv

= k
(
q⊤

v qv + q2
0

)
qv

= kqv

= a

(A.23)

式(A.23)表明 Lq(·) 算子不会改变 a 的方向和长度。然后，计算 Lq(n) 对向量 n 的
作用。将 n 看作实部为 0 的纯虚四元数，记 Λ = q ◦ n，展开为

Λ = (q0 × 0− qv · n) + (q0n + 0qv + qv × n)

= q0n + qv × n
(A.24)

然后，计算 Lq(n) 对向量 n 的作用。根据定义展开为

Lq (n) =q ◦ n ◦ q∗ = Λ ◦ q∗

=

[
0

q0n + qv × n

]
◦

[
q0

−qv

]
= [0× q0 − (q0n + qv × n) · (−qv)] + [−0qv + q0 (q0n + qv × n)]

+ (q0n + qv × n)× (−qv)

(A.25)

由于 n 与 qv 垂直，且 qv × n 也与 qv 垂直，故 (qv × n) · qv = 0，n · qv = 0，代入

式(A.25)，并根据向量的叉乘公式(2.14)，整理可得

Lq (n) =q2
0n + q0 (qv × n)− q0 (n× qv)− (qv × n)× qv

=q2
0n + 2q0 (qv × n) + qv × (qv × n)

(A.26)
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根据向量三重积公式(2.21)及向量垂直性质可得

qv × (qv × n) = (qv · n) qv − (qv · qv) n = − (qv · qv) n (A.27)

代入式(A.26)得

Lq (n) =q2
0n + 2q0 (qv × n)− (qv · qv) n

=
(
q2
0 − q⊤

v qv
)

n + 2q0 (qv × n)
(A.28)

由于 qv = u
√

q⊤
v qv，故式(A.28)整理可得

Lq(n) = (q2
0 − q⊤

v qv)n + 2q0

√
q⊤

v qv(u× n)

= (cos2 θ
2
− sin2 θ

2
)n + 2 cos θ

2
sin θ

2
(u× n)

= n cos θ + (u× n) sin θ

(A.29)

由于 u和 n垂直，且 u为单位向量，由图A.2易知，u×n = n⊥。因此，式(A.29)可
写作

Lq(n) = n cos θ + n⊥ sin θ (A.30)

式(A.30)表明算子 Lq(n)对向量 n的作用为：使向量 n在 n和 n⊥ 定义的平面内旋

转 θ 角，转轴为 u的正方向。容易证明 Lq(·)为线性算子，Lq(v) = Lq(a)+Lq(n)，则有

Lq(v) = a + n cos θ + n⊥ sin θ (A.31)

式(A.31)表明算子 Lq(·) 对三维向量 v 的作用是使其绕 qv 正方向旋转 θ 角。

证毕。

 

图 A.2 Lq(·) 使向量 n 绕 u 转动 θ（qv 方向垂直纸面向外）



附录 B 符号表

1、标量符号

ωe 地球自转角速率
φ 大地纬度
λ 经度；载波相位波长
h 大地高
RM 子午圈曲率半径
RN 卯酉圈曲率半径
vN 北向速度
vE 东向速度
vD 地（下）向速度
ωb

ib,x/y/z x、y、z 轴陀螺角速度测量值
fbx/y/z x、y、z 轴加速度计比力测量值
bg,x/y/z x、y、z 轴陀螺零偏
ba,x/y/z x、y、z 轴加速度计零偏
δsg,x/y/z x、y、z 轴陀螺比例因子误差
δsa,x/y/z x、y、z 轴加速度计比例因子误差
wg,x/y/z x、y、z 轴陀螺噪声
wa,x/y/z x、y、z 轴加速度计噪声
ϕ 横滚角
θ 俯仰角
ψ 航向角
g 重力加速度大小
ρ 卫地距
dt 接收机钟漂
D 多普勒观测值

2、向量符号

ωie 地球自转角速度
ωen 位移角速度
reb 地心位置向量
veb 地速
g 引力加速度
f 比力
gp 重力加速度
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∆θ 角增量
∆v 速度增量
bg 陀螺零偏
ba 加速度计零偏
δsg 陀螺比例因子误差
δsa 加速度计比例因子误差
wg 陀螺噪声
wa 加速度计噪声
ERb 从 R 系旋转到 b 系的欧拉角组
q 四元数
q∗ q 的共轭四元数
δr 位置误差
δv 速度误差
ϕ 等效旋转矢量（或特指姿态误差）
ℓ 杆臂向量
δωb

ib 陀螺角速度测量误差
δfb 加速度计比力测量误差

3、矩阵符号

Sg 陀螺比例因子误差构成的对角矩阵
Sa 加速度计比例因子误差构成的对角矩阵
Ng 陀螺交轴耦合误差矩阵
Na 加速度计交轴耦合误差矩阵
C 方向余弦矩阵，也称姿态矩阵
In n 阶单位矩阵
MRV(ϕRb) 罗德里格斯（Rodrigues）公式等效函数，由 ϕRb 计算 CR

b

4、其他符号

a× b 向量 a 和 b 叉乘
(a×) 向量 a 的反对称矩阵
det (A) 矩阵 A 的行列式
E(x) 随机变量 x 的期望
σ2(x) 随机变量 x 的方差
N (µ, σ) 均值为 µ、方差为 σ2 的正态分布
δ(·) 变量的扰动误差；狄拉克函数
x̂ 参数 x 的计算值
x̃ 参数 x 的观测值
⟨a, b⟩ 向量 a 和 b 的夹角
∥·∥ 向量或四元数的模
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◦ 四元数乘法
diag (a) 向量 a 构成的对角矩阵

5、名称简写

i 系 地心惯性坐标系（earth-centered inertial frame，ECI）
e 系 地心地固坐标系（earth-centered earth-fixed frame, ECEF）
n 系 导航坐标系（navigation frame）
v 系 载体坐标系（vehicle-fixed body frame）
b 系 传感器坐标系（sensor-fixed body frame）
R 系 任意参考坐标系（reference frame）
PSD 功率谱密度（power spectral density）
MEMS 微机电系统（micro-electro-mechanical system）
IMU 惯性测量单元（inertial measurement unit）
INS 惯性导航系统（inertial navigation system）
GNSS 全球卫星导航系统（global navigation satellite system）
ppm 百万分之一（parts per million）
ARW 角度随机游走（angular random walk）
VRW 速度随机游走（velocity random walk）
RMS 均方根（root mean square）
DCM 方向余弦矩阵（direction cosine matrix）
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